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ПРИМЕНА НА КОМПЛЕКСНИТЕ БРОЕВИ  
ВО НАСТАВАТА ПО ФИЗИКА 

Стојан Манолев 1 

 

Корелацијата помеѓу наставните содржини по математика и фи-
зика отсекогаш претставувала една од клучните алки за ефикасна нас-
тава по физика. Во трудот се прикажани наставни единици од физиката 
во кои може да се користат свoјствата на комплексните броеви, како на 
пример, нивното геометриско претставување, разните облици на запи-
шување и модул на комплексен број. 

1. ПОЧЕТОЦИТЕ НА ВОВЕДУВАЊЕ  
НА УЧЕЊЕТО ЗА КОМПЛЕКСНИТЕ БРОЕВИ 

Од историска гледна точка првите почетоци за комплексните бро-
еви, [5], започнуваат со трудовите на Џироламо Кардано (Girolamo Car-
danо, 1501−1576, италијански ренесансен математичар, физичар и про-
наоѓач) во неговото дело Арс Магна  (Artis  Magnae,  Sive  de  Regulis  
Algebraicis) објавено во 1542 година. Во 1572 година објавена е и книга-
та L`Algebra  од Бомбели (Rafael Bombelli, 1526-1572, италијански мате-
матичар), во кој на база на работите опишани во Арс Магна изведува 
операции со негативни броеви, опишувајќи дури правила за работа со 
величини под чиј корен се наоѓа негативен број. На пример 1x =  е 
очигледно решение на равенката , но изразена во трудовите 
на Кардано решението е дадено во обликот:  

 
Иако решението на равенката  е мотивирачко и почет-

но при објаснување на комплексните броеви денес, главна улога одиг-
рале решенијата на равенките од трет степен. 

Првите чекори во развојот на аритметиката на комплексните брое-
ви ги прави Бомбели. Буквата R ја користел за квадратен корен, radix 
quadraticus, a R3 за кубен корен, radix cubus, p  како симбол за собирање, 
m за одземање, а заградите укажувале на изразот на кој се однесува
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разгледуваната операција. Така, изразите ;  ги 

запишувал на следниот начин и  соодветно. 

Ознаката   ја вовел Ојлер (Leonhard Paul Euler; 1707–1783, 
швајцарски математичар) во 1748 година. Гаус (Johann Carl Friedrich 
Gauß; 1777−1855, германски математичар) се смета дека прв го вовел 
името комплексен број. 

Денес комплексните броеви имаат примена во теоријата на упра-
вување, електромагнетизмот, сигналната анализа, динамиката на флуи-
ди, квантната механика и во други области. Колку е нивната примена 
важна во учењето на еден инженер по физика или професор по физика, 
на студентите по физика од прва година на Универзитетот „Ројал Холо-
веј“ во Лондон почетокот на учебната година ја започнува со химна, [4], 
посветена на комплексните броеви. 

Воведувањето на поимот за комплексен број може да се направи 
на следнииот начин:  

−  Еден од почетоците на курсевите, лекциите по математика за-
почнуваат со барањето на решенија на равенката:      

−  Равенката нема решение во множеството на реалните броеви, 

[1]. Нејзината трансформација во обликот 2 1x = −  ни дава информација 
дека квадратот на ниеден реален број не е негативен.  

−  Се јавува потреба од проширување на множеството на реални 
броеви  до множество кое треба да содржи елемент чиј квадрат е 1− . 
Поради тоа се воведува нов број кој се означува со симболот i , таков 
што неговиот квадрат да е −1, т.е наречен имагнарна единица. 

−  Бројот ,  каде што а и b се дадени реални броеви, а  е 
имагинарната единица, се вика комплексен број. 

−  Ако  бројот а се вика реален дел на комплексниот 
број z и се означува со Re(z),  а бројот b се вика имагинарен дел на бро-
јот z  и се означува со Im(z). 

−  Комплексниот број  може да се претстави со подреде-
ниот пар на реални броеви (а, b) и обратно, секој подреден пар (а, b) 
може да се запише како комплексен број . 
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−  Рамнината чиишто точки претставуваат комплексни броеви се 
вика комплексна или Гаусова рамнина. Апцисната оска се вика реална 
оска, а ординатната оска се вика имагинарна оска. 

−  Поим за радиус вектор (насочената отсечка којашто го поврзува 
координатниот почеток со одредена точка од Гаусовата рамнина). 

Помеѓу комплексните броеви и радиус векторите постои заемно 
еднозначно соодветство. 

2. ПРИМЕРИ НА ЗАДАЧИ ОД ФИЗИКА  
ВО СРЕДНОТО ОБРАЗОВАНИЕ СО ПРИМЕНА  
НА КОМПЛЕКСНИТЕ БРОЕВИ 

Во нашето македонско образование првите лекции по математика 
за комплексни броеви се дадени во втора година средно образование. 
Во некои учебници по физика од втора и од трета година  се опишани и 
примери за примена на комплексните броеви во објаснување и решава-
ње задачи по физика. Како најчести примери во кои наоѓаат примена 
комплексните броеви во дизајнирањето на  електричните струјни круго-
ви со наизменична струја. 

Пример 1.  Да се пресмета вкупниот електричен отпор во круг со 
наизменична струја (импедансата) даден на Сликата 1 (шематски при-
каз) и на Сликата 2 реална монтажна шема. 

 
Слика 1. Сериска врска на активен, индуктивен и капацитативен отпор.
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Слика 2. Реална реализирана сериска врска на калем со  

индуктивен отпор, кондензатор со капацитативен отпор и  
отпорник со термоген (активен) отпор. 

Во комплексната рамнина лесно може да се прикажат вредностите 
на отпорот на кондензаторот (XC),  активниот (термогениот) отпор на 
отпорникот R и отпорот на калемот (индуктивен отпор) RL, Слика 3, [2]. 

    
Слика 3. Комплексна рамнина – определување  на импеданса. 
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На вертикалната оска позитивниот дел индуктивниот отпор е прет-
ставен како вектор. На негативниот дел од имагинарната оска, т.е. нега-
тивниот дел, е претставен капацитативниот отпор. Со собирање на овие 
колинеарни вектори кои имаат спротивна насока се добива разликата 

. Разликата е нов вектор кој ја задржува насоката на век-
торот што има поголем модул, во случајов насоката на капацитативниот 
отпор. Со собирање на така добиениот вектор со векторот на активниот 
отпор, по правилото на паралелограм, се добива резултантниот вектор, 
импедансата како дијагонала на паралелограмот. Вредноста на импе-
дансата (модулот на векторот) се пресметува според Питагоровата те-
орема: 

= = =5Ω. 

Посочените физички величини можат да бидат претставени и како 
комплексни броеви во сите четири нивни записи. Притоа во однос на 
означувањето на некоја физичка величина како комплексен број, намес-
то i се користи ј. Имено, во физиката i не се користи, туку ј, поради тоа 
што i  е искористена за електричната величина јачина на струја. За да се 
означи дeка величината е комплексна, некои автори, користат црта под 
буквата, а некои црта над буквата. Во смисла да се прави разлика меѓу 
комплексна физичка величина и комплексно конјугиран број, попрак-
тично е користење на ознаката со црта поставена одоздола. Така, прет-
ставувањето на разгледуваните физички величини како комлексни бро-
еви е: 

− правоаголен или алгебарски запис (картезијанска форма): ,  
− тригнометриска форма: , 

− експоненцијална форма:   и 
− поларна форма: . 
   Импедансата за претставениот случај на векторскиот дијаграм во 

Гаусовата рамнина (Слика 3) може да биде претставена и како комплек-
сен број (комплексна импеданса): 

                 (1)                                          
                                                                             

Активниот  отпор  може да се претстави и со само реалниот дел на
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комплексниот број , индуктивниот отпор   и капацитив-
ниот отпор со . Со собирање на активниот отпор, капацитив-
ниот и индуктивниот отпор применувајќи ја операцијата собирање на 
комплексни броеви повторно може да се дојде до истиот резултат за 
импедансата (равенка 1). 

 
Модулот на комплексниот број или апсолутната вредност на ком-

плексниот број  се пресметува со равенката 

     
Добиеното решение може да се изрази и во: 

− поларен облик:   ;                                         
− тригнометриски облик:  или 

; 
− експоненцијален облик:   . 
Аголот ϕ, [3],  изразен во поларниот облик на комплексниот број во 

степени 36,87о или 0,643328 rad изразен во радијани, ја покажува фаз-
ната разлика [3], помеѓу струјата i  и напонот u во електричен круг со 
наизменична струја, (Слика 3). 

 Косинусната вредност од тој агол го претставува факторот на моќ-
носта ( ), кој е многу значаен за даден уред, потрошувач на наизме-
нична електрична струја, во однос колкав дел од влезната електрична 
енергија е полезно искористена. Таа има вредности помеѓу 0 и 1. Колку 
вредноста е поблиска до 1 (0,85; 0,65; 0,50;........), толку активната моќ-
ност е поголема и уредот е поефикасен. 

 
Слика 4. Вкупна, активна и реактивна моќност во круг со наизменична струја
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Во следниот пример ќе покажеме експериментално мерење на 
ефективен напон и јачина на наизменична струја и определување на 
импедансата. 

Пример 2. Да се пресмета импедансата (вкупниот отпор во круг 
со наизменична струја) и адмитансата на сериско поврзани термоген 
отпорник од 351Ω и кондензатор со капацитет од 220 µF. Измерените 
ефективни вредности на напонот и јачината на струјата во кругот  се: 
U=11,1 V и  I=34mA. 

Дадено е:   C=220µF,  R= 351Ω,  U=11,9V,  I=34mA 
Се бара:   (импеданса) и  (адмитанса). 

 

Слика 3. Практична електрична шема на поврзаност на  
кондензатор и термоген отпорник. 

   − активен (термоген) отпор;  

 − капацитивен отпор. 

Импедансата  може да ја пресметаме  како модул од 
збирот на два комплексни броеви: 

  
Знаејќи ги ефективните вредности на напонот и јачината на наиз-

меничната струја (вредности што ги покажуваат амперметар и волтме-
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тар за наизменична струја) може да дојдеме до импедансата исползу-
вајќи го Омовиот закон:  

 

  .                              

Забележуваме разлика меѓу теориски пресметаната импеданса ка-
ко модул од збирот на комплексните броеви и пресметаниот резултат со 
мерење на ефективните вредности на напонот и јачината на струјата. 
Таа разлика се должи на фактот што за вредностите на отпорот и капа-
цитетот на кондензаторот се запишани со некоја толерантна вредност, 

, точноста на мерните инструменти и други објективни 
субјективни грешки при мерењата. 

Адмитансата се пресметува како реципрочна вредност на импе-
данасата и се мери во единицата сименс, 1Ѕ.  За конкретниот случај из-
несува  

 Физичките величини: активен, индуктивен и капацитивен отпор 
се скаларни величини. На величините коишто се скаларни, а им се при-
пишува векторско својство се нарекуваат фазори. 

Пример 3. Да се пресмета вкупниот отпор на сериско поврзаните 
отпорник со омски (активен, термоген отпор)  и калем со ин-
дуктивност , поврзани на извор од наизменична струја со 
фреквенција од 50Hz. Да се одреди комплексната импеданса во алге-
барски, поларен и експоненцијален облик, Слика 4. 

На реалната оска се нанесува активниот отпор, а на имагинарната 
оска индуктивниот отпор. Комплексните броеви може да се запишуваат 
и како подредени парови. Така, индуктивниот отпор  може да се прет-
стави како подреден пар , а активниот отпор како  

. 

 
1.   − алгебарска форма; 
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2.   

  
 − поларна форма; 

3.  − 
тригнометриска форма и 

4. Ω  − експоненцијална форма. 

 
Слика 4. Претставување на елементите од Пример 3. 

Користењето на знаењето за комплексни броеви во наставата по 
физика овозможува значително олеснување и разбирање на некои фи-
зички феномени и обратно, внесувањето примери од физика на часо-
вите по математика се губи „сувопарниот ефект“ од формулите без нив-
но соодветно значење. 
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