O NEKIM KVALITATIVNIM OSOBINAMA RESENJA
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Imer Merovci — Sami Damoni

U ovome radu posmatracemo jednainu drugog reda

®(x,y,,y)=0 ey

za koju ¢emo pretpostaviti da su ispunjeni uslovi egzistencije funkcije u im-
plicitnom obliku, t.j. da se moZe pisati u obliku

yi=fxyy) 2

* gde je f(x, u, v) neprekidna funkcija svojih argumenata u posmatranoj ob-

| lasti D. Time su, prema poznatoj teoremi PEANO, obezbedeni uslovi egis-

tencije resenja jednacine (2) kroz bilo koju tacku (x,, y,) date oblasti. Drugim

re¢ima, pod gore pomenutim uslovima uvek je moguce rediti CAUCHY-ev

problem, t.j. na¢i ono refenje y = g (x) jedpadine (2) koje zadovoljava po-
tetne uslove

X=Xy Y(x)=)yp ¥ (xo) =Y. 3)

Ocito, priroda oblasti egzistencije reSenja jednacine (2) zavisi od pri
rode same funkcije f. Stoga, ako se Zeli obezbediti i jedinstvenost reSenja.
jednadine (2), tada mora biti ispunjen, n. pr. LIPSCHITZ-ov uslov po u i v
sobzirom na funkciju f. Uslov jedinstvenosti je uvek ispunjen kada su n. pr.
" parcijalni izvodi f,” i f,’ ograniCeni, t.j. kada postoji pozitivna konstanta
- K, nezavisna od argumenata x, # i v, takva da vaZe jednovremeno sledeée
- dve relacije:

{|fu' Ly y) I =K (u oblasti D)

Lf'y 0, 9) | K

VaZnost jednadine (2) proizlazi i otud §to ona obuhvata veliki broj
‘sluCajeva kako teoriskog (iz analize i geometrije) tako i prakti¢nog karakterg
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(fizika, tehnika itd.). N.pr. kretanje materijalne tatke jedinidne mase po
apscisnoj osi dato je diferencijalnom jednaginom drugog reda

2
dx. = F(s, x,ﬁ , @)
dt? dt

gde je F (t, X, —Z:x—) — promenljiva sila koja deluje na pokretnu materi-
t

N . . dx .. d*x .
jalniu tacku, # — vreme, x — poloZaj, T brzina i e ubrzanje pok-
t t

retne tacke. Jasno, prilikom refavanja jednadine (4) treba zadati jo§ do-
punske uslove, t.j. pocetne uslove: poSetni momenat t == ¢,, podetni poloZaj
X = Xy, 1 pofetnu brzinu v = v, pokretne tadke.

Medu mnogobrojnim istraZivanjima posveéenim jednadini 2) za-
nimljivo je napomenuti rad [I] u kome SEGRE uvodi pojam eksplozivne
tacke, zatim istraZuje uslove egzistencije tagaka (x,, C) takvih da svako refe-
nje jednadine (2) ispunjava uslov lim y (x) = C i to kako izolovanih tako i
grani¢nih taaka datog skupa. *>x+0

U ovome radu mi ¢emo istraZivati neke kvalitativne osobine resenja
Jednaline (2) pri dovoljno uopstenim pretpostavkama sobzirom na desnu
stranu jednaline (2) i to u terminima diferencijalnih nejednakosti.

O kvalitativnoj metodi Citalac moZe pogledati u [2] dok opsirno o
tome [3] i [4]. Savremeno stanoviste o diferencijalnim nejednakostima iz
mnogih aspekata pogledati [5].

Za dalje mi ¢emo pretpostaviti sledede:

Neka. je ispunjena relacija

S, y) < Cyy! %)

u posmatranoj oblasti D u kojoj je definisana i neprekidna funkcija [, gde je
C pozitivna konstanta.

IstraZivaéemo globalnu sliku reSenja jednatine (2).
Na osnovu (5) ima¢emo diferencijalnu nejednakost

y<Ccyy (6)

koja posle integracije u razmaku [g,, x], implicira relaciju

C
< 5 itk )
gde je

p C , C
k=y (qo)~—2—y2(qo) =¥ —Eyoz (8)
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t.j. veliina koja zavisi od podetnih uslova

{ Yo =¥ (qo) ©)

Yo =¥ (qo)

Ispitivaemo sledee sludajeve:
1°.- k > 0. Tada diferencijalnu nejednakost (7) mo¥emo napisati u obliku
dy

C

Zyr 4k
>

<dx,

olito, bez narufavanja znaka nejednakosti. Stoga, integracijom poslednje
nejednakosti u razmaku [g,, x] dobijamo

2 C
V‘If arc tg 7y§X—qo+A, (10)

2 C
4= Vﬁ arc tg VW Yo

| Prema tome relaciju (10) moZemo napisati u obliku nejednakosti

| + )] an

Ako desnu stranu relacije (11) oznadimo sa 8 (x), ta ée funkcija majo-
rizirati svako reSenje y (x) jednaine (2) u dopustenim intervalima brojne
prave pocev od tacke Cija je apscisa g,.

gde je uzeto

2°.- k < 0. Razlikovaéemo slede¢e moguénosti:

a).- Ako je y (x) takvo reSenje jednadine (2) koje ispunjava uslov*

%ﬁ+k§Q

gada je y' <0, t.j. takvo reSenje stalno opada. Stoga, neposredno dobijamo
cenu

2%
s \——=

‘ * Jasno je da se izraz (C/2) y* + k moZe anulirati, eventualno samo u tadki x = 9o
fiksirano pozitivno C, §to ne menja bitno situaciju,

- 2 Banren
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Dakle, pomenuto reenje jednaline (2) ne izlazi iz osenCenog pojasa
izmedu paralelnih pravih y= 4+ }/— (2k/C) u (sl. 1). ZakljuCak je pri tome
da takvo reSenje mora teZiti asimptotski pravoj y = b, kad x — oo, gde

b€ [— 1/ (—2k/C), | (—2K/C))

C %}/// g 74
Q0 ¢ 235 ,,,,,,,,/////
B W
2k [ / // % --b
- r
SL-1
b).- Ako pak vaZi relacija
C .
E'y +k§0,

tada, sli¢no slucaju a), uzetemo da je y’ =0, t.j. posmatrano resenje stalno
raste i leZi van oznadenog pojasa iz (sl. 1). Stoga, ako neko resenje y (x) jed-
natine (2) u nekoj tacki £ prima negativnu vrednost, t.j. y(€) < 0,§¢ [qq,
+ o0), tada pri x — + oo, vaZite

limy()=5b<— \/——
x>+ o0
na asimptotski nadin (monotono rastuéi).
Medutim, ako je y (§) > 0, & € [¢,, + oc), tada i dalje postojace granica

lim y (x) = b,

x>t oo

gde u ovom sludaju. vaZi

Uostalom, u slu¢aju b) moguée je integrisati nejednakost (7), ime
dobijamo

1 VCy—vV—2k
——In = = <x—q+ 4 12
y—2kC TYCyry—2k =7 " @
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uz uslov )/Clyl>y—2k, gde je uzeto

_ 1 1 VCr—V—2%
V—2%C = YCy+y—2

(VClyol > V—2K)

Podto je y' = 0,* to refenja jednacine (2) monotono rastu u interva-
U [gy, + o0). Stoga, kako je y () > 0 odnosno y(£) < 0 za neku taku Ec
[go» + 00), to nam nejednakost (12) daje, respektivno

1+ A — 2%
y(x)%lihg; o 7 g—A<x<+ oo 13)

gde jo stavljeno

h(x) = exp [/ —2kC (x — gy + A)] x € (gy, + )

Uopste, u sludaju a) moZemo dobiti precizniju sliku ponaSanja re-
Senja jednacine (2) na sledeci nain: Naime, ima mesta, odito, ocena

y'_<§y2+k§§y2,

Sto nam posle integracije u razmaku [g,, x], neposredno daje ocenu

1 1 C
—(———)g—u—qo),
Yy 2

odnosno
1

IA

y =0(x) (70

1 C
— T — x_.
Yo 2 ( W

* Uostalom, kod slu¢aja 2b predpostavku ' go ne moramo uvaziti, ali u tom slu-
;. taju relacije (13) nam daju, respektivno, sledeée dve relacije

liminfy (x) = — V__ 2k
x>+ o0 C

. odnosno

b u zavisnosti od toga da li Je y(x) pozitivno ili negativno redenje jednadine (2),

2*
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Desna strana poslednje nejednakosti pretstavlja hiperbolu ¢&ija je vertikalna

asimptota prava
2

»,CG.

0

X =qo+

i s apscisnom osom kao horizontalnom asimptotom. Na sl. 2 je prikazana
situacija dopustenih reSenja jednadine (2).

L

Yo, »é-

bhoed- -

Naime, uzimajuéi u obezir jo§ slu€aj a) zakljuéujemo da ma koje od
spomenutih reSenja polazi od hiperbole %C)_l monotono (opadajuéi) tezi
odredenoj vrednosti b iz intervala [— }/(— 2k/C), 0).

3°- k =0. U ovome sludaju nejednakost (7) dobija jednostavaniji
oblik

4

y

IA

C
vy
2)’,

i, prema prethodnom slufaju bice

1
yET e = 6
—— = (x—q
Yo 2

Postoji bitna razlika izmedu sluéaja (3) i onoga 2°, b). Zaista, kod 2°, b) utvr-
dili smo monotoni karakter refenja jednadine (2), medutim, u sluéaju 3° zna-
mo jedino da se reSenja nalaze u osenenoj oblasti koju obuhvata hiperbola
8(x) (sl 3). '
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4°.- Tzraz (C/2) y2+ k beskonaan broj puta menja znak u intervalu
[y, +00). U tom slu€aju postoji beskonaCan niz razli€itih vrednosti x;, X,
s Xp,..., takvih -da vaZe nejdednakosti

%yz(xz)+k=0 G(=12..)

Radi se, dakle, o oscilatornim refenjima jednadine (2).

0

(sl.5)

Primecujemo da u svim navedenim sludajevima priroda refenja strogo
zavisi od podetnih uslova yy i y,". Prema tome pod ovim ili onim uslovima
sobzirom na funkciju f'1 poéetnim uslovima y,1i y," uvek smo u stanju da efek-
tivno govorimo o kvalitativnoj slici reSenja jednadine (2) a da pri tome nije
nam poznat eksplicitni oblik bilo kog resenja pomenute jednacine.

’
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SUR QUELQUES PROPRIETES QUALITATIVES
DE L’EQUATION ®(x, y, ', y"") =0

Imer Merovci et Sami Damoni
Résumé

Dans cet article on traite I'équation différentielle du second ordre
sous la forme générale:

0y V' =f(xy)

sous la condition d’éxistence de la solution, c’est & dire la continuité de la
fonction f. On impose une condition essentielle complémentaire

)] SO,y Cyy

évidement d’une nature géométrique. On trouve des résultats d’une nature
qualitative, & I’égard de la restrictivité des solution de (1) a I’égard a (2). On
demontre qu’il faut séparer 5 cas nommés 1°—4°, car il est montré que la
qualité des solutions depend des conditiones initiales.




