QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS
D'UNE VARIABLE COMPLEXE

bunren na [IpymrBoTo Ha MaTemaTnyapuTe u puznyapure
on H P Makenonnja, ku. 4, 1953. 20-24

Soit donnée une fonction
1) W= (xX,y)+iv (%)

de la variable complexe z = x+ iy. Considérons deux plans rap-
portés aux coordonnées rectangulaires (x,y) et (&, v). On établit,

comme on _sait, une correspondance entre les points de ces
plans, soit

u=u(x,y), v=v (x,y).

Soient ¢, et ¢, deux courbes correspondantes. Le coefficient
angulaire de la tangente & la courbe ¢, est donnée par

bv av dy
dv dy dx
du = o;u‘:“—o_u dy
ox Jdy dx

ol % est le coefficient angulaire de la tangente & la courbe
correspondante c,. En désignant les coeificients angulaires dans

deux points correspondants fixés (x,, y;) et (u,, v;) par tg(x et
tg B respectivement, on a

‘ Vx + Vg L
2) 2B Wet Uy LG
avec
o Ov (x, .Vi)
. * ox
Nous considérons les cas suivants:
1°. Si la fonction w est analytique, on a
ou Av oJdu ov
G ox " oy’ oy ~ ~ ox’
On trouve de (2)
. o @y (%, Pa)
a’oint) gR=tg(a+w), tgw= Ux (X3, V1)
1) B = -+ w.
Par une voie analogue, on trouve
) Ba = o, + w.

Les lettres B; et o, désignent les angles qui font les directions
correspondantes des tangentes a deux courbes ¢y et ¢, qui
passent par le méme point (x,, y,) C’est-a-dire (uy, vy).
Les relation (4) et (5) expriment le résultat bien connu: la
transformatzon par uhe fonction analytique conserve les angles.
. 5i 1a fonction w est de la forme

(6) w=u(x)+iv(y)

1) L'argument w a une muitiple de 2=, determiné d’'aprés sinp et
cos B mais nous la laissons,
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on a, d’aprés la formule (2)

tgB=ktga, avec % — __2"%;3 ,

2o By = Rk 1g 4. )

Nous pouvons donc énoncer le résultat: la transformation
par une fonction de la forme w=u (x)+ iv (y) conserve le quo-
tient des coefficients angulaires des tangentes a deux. courbes
passant par le méme point.

3°. Si la fonction w est de la forme?)

) we=A(x)+i [yA (%) + B(x)]
on obtient de (2)

et de méme

tgB-tga=~k
avec

e A" (%) + B (%)
A’ (%)

On a de méme

tgBi—-tga, =k

et par conséquent le résullat: la transformation par une fon-
ction de la forme w=A(x)+i [pA’'(x)+ B (x)] a la propriété de
conserver la différance des cofficients angulaires des tangentes
a deux courbes passant par le méme point.

L.

Les fonctions (6) et (7T) ne sont pas choisies par hasard.
Ce sont des fonctions qui possédent plusieurs propriétés analo-
gues a celles des fonctions analytiques: Voici une interprétation
géomeétrique.

Il est connu que les conditions (3) de Cauchy, pour qu’une
fonction (1) soit analytiqiie, peuvent étre représentées par une
équation vectarielie?

(8) w='[[271 2] Vu].

- -
e, €y sont les vecteurs-unités orthogonaux dans le plan de la
fonction, les crochets expriment le produit vectoriel et vu = gradu
Les vecteurs vu et vv sont dans ce cas: orthogonaux, de
méme intensité, de sens déterminé. i
Si I'équation (8) n'est pas satisfaite, la fonction (1) sera
non analytique et on peut introduire le vecteur

E:-vv— [[_ez :,] vu] R

qui représente, d’'aprés Bilimovitch, la mésure vectorielle de
déflexion (d’,,analycité«) de la fonction non analytique au point
considéré. = =

> En décomposant ce vecteur 8 en deux composantes B,
et B,, suivant la direction de vu et perpendiculaire A celle-ci,
on a

1) Les primes denotes les dérivées prises par raport a x.

2)A. Bilimovitch, Sur la mesure de déflexion d’une fonction

non analytique par raport a une fonction analitique, Comtes rendus, 237,
1958, p. 694.
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> - -
BSBI"‘B,
ou

>  vu(vu §) [vu[gvu]]
S 7 i €77

Si ’on pose §1=0, on trouve, a4 cause de vu=0,

(vu, g) =(va, vv) — (vu [[e, €] vul)
=(vu, vv) k

ou dv ou ov

~axoxtayoy ~ %

Drici il résulte que

ou ov
oy =% ox =%

ce qui répresente les conditions satisfaites par une fonction non
analytique de la forme (6). Les vecteurs vu et vv sont: ortho-
gonaux, de différentes intensités, de sens déterminé.

En supposant _§,=0, I'on a

{vu [E vull= B (vu)2-vua(vu, E)

=(vu) vv - (vu)? [[:3)1 ;,] vu] -vu(vu, vv)=0,

d’ou
a_u(ﬂ’_%) __22(92+Q -0
ox \oy oOx oy \oy " oxJ
On en tire des conditions
du ov ou
oy ~% oy ~ax Y

satisfaites par une fonction non analytique de la forme (7). Les

=
vecteurs vu et B, dans ce cas, sont: paralléls, de différentes
intensités, de sens déterminé.

HEKOH OCOBHMHH HA YHKLIHHMTE OIL EIHA
KOMITNEKCHA TIPOMEHIIHMBA

(Pesumé)

Bo Teopunjara Ha PpyHKUHHTE OO el HA KOMNJIEKCHa NPpOMEHNHBA HO-
6poO e NO3HAT CNEeAHHOT pe3ynrar: IpecauxysBamellio co Bomowilia Ha eanua
anarufiuuna pynryuja ja uma ocobunafia na ru sallazyna arauide.

Bo opaa pafoTa NnokaXxysaMe KakKo MOXxe 1a ce noGHe OBOj pe-
3yJITAT NO eJleH Ha4YMH INTO ro CMeTame MNOoNpocCT Ol NO3HATUTE, KaKO H
npuGapyeame clenHuTe OCOGHMHH 3a HEKOH Klacuh (PyHKHUH O] eIHA KOM-
nJleKCHa NpOMeHNHBA: .

1° [Ipu @pecauxysaiweilio co Oomowidia na pyHryuu ox O0CAUKOIl

S@D=Px)+i Q(p) z=x+1iy
oanocoll mery xoeduyueniliuiie na OpaByuillie na coogselinulie Maurendin e
BenuquHa bocidojana.
2° IMpecnuxypare@o co Damowlia Ha Gynryuu 04 OCNUKOUE
F(@D=Ax)+i [y A D+ B (x)]

ja uma ocobunaiia aa ja 3ata3ysa pe3iuxalila mely araoBuiie xoeduyueniin
na Oianreniinifie o) ABe kpuBlu wHio ce cewanl BO uciia mouwxa.
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