O JEDNOJ OPSTOJ KLASI POSTUPAKA ZBIRLJIIVOSTI
BRANISLAV MARTIC, Sarajevo |
L—_UvoD

U [1] T. Herlestam (videti i Mathematical Reviews, april 1964) uveo je
i ispitivao trouglaste postupke zbirljivosti W() = (,,(?)), gde je g realan po-
zitivan broj i gde «,,(9) oznadava koeficijeut od z° u polinomu _

n
(q”’:’.—.q) ~ 2 @2, =0, 1.2,...,

v=C

Za ove W() postupke, J. Karamatine KP [2] i V. Vuckovideve o% [3] vaZe sle-

de¢e formule
KB = CB—D) W®); g — Clo) (),

gde je Cl@) Cesdro-ov postupak zbirljivosti reda a. I
U (41 D. S. Mitrinovi¢ uveo je brojeve Ry(a,b) (n,r celi, a,b komplek-
sni brojevi i b # o) kao koeficijente od x* u polinomu

ﬁ {x — (a+ br)} = 2 R, (a, b) x',

r=0 r=0

dok su u [5] D. S. Mitrinovi¢ i R. S. Mitrinovi¢ detaljno ispitivali te brojeve.
U vezi brojeva Ry (a, b) primetiéemo da moZemo formirati trouglastu
matricu

, mr=0,1,2,...,r<n,

n—1 ’
U dy || = R;(a,b)zp/ﬂ {z— (a+ br)}

ir=0 I

koja odreduje (D— M) transformaciju niza {s,} 2

it (D—M){Sn}zE dpr'Sey o1 =0,1,2, .0, . .

r=0
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kojom je niz {s,}¥ zbirljiv ka s ako (D — M) {s,} — s, kad n— oo. Do danas
niko nije ispitivao ove (D — M) postupke zbirljivosti.
U [6] M. Bajrakiarevi¢ uveo je regularnu trouglastu troparametarsku
matricu
|
r
|
|
!

l nl
oa | = | o’v’(oc,p)B”/H(a+B+Pv) ‘, By =0,12..., v<n,
I r=0

gde su o, Bipo i o” (o, p) definisani, respektivno, na sledeéi nadin:

Pn =”+afz n=12..)0= 90<91<P2<"‘;
— oo </ = lim inf a,<lim sup Gy =L<+ oo,n—» oo}

(L.1) o a>—p, B>L—1I a+ B0
o . a1 - 2" n—1 :
(@+x+py) = &y (2, p) X, (@+x+0)=0 za n=0.
lg) v=0 ILI()

Ovom || b,, || matricom definisana Jje (B; a, B, ) transformacija niza {Sn}o:

ki

X . - n—1
(IZ) e (B;a,8, 0) {sa} = E o) (o, p) B"s,,/ H (@+ B+ o)

y=0 v=0

i ako (B;a,B,p) {sa} — s, kad n— oo, kaZemo da je niz {sa} 3, zbirljiv (B;ae,
B.0), postupcima ka vrednosti s. o
"7~ Pored ostalih rezultata iz [6] formulisacemo teoremu 4 na str. 185: Dq bi

Ry, 1 {80} —s, n—s oo]r‘:> [(B;a B ) {50} 5, n— ]

gde je R, | {s,} Riesz-ova transformacija niza {s,} %, reda 1, definisana sa

n n o
(3) Ry, i {sa) =2 4 Ex n=0,1,2,..., %>>0, 2 Py = + o0,
B V=0

v=0 v=0
potrebno je i dovoljno da bude ispunjen usloy

=

.'_n‘i : " . n ! n ]

oy (o, G o, . .

I R e nd L) W § 11 | [P
A M1 1 S
v=0 | k=0 lk_O J

Neka nam D oznadava neku konaénu otvorenu . oblast Euklid-ovog dvo-

dimenzionalnog prostora E, &ji rub D je dovoljno regularan, tako da diferen-
cijalni zadatak sa rubnim uslovom



O jednoj opstoj klasi postupka zbirljivosti o/

2*u 2%u L
5+ -5 tM=0 uD, u=0mnalbp,

ax 2)
poseduje beskona¢no mnogo pozitivaih sopstvenih vrednosti o < N2 <
< ha — 00, kad n— oo, sa odgovarajuéim ortonormiranim sopstvenim funkcijama
o, (P), wy(P),.--. Dalje neka bude L® prostor svih funkcija &ji je kvadrat

integrabilan u oblasti D+, f(P) cL2(D+1L) i

FB)~ ¥ ayon (P)
v=1

njen razvitak po ortonormiranim sopstvenim funkcijama Laplace ovog opera-
tora, tj.

ay= jj.f(A)mv(A)tiPA, v=1,2,...,
D+D

pri ¢emu je d P4 povriinski element u E,, dok sa 4, P i Q oznaavamo tacke
iz oblasti D. :

B. M. Levitan [1] i T. V. Avadhani [8] dokazali su, ako f(P)¢ L2 (D+D),
da je onda njen razvitak po ortonormiranim sopstvenim funkcijama Laplace-ovog
operatora zbirljiv Riesz-ovim postupkom reda > 1/2 ka sumi f(Q) u svakoj
tacki Q€ D u kojoj je f(P) neprekidna funkcija.

II. — REZULTATI

Pre nego formuliSemo nekoliko teorema u vezi matrice | b,,] odnosno
(B; a, B, p) postupaka zbirljivosti, primeticemo neke Einjenice. Ako stavimo p=1
P atp, ;=\ za svako n=1,2,..., matrica |b,, || postaje klasitna Euler-ova
matrica reda A. Euler-ova transformacija niza {s,} ¢ definife se sa

n

@1 EQ) {sa) =127 X () W51, 150, 1 oo,

v=0

Isto tako sve matrice u raspravi [3] tj. 6%, K8 i S%? transformacija, specijalan
su slucaj matrice |/ b,,|/; za B=1 i p,=n matrica ||b,,| prelazi u matricu &%
transformacije; za «=0 i p,=# ona prelazi u matricu K# transformacije i na
kraju za p,=nr matrica || b,,|| postaje matrica %8 transformacije. I pored ovih
¢injenica ne moZemo izvesti zakljuak da vaZe na primer inkluzije

2.2 c®*C (B;a, B,p), KEC (Bsa,B,0), S%PC(B; o, B,p)

ili drugim re¢ima, ne moZemo tvrditi da je za svako «,f ip,, skup svih nizova
zbirljivih bilo ¢* bilo K# bilo S*# postupcima, sadrZan u skupu svih nizova

zbirljivih (B;a, B, p) postupcima. Da zaklju&ci (2.2) nisu taéni utvrdeno je u [9]
gde je pokazano da §%f (§%+%08, ¢ >0 A 0<TO<1.



8 B. Martié

U ovom ¢lanku dokazaéemo
Teorema 1.

{EM) {sa} —s,m— 00} => {(B; B, 0) {sn} —>5,7— o0}
Teorema 2. Pretpostavka: f(P)EL2(DUD). Tvrdenje: Da bi razvitak

Sfunkcije f(P) po ortonormiranim sopstvenim funkcijama Laplaceovog operatora
bio (B;«,pB, ) zbirljiv ka sumi f(Q) u svakoj tacki Q€D u k joj je f(P) nepre-

e o]
kidna funkcija dovoljno je da postoji niz brojeva ), takav da % >0, 2 Ao = 4+ 00

=0
da bude ispunjen ili uslov (1.4) ili usloy ’

a5 (% 0) < o, (%08
N T gy

(2.3) , u,n=0,1,2 ..., Aa+B>0.

Na kraju éemo, primera radi, pokazati kako se (B;«, 3, p) postupci mogu
uspe$no primenjivati i na divergentne trigonometriske nizove. Ovo je od interesa
pokazati, jer se tehnika dokaza razlikuje od one koja bi se upotrebﬂa za sve
pomenute postupke iz rasprave [3].

Teorema 3. Divergentni nizovi

(2.4) Cg,‘slliz—,zgé(7t+2k1r)/n,k:0,i1,...; sin?Z 24 2knin, k=041,

zbirljivi su || by, || matricom ka o respektivno u oblastima u kojima je Jjednovre-

meno Re{exp( >}< 1 i Re{€XP<_ —122“)!< 1.
{ J
(Takve su, na primer, oblasti, 7 + 4 kn < Re (z) <3 T+ 4‘k7" k=0,4-1,---).

III — DOKAZI
Dokaz Teoreme 1. Iz (2.1) je [2]

v

3.1 sp=(—nN"" 2(41)5 (,?)(I%L)\)'E(?\) {s:},

=0
(Ovu (3. 1) inverziju transformacije (2.1) moZemo dobiti i ako ‘na‘str, 117 u
[10] izvr§imo smenu A=r/(1—r) u Euler-Knoppow] transformac;_u ¥ n]eno_] mver—»
ziji), pa je (B, x, B, o) transformaclja niza (3.1 E
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(B, B,p) {sa} =
—1

T earontt D b @ (- 2 1 () A+ ER s,
l L i=0

y=0 J v=0
odnosno ako promenimo red sabiranja (videti lemu 3.1 na str. 132 u [1.1])

(B; B, o) {sn} =

(x 1 : »
{lH Mequpv)—l}z (—1)V(1+x)vz o7 () B' (3 ) (=W E®) {5}

=0 J v=0 ) ) i=y
6 ' <a+s+pv)-1 R E() {51},
110 2
gde je
an=(~1)V(l+WZ on (@ 0) ot (1) (=3 =

(1 %)Z c,v(a,‘p) ()| ———;)'

(3.3) -
ST e
=%(1+;~)”d<_d"_) Sa(— 10,0, 8)
A
i n ' n;:f P A
(3.4) Sp=S,(~1/AB)= Z 61‘(‘*’9)‘3’( ) Z_VI:IO‘(“—_JFP”)
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Ako stavimo

n—1

(3.5) Ta=Ta(= 1/t 0, 8)= > — = () togn), n — o,
B

y=0 X— X TRy

imamo .
ds,
d('—l/)\) - “BSnTu
2S, . dT,
A= 1/ ‘BS"{BTn * d(—l/)\)}

Metodom totalne indukcije lako je pokazati da je za v=1,2,..., v—ti izvod
funkcije S,(—1/A,«.8) po (—1/2) jednak proizvodu - te funkcije i polinoma
v—tog stepena po funmkeiji T, (—1/A,«,B) i njenim izvodima. Zato je uzevsi
ovo u obzir, kao i (3.3), (3.4) 1 (3.5) za fiksirano v

) n—1
R, = ! (ot———B—+p>10gvn!n—>oo,
ny O[,LIO ‘ x v J
odnosno

(

. ) f
iH N O
v=0 J

e B
I {“1%:: J W”}’ o .

v=0

Medjutim, kako je

_a_ B
A
a+B+p
S
=1+ - < ,
a+B+py a+B+oy
to je
—— .__E n—1
A B 1
=2+ at B+ Py E x+ B+
* A 4 <H e Py = € v=0 Pv s

Ol atBre ] =

pa, na kraju za fiksirano v, imamo
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-

n—I ]
s ool 618
(3.6 l (x+ B+p)? }an_’ O e ? A Y= o+ B+py J}logvnﬂ
ll’::() J
‘ .
—o,n-— o0, jer je ? W reda logn kad n— oo,
— Py

Ako uzmemo niz s,=1,n=0,1,2,--,ondajei EQ\) {s,} =1i (B; o, B, p) {85} =1
za svako n pa nam (3.2) daje

(o
) T @rpren— ‘E Roy=1.

l r=0 proar;

Na osnovu rekurentuih formula ([6] str. 184)

ot @)= + pa) o7 (@ o)+ 0 i (1, 0),n=0,1,2,-+-,i=0,41,4-2,...

2

i+ 1 j i\ . .
kao i elementarne formule (H; ) = (v—l—l ) -+ (;) imamo s obzirom na (3.3)

n

Ry = <1+ %)v 2 {(a+ on-1) ™7 (2,0) + 6 -1 (o 9)} B’( . )(‘"l) r

i=y

n

= (& + op—y) Ru—ps v+ (1 + %\—)VE 6 (ar, ,)( )31( A~V

i=0

[o <]

= (@+on—pDRn_1,v+8 (1-1— —:T)v 2 6" (a,p) {(vil ) + ( ‘l) )} BE (—n)iH1—

i=0
, ! ' 8
= (G - Pn——l) Rn~p v + B 1 + T »Rn-*p v—1 T T Rn—p Ve

(Ovde smo koristili Cinjenicu da je o (x,p)=0 za i >nkaoidaje ¢ (x,p) = 0
za i< o). Prema tome imamo

I N 1
(3.8) Ry = (a+ ons - i;_) Ry o+ ;3(1 + T) Raps vy

pa ako stavimo
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P VI:[O;HMPV,Jf J}ZrRl

vidimo iz (3.8) da je

f2

:‘u+9nil~% +B+%
P, ' .2 p
'S |“+(5+Prz—1‘ s

Odavde jeza a+ p,,&l—j—[—:;> 0,Py <Py, tj. niz {P,}® monotono ne raste.

Dakle

n—1 o0 . .
!leﬁml*} R | <Cy o>
v=0
v=0

Kako prema (1.1) niz p,—ookad #n— oo to za fiksirano «, 8 i A uvek se moZe

B «, potev 0d nekog n,>N Prema tome je

uginiti da bude p, > 3

T n—1 n
(3.9) H!a+@+pu]~12fanE<C; n:0,152>"'3
v=0 y=0 '
jer je ovaj izraz za n<N -sigurno ograniden.
S obzirom na (3.6), (3.7) i (3.9) vidimo da su ispunjeni dovoljni uslovi
za regularnost matrice '

Sto sa (3.2) dokaznje Teoremu 1.

Dokaz Te orema 2. Na osnovu pomenutih rezultata Bajraktareviéa,
Levitana ili Avadhania dokaz Teorema sa uslovom (1.4) je olevidan, pa jos

ostuje da se pokaze da ona vaZi i sa uslovom (2.3). p
1z (1.3) je '
1

(3.10) Sy= T{A,,B,,—A.,_l B, 1}, v=012,...,
gde je

n n "ﬁ

An = 2 )\v SV;/ 2:-)“1, BH = Z 7\V3 - A“l zB_’_l = 0’
v=0 v=0 v=0

pa je (B;«, B,p) transformacija niza (3. 10)
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] n
(x+ B+ pnt }E oy (x, p) B’ 3:1; (AyBy — Ay_, B,_))

=0 J v==0

n—

(Botﬁp)s,,

-

P

[n l ][nml n v n v+1 - n ]
A5+ pv)_lHE[mo;,vp)@ _ W(xo:fl)g ]AVBV+B£”A,,]}.

[ =0 =

Dalje je ]
{n_l ! v no v-H1 n

34 1= 48+ o)t [Gv (oc,P)B G (3 9) B ]'BV+B B, ,

(3.11) 1;[:?[0@ B+ew J}leo | M Moty ' |

§to lako uvidjamo ako stavimo da je s, =1 za svako n=0,1,2,..

tada i (B;a,B,p) {sa} =11 A, =1 za svako n=0,1,2,.
Sada ¢emo pokazati da ako je ispunjen uslov (2.3) onda je ispunjen i

uslov (1.4). Na osnovu (2.3) i (3.11) imamo

., jer je

v n-—-1

n—I1 '
6'1: (“9 P) 6?—}»1 (0(, P) B M E _ E G'l: (OC, P)
0< 2 My a Ay B ML N —

v=0 k=0 v=0
—~*——G¢+l(a’9)ﬁ}ﬁ"zv !H(a+{3+ )]
)\V+1 %—0 l v=0 e i

n—1
v | [CRR S}
v==0

tj. uslov (1.4). Ovim je Teorema 2 dokazana. Primetiéemo da je uslov (2.3)
specijalniji ali i jednostavniji od uslova (1.4).

Dokas Teoreme 3. Prvo éemo izvesti dokaz za niz cosT;
z==(r + 2kn)/n, k=0,141,....

. nz
Za ova) niz je S,,=cos~2~

[nfl ] n
(B Br) (5] =4l @+ 8+ a0} Y ol Breos s =

=0 , V=0

<
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n z FE ive
DAware’ + Y a@ape’

y=0 V=0

1

r
1
2

4]
2

312 = (x+B+ e

V=0

et st e

oo

n

li[“‘f‘g‘f”?v)l

i

—0 =]

(
\
l
(
}
(

\—q,_._/ Nrema

iz n—1 -iz
(x + Be2 + py) + H(o’+ Bez +‘o,,)1
J

Primeti¢emo da je

letBzt+pol _f , B*I2—11+28 (a+pu>'[Re<z)—1]}‘/2
x4+ B+ py i (x + B+ po)?

(IRl 4 8@+ p) R @ — G+ B+ o))

pa nam (3.12) daje

‘ ]a+Be +o,,i n~1]a+ﬁe:‘;i+pvl
2B poon s '<ﬂ R R +E,_G+B‘i'a)“

2 )]
g'ﬁl e<{‘%~ﬂe" | — 11+ B(x + py) [Re (e™22) — 1]} @+ B+p)?)

(3.13)
. B! N
f [l e [—1]+B (+p,) [Re (e22) — 11)} (@ +8+e02)

Ij N5

2 = }
) e{—f[le"zi—l] datas o

V=0

n—1

)]
[Re (eizl?) — 1 . ) Log,)e!
Xe{m e (eieP) ]Zo(v+9)(a+64~p)).+
B2 =l 1
B D a e

n—1

B[Re (et2l2) — 1 + oy V)2
Xe{ ( 1D p)(a+@+p,}

y=e
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. n o0
Po§to prema (1.1), Ep.,‘l — 4+ oc, kad n— o i red 2 g2 kon-

v=0 y=0
vergira, to iz (3.13) sledi da

(B;2,8,0) {52} —m0,n— o0

za svako z za koje je istovremeno Re(ei?/2) <1 i Re(e#®) <1, &ime je §to se
tite prvog niza dokaz zavrSen.

Prema samom dokazu vidimo da je momenuti nizi uniformno (B;«, 8, p)
zbirljiv ka o u svakoj odranifenoj i zatvorenoj oblasti sadrzanoj istdvremeno u

I iz . 1 iz
oblastima Re lexp (—2—) <1 i Re{ exp(— —2—> <1.
J L

Sto se ti¢e dokaza za drugi niz on je slidan prethodnom dokazu.

IV— NEKE NAPOMENE

Pored rasprave [6], (B;«, B3, p) postupcima zbirljivosti je posvelena i ras-
prava: B. Marti¢, On the B Transformations of M. Bajraktarevié, Glasnik mat.
fiz. 1 astr., T. 19 No 3—4. U toj raspravi je reSen problem (B;a, B, p) zbirlji-
vosti C auchyevog proizvoda dva reda i dat jedan kriterijum za (B; «, 8, p) zbir-
ljivost redova i nizova.

U raspravi: A generalisation of the Lototsky method of summability,
Michigan Math. J. 6 1959, 277 — 290, A Jakimovski je.generalifuéi Lototskyev
postupak (videti i [10]) uveo f, = [F,d,] transformaciju niza {s,},00 na sledeci
nadin:

n
fo= S0 tn = [+ AT Py s (n2>1)
m=0

a gde su teZine p,. definisane relacijama

n n
(x +d)! = H (x+ dy) = Epnm xm;
m=1 n=o

Poo = 15 ppm = O, m<0/\m>h.
i gde je {d,},*(d, #—1,n_>1) dati niz.
Na kraju ¢&lanka [6] Bajraktarevi¢ je dokazao relaeije

[F, dg] = (B; 2, 1, 0) {ss)
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[ F, %'L] = (B; /B, 1, 6/B) {sn} = (B; %, B,¢) {su}

gde je

{
dy=a+p,—y F—1(n>1),¢ = {py}o*® -p~={(ﬁ}o°°,ﬁ>0

a koje omogucuju prelaz od transformacija [F, d,] na transformacije (B:; %, B P}
i obrnuto za proizvolan niz d, = « + g,y # — l,n = 1,2,.
Ovo poslednje je koristio B. Marti¢ u svojoj pomenutOJ rasprav1
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B. Maptué, Sarajevo
SUR UNE CLASSE GENERALE DES PROCEDES DES SOMMATIONS

(Résumé)

Cette note est consacré a 1’étude d’une classe des procédés des somma-
tions, notés (B:a, B,p) dont la matrice || by i| est donnéz par

B . |

| n—1 ' ;

: ook ~ - i

byl = | G’.}(G(,‘p)ﬁv/n(o{-f-ﬁ-’r o ]i v<{nAvn=2012..)

13 =0 1\ |

ol la suite p = {p,} 5 satisfait aux conditions (1.1). Dans [6] M. Bajraktarevi¢

a introduit cette classe des procédés des sommations.
L’auter démontre

Théorém 1. De

i

E®) {sa} =5, n—
résulte
(B; 2. B, 0) {s2} —s, n— 00

ott E{) {s,} est la transformation d’Euler, de la suite {s,} g definie par (2.1).

Dans le Théorém 2 on donne une applicati n des procédés (B;a,B,p)
aux problémes de sommation des séries de Fourier généralisées. La demonstra-
tion du theoreme est fondée sur le theoreme 4 dans [6] et une évaluation de
Levitan [7] et d’Avadhani [8].

Enfin dans le Théorém 3 on montre que les séries trigonométriques
divergentes (2.4) sont sommable uniformément par les procédés (B;a,B,p) vers
0 dans chaque région bornée et fermée qui est contenue dans la région définie
par Re(e'?/2) <1 et Re(+—#?)< 1.



