NEKI STAVOVI O Z, I ¢ TRANSFORMACIJAMA

Branislay Martié, Sarajevo

1. Za jednu matricu || a, i| (7,v=0.1,2,-..) realnih ili kompleksnih ele-
menata kaZemo da definiSe jednu transformaciju

o0
1. 1y S, — E_am, 5
y=0

(o]
i jedan postupak (metod) P zbirljivosti kojim je dati niz s, (ili red E U, ¢iji
V=0
su delimi¢ni zbirovi s,, n=0,1,2,-..) zbirljiv ka S ako red (I. 1) konvergira i
definise niz S,, n=0,1,2,-.-, takav da S, — S kad n— oo. Za tako pridruZenu
graniénu vrednost piSemo

(1. 2) P—lims, =S ili P{s,} =S, n—oc.

n—-x
Ako je neki niz s,, #=0,1,2,---, P zbirljiv. onda kaZemo da (l. 2) postoji i
da niz s, pripada polju zbirljivosti P. Dakle, polje zbirljivosti nekog postupka
je skup svih nizova ili redova koji su zbirljivi tim postupkom. Postupak P je

regularan ili permanentan ako iz /ims,=s sledi lim S,=s. Dva razlitita postu-
n—>wo Hn—><

pka P i Q su konsistentni ako iz P{s,} =S, n—00 i Q{s,} = S* n— o0,
sledi da je §=S*. Videti [1], [2]. 1 [3].

L. L. Silverman i O. Szdsz uveli su u [4] regularne Z; postupke zbirljivo-
sti kojima odgovaraju trouglaste matrice. Ti su postupci definisani sa

k

(1. 3) Ly=(k+ 1)~ E Sn—vy By =5_,=---=0),

y=0

gde je k fiksiran prirodan broj. Ako /,—1 kad n— oo, kaZzemo da je niz
sn, 1=0,1,2,..., Z; zbirljiv- ka /.
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V. Vuckovi¢ u [5] generaliSe jedan postupak koji je ispitivano R- P- Agnew
u [6] i uvodi regularne o (« > —1) postupke zbirljivosti. Njima takodje odgo-
vara trouglasta matrica i definisani su sa ’

n n
(1. 4) o {sa} = || @+ 2 o (@) 5,

=1 —
gde je o > — 11 gde su o7 (x)Stirlingovi polinomi prve vrste definisani na sledeci
nadin:

e

n—1 d
1.5 @1, H(,\-r}»/.--w)zzcg(a)xv n=1,2,---, 0<v<n
y=0

=0
Ako 6% {s5,} — S kad n— oo kazemo da je niz s, n=0,1,2,..-, ¢ zbirljiv ka S.
2. U ovom ¢lanku dajemo neke nove rezultate u vezi ¢% i Z; postupaka

zbirljivosti. Dokaza¢emo prvo sledeéa tri stava koja vaze za svako a > —1 i
k=1,2,....

STAV 1. Neka je niz s_,,i’11:0,1,2,---, takav da je s,—=s, za n parno i
n=0, a za neparno n neka je s,=s,. Tada je

.= 1 N
6% —lims, = — (s, + 5,).
n>w 2

STAV 2.
@1 6% — 6% Zs,

tj- svaki niz o zbirljiv ka s, zbirljiv je i iteriranim postupcima % Zj ka istoj
vrednosti.

STAYV 3. Zy i 6* su konsistentni postupci.

1z prvog stava vidimo da ako red divergira, tj. ako niz njegovih delimié-
nih zbirova oscilira izmedju dve vrednosti s, i s5,, onda je takav red ¢* zbirljiv
ka aritmeti¢koj sredini tih dvaju vrednosti.

Sto se tige drugog stava ofevidno je da vaZi
Zy— 6% Zy i 6* > Zrc*,

jer su Zi i 6% regularni postupci. Medjutim (2. 1) nije olevidno, jer je Szdsz
u [7] dao primer niza zbirljivog jednim regularnim postupkom P,, a koji nije
zbirljiv iteriranim postupkom P, P, gde je P, takodje regularan postupak.

3. Dokaz Stava l. Prethodno ¢emo dokazati jednu lemu.

LEMA 1. Izmedju Stirlingovih polinoma prve vrste postoje sledele relacije:
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a) za n parno

[nml n~-1 ]
ol (@) + o) (@) +-- -+ 07 () = %{ H (x+1+v)+ H (oc——1+v)i

l =0 y=0

1 n—1 n—i ]
ot (@) + o (@) + -+ +or_ (2)= 27{ H (x4 14+v)— H (a—1+ v)‘r

l v=0 v=0 J

b) za n neparno

[n ]
ot ()t o) (x)+---+tor_ (x)= % H (z+1+v)+ H (a—1 + v)}
lv_O J
1 [u~l n—t ]
oM () +of (W) + -+ ol (2) = {H (z+1—v)— H(:——1+v)}
e =
Dokaz. S obzirom na (1. 5) imamo
u n—1 n—1
2 o7 @ = [ @+1+m, 2 (—1)" " () = H (—1+),
v=0 v=0 v=0
odnosno

2 [1+ (=16 (x)= ﬁ (¢ + 14w+ nﬁ (x—14v),
=0 v=0 y=0

n

Z H—(—D"e?(2) = ﬁ (x+1+v)— ﬁ (x—1-+v),

V=0 v=0 v=0

odakle neposredno slede relacije pod a) i b).
Sad prelazimo na dokaz stava I. Primenom c* transformacije na niz s,
imamo

6% {4} H (o v)? E ol () 5.
v= y==0

Za n parno je

n
6% {s,} = H (o + vy~ {aft (2) 5 + o] (@) 5, + 0F (o) 5+
=l
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ol () s+ o, () s, +op (@) So} =

[T e+~ {salog @+ o @+ -+ o+

v=1

I

s lot@+of (@ +---+o (@]} =

n—1
(x4 1+v)+ H (@—1+v) ‘ +
y=0

—

=

T

(
i )‘1{** So |
|

|
i v=0

I
=
7
<

| e A1 7
+ Tsli H (a+ 1 +v)— H (r—1+v) |
“% v=0 =0 7’

[ —

~ (5o +5)), i — 00,

T2
jer je

n n—I1

(
H (o +v)—2 H (x—1+4v) = O{(n!nu)—l (n—2)!(n—2)°‘]} —0(1), n— 0.

v=1 v=0 l J
Za neparno n je
o n
6% {5,} = H @+ )7 {ol () 5o+ 67 () 57+ 6% (2) 8, + 6% (2} 5, +
=1

+ol_ (@) sy + 07 (2) s} =

I

[T @7 {salof @+ o5 @+ +op_, ]+

+5, [c’l' (o) + o)+ -+ o ()]}

n n—l1

H oH-x)— - soi ﬂ (e+14+v)+ H(oc—1+v) +
L v=0 v=0 i'

1

=1

—i

n—1

H (c+14+v)— H (e—1+v) H:
)

v=0 y=—0
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i
=5 (Sg+ §1), H—> 00,
Prema tome je -
- 1
6% {sp} — 5 (594 51)s 71— 00,

gime je stav 1 dokazan.
Dokaz stava 2. o% Z; transformacija niza s, je s obzirom na (1. 3)
i(l. 4),

Ra=k+ D= [ @40 Efag ()1, =
y=1 V=0
—k+ D[] @0 E 6 (0) (Sy+ Sy—y + - -+ So) =
v=l1 v—=0
[ n n n k4
ﬂ(k~i~1)-ﬂ1{lH (1)~ 2 or@ s+ [[ 0 E 6% (3) Symy - -
y—1 —0 y=1 —0

n n ]
G. 1) + 11 (oc+'v)“12 o () sy |
y=1 J

v=0
Po pretpostavci je niz s, zbirljiv 6% postupcima ka s, 4.

n n

(3. 2) H (v~ 5! Z 67 (1) § — S —> .

=1 =0

U [8] autor je dokazao da su §%2 postupci translativni u desno, tj’ dozvoljeno
je snizavati indeks S« ? zbirljivog niza s,. Kako je S®!'=06%, te su i 6% pos-
tupci translativni u desno, Prema tome iz (3. 2) sledi da i

n n

H C ) E 67 (%) Sy—y —> 8, H—> 0,

y=I1 y=0
tako redom sve do poslednjeg izraza u viti€astoj zagradi (3. 1), tj. i

n n

II (@ + )t Z 6" (o) Sy—k —> S, B —> OO,

y=1 y=0
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gde je k fiksiran prirodan broj. U vitiCastoj zagradi (3. 1) ima (k + 1) izraza
od kojih svaki konvergira ka s. Prema tome R, —s kad n-—» o0, Cime je stav
2 dokazan.

Dokaz stava 3. Neka je niz 5, zbirljiv 6% ka S, i zbirliv Zy ka S,. Kako

su ¢* postupci regularni to je niz 5, zbirliv i 6* Z; ka S,. S obzirom na doka-
zni STAV 2 je 6% — 6% Z,, pa nora biti S$:=3S, q. e. d..

4. Na osnovi dokazanog stava 1 imamo

STAV 4. Ako niz s, nije Z; zbirljiv i ako njegova Z, transformacija (1. 3)
oscilira izmedju a i b, onda je on o Z, zbirljiv ka vrednosti (a+ b)/2.

U [9] autor je dokazao da vaZe inkluzije

EMNCo® (>0, a>—1),

gde je E(2) Eulerov postupak zbirljivosti definisan transformacijom

EO) {5 = (1427 ¥ (3) W5 (@),

S obzirom na ovo i dokazani stav 2 imamo i
STAV 5

EMcCe*Zy (r>0,a>—1,k=1,2,..1)

n. svaki niz zbirljiv EQ\) zbirljiv je i iteriranim postupcima ¢* Z; ka istoj vred-
Hosti, dok obrnuto ne vasi.

5. Interesantno bi bilo ispitati da Ii rezultati dobijeni u ovom &lanku vaZe
i za generalnite transformacije A- Jakimovskog [10] odnosno M- Bajraktareviéa [11].
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SOME THEOREMS CONCERNING Z; AND ¢* TRANSFORMATIONS

Summarv

In this paper the following theorems are proved:
THEOREM 1. Let s, be such that s,=s, for n=0,2,4,-.-, and s,=s, for
n=1,3,5-... Then c% —lims,=(s,+5,)/2.

n>0o
THEOREM 2.
6% — 6% Z;

that is, if s, is summable %, then it is summable by the iterative methodis ¢* Z
to the same sum.

THEOREM 3. The methods Zy and % are consistent.

THEOREM 4. If a sequence s, is not summable Zy and if its Z, transfor-
med sequence (1. 3) oscillates between a and b, it is summable c* Z; to the
value (a+ b)/2.

THEOREM 5.

E()\)CG“Z}C ()\>0:“>—1,k:1325"')’

that is, the iterative ¢ Z; methods include the Euler methods of summability.



