O NEKIM NEJEDNAKOSTIMA ORTOGONALNIH POLINOMA

MaremaTnuka 0uoIMOTEKA, Kib. 22, Beorpan, 1962, 47-53

Ispitujuéi neke osobine nula Legendre-ovih polinoma P, (x),
P. Turdn dolazi do interesantne nejednakosti [1]

(1) A, (X)=[P,(X)P—Ppr—y (X) P11 (x)>0 (n>1; —1<x<1).

Ovaj svoj rezultat on saopStava u jednom pismu G. Szegd-u,
koji sa svoje strane daje &etiri razlitita dokaza te nejednakosti, [2],
kao i sli¥ne nejednakosti za ultrasferne polinome, - generalisane
Laguerre-ove polinome i Hermite-ove polinome. U meduvremenu
vi§e autora daju razlidite dokaze gornje i sli®nih nejednakosti za
spomenute polinome. :

Cilj ovoga rada je davanje jednog novog dokaza ovih neje-
dnakosti. Ta&nije, mi nalazimo eksplicitne oblike tih izraza iz ko-
jih se lako ispituju njihove osobine, izmedu kojih i (1). Pri ovome
koristimo neke nale ranije rezultate, koje se odnose na kompozi-
ciju nekih klasa ortogonalnih polinoma.

1. Polazimo od relacije
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UnoSenjem nadenih vrednosti u izraz
An (x) - [Pn (x)]z_" n—1 (x) Pn+1 (x) .
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Tako dobl_]amo nejednakost

A,(x) >0 n>1, —1 <x<1).

2. Ovaj metod moZe se primeniti i na opitije polinome.
Mi ¢emo to uéinjti za izvode Legendre-ovih polinoma koji, kao 3to
je poznato, predstavljaju jedam vid specijalnog sludaja ulirasfernih
polinoma. Pri tome polazimo od jedne tormule, koja se odnosi na
linearnu kompoziciju tih izvoda {4), naime
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Formirajmo izraz
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S druge strane je
B:;t.'n;k<Bm,n;k Ey
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ili
AL(x)>0 (—o <x<o, n>r>1).

U specijalnom sluZaju, r = 1, dobijamo rezuitat T. S. Nanjundiah-a

[dP" ) ]’ dPni1 (%) de_,(x)>0 (—oo <x<<oo, n>1).

dx dx dx

3..Za polinome Yebouuésa prve vrste T,(x) i1 druge vrste
U, (x), imamo sledece formule za kompoziciju [5]

T () Ta () = 3 [ Tomsn () + Tmen (D],

. min (m. n)
Un (x) Un(x)= 2 Umin—2x ).
k=0
Lako dobijamo
D, (x) = [Tn (x)]z'—Tn+1 (x) T, (x)
=1 —x2,
b-; (X) = [ U, (x)lz— Un+1 (x) U, -1 (x)
=1,
odakle sleduju elementarne nejednakosti -

D,(x)>0 (|x|<1), D,(x)=1>0 (—o0 <x<o0).
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4."Razvijanje proizvoda dva Hermite-ova polinoma razli¢itih
indeksa u red istih polinoma, dato je relacijom

oy m \Hn—n+va -
H,,,(x)H,.(x)—n!kZO(n_ ) o (1 > n).

U specijalnom slufaju imamo
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1
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o0 Z T
t. [6]
H2 (5)= Hyey (5) Hopa () =(a—=11'S Hk(") (n>1).

k=0

5. Za izvode Hermite-ovih polinoma, uzmajuéx u obzir osobinu

d" H, (x) __n H,_, (),
dx" (n—nr)!

dobijamo
[d' Ha(x )] ~ L Hor ) 2 Hra @)

r

mm—ND! " 1\ n—k
(-n—r+1)' o ( k+1 ) k! H,, (x)‘
_aln-—-1! n < H (x)]’ g Har ()*
(n —r+ 1) {( n+ D) kzo ' ("""')! }
n>1, r<n-— l).

6. Laguerre-ovi polinomi definisani kao u [7, str. 377—388]
zadovoljavaju sledeéu relaciju

(r+ 1)L () (2n+1+¢ X)) LY (%) + (n+o) LO, (x)=0.
Neka je

G (x) =L (x): L7 (0).
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Za ove polinome [8] imacemo .
(@+n+1) G2 (x)—2n+1+a—x) G‘“’(x)+nG‘°‘>1(x) 0, n>1
i isto tako
(@+n) GP () —(2n—1+a—x) c;.‘,"‘_’l @) +(n—1) G, (x)=0.

MnoZeéi poslednje -dve relacije respektivno sa G, (x) odnosno
G® (x), dobijamo posle oduzimanja

™ @ra+rDAP -1 AR, =(GI—Gi)* (>1),
gde je ' ‘
AP =GP @P-G2 @G, GP=GP ™).

Polaze¢i od (*) lako dolazimo do formule
e —1)! (x+ l)k @) @)
Al = (= [GE—G24]s
(@+1Dav1 51 (k—l)!

Odavde nalazimo isto tako
Af.a)s x2(n—1)! 2 T'(etk+1) [d G(a)( )]

F'(e+n+2) 41 k!
r>1, a>—1).
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