ELIMINO DE LA AREOINTEGRALOJ EL EKVACIOJ
DE PLANEDPERTURBOJ EN VEKTORAJ ELEMENTOJ

(BoZ. Popovi¢, Sarajeve)

En la problemo dc n Cielkorpoj oni konas 10 skalarajn integralojn. Sed
kutime oni ne utiligas ilin Ciujn dum integrado de 1a ekvacioj, Car mankas la konvenaj
diferencialaj ekvacioj kun eliminitaj 10 integraloj. Iam oni utiligas la ekvaciojn
kun eliminitaj 6 integraloj de la pezcentro, lau la konata Jacobi-metodo (Jacobi-
koordinatoj) [1], [2]. Sed la areointegralojn kaj la integralon de la viva forto oni ne
povas facile elimini el la diferencialaj ekvacioj por tiel malplialtigi la ordon de la
ckvacioj. Jacobi en [1] donas 5 ekvaciojn de la unua ordo kaj 1 ekvacion de la dua
ordo (kun aldona kvadraturo por la nodo), sed la nekonatoj ne estas rekte la elemen-
toj, sed ilia kombinajo kun diversaj aliaj kvantoj. Fakte jam Lagrange [3] malplial-
tigis la ekvaciordon al 7, preninte la radiusojn kiel la nekonatojn. Oni povas suk-
cese elimini Ciujn konatajn integralojn preninte por la nekonatoj la ,,vektorajn ele-
mentojn”: ¢, e (areovektoro kaj perihclia vektoro). Utiligante la vektoran formon
de la ekvacioj, mi donas €i tie la kontribuon por elimino de la integraloj, gardante
vektorajn elementojn kiel la nekonatoj.

Por du planedoj estas facile doni la vektoran formon de la movié-ekvacioj
kun eliminita mezpunkto (v. [4]), rekte per utiligo de la mezpunkto de du unuaj
korpoj kiel la krucpunkto por la tria korpo (kiel oni difinas la koordinatojn de
Jacobi). Tion mi faros ankall por #n planedOJ (parto 1) same rekte per transiro de unu
al alia mezpunkto, ne trans la kondiCoj pri linea ligiteco de malnovaj kaj novaj
koordinatoj, kiel faras ekz. Charlier ([1], ¢. V, 4), generaligante la metodon de
Jacobi ¢l [2]. En la dua parto mi eliminos aliajn 4 integralojn por la kazo de du
planedoj, kun tre konvenaj ekvacioj, kaj en la tria parto mi éeneraligos tion por la
1a kazo de n planedoj (kvankam oni tiam n¢ trovas tiel konvena_m ckvachn en nur
vektoraj elementoj). -

Signu per S punkton en kiu trovigas Suno (la maso M), per P kaj P, (i=1, 2,
3,..., n—1) punktojn en kiuj trovigas la esplorata planedo kaj aliaj (n—1) planedoj
(la masoj m kaj m;). 1liaj pozici-vektoroj rilate la Sunon estu r, r; kaj rilate la mez-
punkton G ili estu R, R;. La vektoroj de la esplorata planedo al aliaj planedoj estu p;.
La mezpunkto por la Suno kaj la esplorata planedo estu G,, por G, kaj la planedo
P, estu G,, por G, kaj P, gi estu G, ktp. Fine la pozicivektoro de P, rilate G, estu q1
de P, rilate G gi estu q, ktp. .
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Laii la agantaj altirfortoj ni havas la movigekvaciojn:

rd’Ri Mr; mp; Rj - Ri ,
il S el S, L1 PR Sis. S =1, 2, coa )t -
an r; p‘; +J-¢§, m; R, R/} i=1 n-1
1
Mr 2 : m; p; &R 2 '1 mJ
7, + < —*]‘,}—— . ‘E;“' (p01 Suno)

La vektoroj q; estas ligitaj kun aliaj vektoroj per

M ey Y ™ + r+q,=r
| m TR g imym, BT Mam TG
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' LI 2 + e +q,=r
Mi+m M+m+m, 4. Mim+m +m, LR I PR
&e,kie
‘ _ r__mr+m yheee b T,
G) G e U M+mam +eoo+m_,
Konsiderinte ankorall
4 rr=R,-R, . r=R-R,,
oni havos
) 4 =R - MR, +mR+.em_, Ry, il 2,1,

M+m+m +eoetm_,

Nun oni povas apliki rekte la ckvaciojn (1) kaj ricevi
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kun r; el (2) kaj
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mi_
®) pi=r;-r=-Mr+ — M S q,+ M.-, qi—, + Qs

) M+m=1, M+m+m!+---+m;=Mi.

En (6) kaj (7) ni havas la sendependan sistemon de n vektoraj diferen-
cialaj ekvacioj por n planedoj (kaj Sune). La ordo estas malplialtigita por 3
skalaraj ekvacioj de [a dua ordo, utiliginte fakte — per'(4) — la integralojn
de la pezpunkto.

Speciale por du planedOJ prenu la signojn q kaj p anstatail q,, p,. kaj
la ekvacioj farigos .

d'r r p T, d’q r, p
et (o) @ aem (% *’"?)’

(10)

(1D ‘ r,=mr+q, p=q- Mr.

Al la ekvacioj (10) oni povas doni la formon

d’r r dq q
12) - AT at—z~—v?+c, v.fl}l(1+1111),

kun

Mr-q mr+q ) " Mr - g (mH—q q)
1 F— - ( , - - N R
3 "y \Mr--ql”‘+ |mr+q°/’ G=tm (1+’"‘)|Mr—q|’ Y Imr+q° ¢"

1li povas esti skribitaj ankau en la vektora kanona formo

dr dg | ,
[Et_ = - grad, (T + U), a =" grady, (T+U), -

(14) p )
v w
—_— == - —— = — U
ldt grad, (T+U), — = - gradq(T+),
kun
_ . ar __dq . (__ Mm ) _om, (”_ m, (M + m))

(15) V——-P-'d’t“a W-—p'l_d?9 !J'—Mnl ——-M+m s y_l__1+m! »__M+'n+’nl

L 1 1
(16) 2T=pf +y,4"'= w Vi —w,

- - 1

(17) U'—' n“nl Mln Mm

|q—Mr|+1q+Mr| r»

Same la vektora kanona formo por (n+1) korpoj, lau (6) kaj (7), estas
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da;
,Z—: = + grad, (T + V), Ay grad,,l_ (T+ U),

dt
(18) d ) d
v W;
lg; = - grad, (T + U), = arad (T+ U),
kun -
, o dr dg; . . ,
(19) v—‘l"'gt— ==hi dt l——l,;.,-w,li-l,
( , Al - n—1 1
2T= ( ) + p.~( ) — W,
t ]-Z / i’ j=1 1]
0 Sm o 1 m
> § J ny g
~U=-"~+MD> ——+m — T
r g’f jg:pj Z#Ek ]r,—r,.l
@en L= Mm, = ﬂ%’z; - m,—( --:’7") M; el (9).
Integraloj de la sistemo (10) estas
22) : 7 [r g;] + p.l[ 9 ] C =const.
23 T+ U=h, h=const.,

kun T kaj U el (16), (17), kaj integraloj de la sistemo (6), (7) estas

n—1
(24) [ 3;] 25*1 I:q, d‘:’] =C = const.

28 T+U=h, h=const.,
kun T kaj U ¢l (20).

Estas grave mencii ankorau ke el (5) kun

MR, +mR+m R +...+M,_ R, =0,

sekvas

M,
- 11— Rn—1

(26) Rn—l = M”_l q = Hn——: Qn—y — 'Mn—‘" Qn—,»
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M, _; K m
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(28) rj-re=R;-Re=gq; - qk+2

(29)

(30)

Por la vektoraj elementoj

ar | _r
¢ dt ¢ r

s e

s==k

estas konataj (ekz. [5}, p. 133) la perturboekvacioj

(3D

(32)

(33)

(34)
kun

(3%)

(36)

du

—Jt—z

© e,

de,
a;t ~la

Gl,

22 [F]+[»‘;’5—[rﬂ], 15—~[Gc1+[d [qG]]

kie por r, q kaj iliaj derivoj oni devas preni

(

e
r=a (cosu—e)? +

el
cos u, - —*-
v

or

g=a,
dr
dt
a=
n
’ 1-e cos u’

ot

du
dt’

ya sinu leel
e
— c, e
Sy Va, sin u, fe, el
el el
dq _ 0q du
dt Ou, dt
<

- :Iq [:v=M (1 ’"1)]
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Por la nekonatoj prenu la kvantojn e, e, u, kaj kun la sendependa vari-
ablo u la ekvacioj (32), (36) donas

* de or
0 = a \/a—(l —’.e cos u) [Fe] + [O—u[rF]] ‘

(37 de, _ aya 1—ecosu)[Gc]+ ~—[qG] o E . Loccosu
i ( [q a, Ya, v-e cosuy,
‘ﬂ_ﬁ E 1-ecosu
du  a, Va, v-ecosuy’

La kvantojn ¢, ¢,, aperantaj ankorail en Ci tlu_] ekvadioj, oni povas eli-
mini utiligante la lntegraIOJn (22), (23) kaj 1a ligajojn. .

(3% (ce) =0, (c,e)=o0.
Unue el (22) oni havas
39 pe =C-

kaj restas nur ¢. Pro la ligajoj (38) oni povas skribi

(40) pe =& [ee,] - Ecelz [e[ee ]J

Car la komponanto en la direkto e ne ekzistas, pro Ia unua ligajo (38), kaj la
komponanton en la direkto [e[eel]] oni facile trovas el la dua ligajo. (38) kun

utiligo de (39). Restas por elimino nur &, kaj restis ankorall neutiligita la inte-
gralo (23). Tie ni enigos ¢ en la formo (40) kaj ¢, el (39), krom tio a kaj a,
el (35). Tiam la ekvacio (23) donos implice &£ kiel funkcion de la nekonatoj

e e, u.

Oni poves iom plisimpligi la ekvaelon (23). Nome el (34) oni trovas
(@ =7-o (@)
a) r  a’ \a

kaj (23) kun (16) kaj (17) donas

2 1
— L = 1
v (q al), v=M(l+m),

_ Mm Mm, . L L Loh
2a 2a, q |q + mr| q -- Mr|
M m M M Mm '
41 - =+ =+ +h =0
“1) |q + mr| lq-Mr] q  2a, 2ma !
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Ci tie oni devas enmeti la esprimojn (33) por r, q, poste (40) por c,

b ~C-Efee 1+§C ]Z [e[eell]

[ee ]!

(42) y wa=3

(C ex)z 2
[eex]’

E’-f(l—%z)ax 25(C00)+2[ ], ([Ce][eel])+<iz[ee]2
kaj restos nur la nskonato &.

Do la problemo (por nur du planedoj) solvigas per la ekvacisistemo (37),
kie F kaj G estas donitaj per (13), aliaj kvantoj per (33), (34), (42), (40) kaj &
estas implice donita per (41) Post eltrovo de la nekonatoj e, .e; u, kiel funk-
cioj de u, la dependeco inter u kaj ¢ starifas per solvo de la ekvacio

aya (1 -ecos u) du=dt.

3

Kiam oni havas pli ol du planedojn, oni ne povas elimini Ciujn areovek-
torojn. Sed ili ne povas resti tiaj ku_] ili estas, Car unuflanke ili estas ligitaj
per la integralo (24), aliflanke en Ciuj el ili' trovigas po unu superflua skalara
nekonato, pro ilia orteco al la periheliaj vektoroj. Fakte kiam oni jam prenas
kiel la nekonatoj

A dr dr r
(43) e=[~(i[r_d;]]_;’
| da [ dg; ] Q. MM,
e,—[ a 1Y% | -vi—q—l_—(t—l,Z...n—l), v,_-M_H_
- la areovektoroj [ 4 d;z} havos nur po 2 skalarajn nekonatojn, pro kio la

ekvaciordo ne povas esti malplialtigita se ili restos vektoraj nekonatoj.

Pro tio ankali la solvon por malplialtigo de la ekvaciordo oni devas serci
jus tie. Esprimu la areovektorojn per du nekonataj skalaroj, ekz. per

(44) ch’:w[ql'%qf]=§i lee ]+ [[ees]e].

Tiam ni havos 6n skalarajn nekonatojn.

Por ankorail elimini 4 skalarajn nekonatojn pere de la integraloj (24), (25),
skribu la movigekvaciojn (6), (7) en la formo
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d’r r dq; . q; MM;
(45) W*~‘7;+F3'F‘“V1'E'+Fuvz —AZ:’
kan |
( n—1 P r
£ S (% - )
g Pi 7
1 < [ M; p;
q; I; Ij P; mm; i
=pl—5 5] - m M"g‘f‘m—," — 5 +
“6) F "(qi ri) M, jzz;-l j( Ty pj) M, p;
n—1 n—1
+ mj m; my -—»~-15.
jET-/;t { l-ljz—zg / l' ~Fr|
Tiam ni povas skribi iliam solvon en la formo
q;=a; (COS u - —) + \/a, sin ui—;ﬂ
i
47)
qq; _ % du;
dt au; dt’
kun
(48) dci “F], i=1,2,....,n-1
de
“9) R
(50) dui v Vv
' ll[\/‘ V; - €; GOS ty)
Ve MM:
iti } i
(51) a; = V; _ (;i, V= All'.,‘

s ;, c, e u, a(kie v=1).

Se ni ankorail konsideras la signajojn (21) por w;, el (24) ni havos

kaj kun analogaj esprimoj por r

(32) . uc-C—u1c1~2w°j-
j=2

Sed (44) donas
wj (ecy) = — v [ee;}
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kaj multiplikinte (52) skalare per e ni trovas

(53) -, fee,Jt = (Ce) + D 7 fee,I.
. Jj=2

Restas ankorail esprimi &, per aliaj nekonatoj, por kio estas je dispono la
integralo (25). Al @i ni donu la formon similan al (41). Nome el (47) oni trovas

kaj (25) farigas

m; Mm M m;
(54) M) ~J—-—- 2 i

mjmyg
(zwz——mz-—@z )
El i tiu ekvacio oni ne povas trovi cksplice la kvanton £ , sed §i implics

determinas & kiel la funkcio de aliaj nekonatoj.

Kiam ni fine elektas u kiel la sendependan variablon, ligita kun la tempo
per la sama ligajo

(55) dt = a vJa(l - e cos u) du,

tiam la plisimpligita ekvacisistemo havas n vektorajn kaj 3 (n~2)+1 skelarajn
nekonatojn: e;, &, m;, u; (i=2, 3... n-1), ¢, e, u,. Por skribi la ekvaciojn de
&:, 1 ni utiligu (48) kun (44). 1li donas

[ee,-r—‘fi%— - ([ee,-l, e P =B e -1 Leede] Ja va(l - ecos

(56) [eéi] €= ([[eez] e;], wo [r: Fi] - i'dit [ee] -

—‘r‘i—‘%[[eei]e,-])a\/;(l -ecosu) i=2,3,....n-1,
kio kune kun

de — ar
= aavad - Su)- il
2, =4V (I -ecosu)- [Fe]+ [au [rF]]

(57

de; 4
d_u =q \/tl(] -ecosu) [F101]+[ [rzFiJ] dl:“



38 : - . B. Popovié

du;  viavvia(l - ecosu)

(58) o Ci=1,2,....n-1,

a; \Ja; (v; - e;cos u)

faras la kompletan ekvaci-sistemon. En gi estas c esprimita pere de (52), u, pere
de (53) kaj &, pere de (54).

_ Per tio la tasko estas solvita kaj la solvo donas la vektorajn elementojn
de n planedoj. .
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ELIMINACIJA INTEGRALA POVRSINA 1Z JEDNACINA PLANETSKIH
POREMECAJA U VEKTORSKIM ELEMENTIMA

(BoZ. Popovi¢, Sarajevo)

Vise puta su date (napr. [1], [3]) jednaéine u kojima su eliminisani ne samo
integrali teZiSta veé i ostali integrali problema tri tela, ali one su odveé kompli-
kovane, ili se kao nepoznate ne javljaju elementi putanje. Autor ovde eliminiie
sve.poznate integrale, zadrZavajuéi kao nepoznate ,,vektorske elemente” ¢, e (vek-
tor sektorske brzine i periheliski vektor). U I delu su integrali teZiSta eliminisani
direktno, generalizacijom Jacobi-eve metode [2]. U II delu su eleminisana ostala
4 integrala za slucaj dveju planeta, a u III delu za sludaj » planeta.

1) Neka su r, r; vektori poloZaja planete P i ostalih (n—1) planeta P; u od-
nosu na Sunce, a R, R; u odnosu na teZiste sistema; p; su poloZaji planeta P; prema
P, a q; njihovi poloZaji prema sukcesivaim centrima masa (Jacobi). Tada su jed-
nadine kretanja date sa (6), (7), uz (8), (9),odnosno sa (10) za sluéaj dveju planeta.
Vektorski kanoniéni oblik je (18), sa oznakama (19—21), a njihovi integrali su
(24), (25), odnosno (14—16) za dve planete.

2) Za vektorske elemente (29), (30) jednaline poremecaja su (napr. [5], str.
133) date u (31), (32) i moZe im se dati oblik (37), gde se ¢, eliminiie preko (39),
a ¢ implicitno iz (40) i (23), odn, preko (41), gde se koriste (33), (40) i (42).

3) Kod » planeta se za nepoznate uzmu vektori (43), skalari &;, »; (i=2,
3,...n—1) iz (44) i ekscentriéne anomalije w; (i=1, 2, ... n—1). Preko forme
(45) dobijaju se za poremeéaje odabranih nepoznatih jednadine (57), (56), (58),
gde je ¢ izraZeno pomocu (52), n, pomoéu (53) i &, pomocu (54).



