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NEKE PRIMENE KOMPLEKSNOG BROJA U ELEMENTARNO!
GEOMETRII)

J. KARAMATA

1. U drugom delu udZbenika‘,Kompleksan broj sa prime-
nom na elementarnu geometriju® izneo sam najelementarnije
"pojmove analiti¢cke geometrije onakve kako se ona danas shva-
¢a, a koja se osniva na vektorskom metodu (vidi, na primer,
W. Blaschke, Analytische Geometrie, Hannover, 1948). Ukoliko
se zadrZimo samo na planimetriji, ulogu vektora moZe preuzeti
i kompleksan broj (smatran kao dvodimenzionalni vektor) sa
kojim je lakSe operisati, jer, za razliku od trodimenzionalnih
vektora, skup kompleksnih brojeva sacinjava brojno telo u kome
je, dakle, definisana i operacija deljenja. Medjutim, pri inter-
pretaciji i reSavanju pojedinih problema planimetrije komplek-
snim brojevima, narocito pri upotrébi paralelizma i ortogonal-
nosti, stalno nailazimo pored proizvoda ab i na proizvod ab,
gde je a Konjugovani broj broja a. O_:/o iz razloga §to, sma-

Set

traju¢i @ i b kao slobodne vektore a i b, proizvod ab zavisi

od rotacije, dok je proizvod ab invariantan prema translaciji i
rotaciji koordinatnog sistema i zavisi isklju¢ivo od medjusob-
-

nog poloZaja slobodnih vektora a i b,

Ustvari, pri raunu sa kompleksnim brojevima stalno se
pojavljuju realni deo A i imaginarni deo B proizvoda ab. Ako,
dakle, stavimo

(1) ab=A+iB,

i potrazimo geometrisku interpretaciju, odnosno smisao izraza
A i B iu tu svrhu brojeve @ i b napiSemo u obliku

A=X,+Iy,=rent,

@

b=X,+iys=rye®?,

*) Ova rasprava donekle dopunjava Clanak B. Popova: Prilog kon
geometrijata na triagolnikot (GodiSen zbornik na Filozofskiot fakultet na
Univerzitetot -— Skopje, kniga 2, 1949, str. 111—134) u kome pisac uglav-
nom pokazuje primenu skalarnog proizvoda u planimetriji, dok je ovde
prvenstveno istaknuta uloga vektorskog proizvoda.
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tada vidimo da je

. 3) A= (Xy Xy +y1 Vo) =F Iy COS @,
i A
@ B=(x,ys-Xyy1)=ryry sin
a gde je
o=ty — O .

‘ - >
Otuda vidimo da je A, ustvari, skalarni proizvod vektoraa i b,
a B vektorski proizvod, ali smatran kao skalar, s tim da se
kod ovog proizvoda zadrZava nekomutativnost. Kako se ovaj
poslednji proizvod, prema tome, razlikuje od vektorskog, to
¢emo ga, da bismo ukazali na njegov geometriski smisao i
kraceg pisanja radi, obelezavati ovako

B-(a|b),

i zvaCemo ga paralelni proizvod brojeva a i b. Iz istih razloga
izraz A zvalemo ortogonalni proizvod brojeva @ i b i krace
pisati .

A=(alb).

Ovo iz razloga S$to se uslov za paralelnost vektora i b svodi na
(2|6)=0,

a uslov za normalnost ovih vektora na

(a]16)=0.

Pomodcu ova dva simbola, ako ih smatramo kao proizvo-
de, mogu se neposredno algebarski interpretisati mnogi proble-
mi planimetrije, a naro¢ito oni koji se odnose na paralelizam
i ortogonalnost. Da bismo istakli ulogu ovih proizvoda nave-
s§¢emo niz obrazaca u kojima se oni javljaju, a zatim ukazati
na njihovu ulogu pri izvodjenju i algebarskoj interpretaciji nekih
osnovnih stavova projektivne geometrije.

2. Iz obrazaca (1)-(4) vidimo da izmedju proizvoda (a | b)
i (a] b) (za razliku od skalarnog i vektorskog proizvoda), po-
stoji veza oblika
(@] b)=(alib), gde je i lmagmarna jedinica.
To znati da jedan od njih uvek moZemo svesti na drugi, tj.
da se moZemo zadrzati na jednom, a ispostavlja se da je za -
rukovanje podesniji paralelni proizvod.
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Komutativni zakon vaZi samo za ortogonalni proizvod,

' (¢ )~ (b a),

dok je kod paralelnog prroizvoda

(a|b)= -(b]a).

Medjutim, distributivni zakon vaZi za oba ova proizvoda, tako
da je, na primer,

(e+blc)=(alc)+(blc),
(a|b+c)=(a| b)+(a ['c).
O asociativnom zakonu je bespredmetno govoriti, jer je paralelni

proizvod skalar, tj. realan broj, ali ako je tre¢i faktor realan,
tada je

(5) k(alb)=(ka!b)-(aikb).

S

Napomenimo jo$ da je

(a|bc)=(ab)c)
(ac | be) - [c{z(a[b)

i da ovaj poslednji proi'vod ne zavisi od argumenta broja c.

Kao posledicu obrazaca (3) i ¢injenice da su tri kompleks-
na broja tri komplanarna vektora, tj. da izmedju tri kompleksna
broja postop uvek relacija oblika

axa+Bb+yc=0,

gde su o, B 1 Yy realni brOjeVl dobivamo obrazac u obliku
Poisson-ovih zagrada ko'l vaZi za tri proizvolijna kompleksna
broja,

(6) a(blc)+b(cia)+c(a|b)=0.

Ovo je istovremeno uslov komplanarnos’u, t] nume je samo

preciznije izraZena c1memca da su vektori a bic komplanarni.
1z ‘obrasca (6) dobivamo neposredno rastavl]an]e vektora
—>

na komponente u datim pravcima. Ako ho¢emo da vektor z ra-
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stavimo u pravcu vektora a i b, stavimo u obrascu (6) c=z,
koji se tada svodi na

) z(a|b)=a(z|b)+b(alz).

L

Prema tome, ako je (a@|b)=+0, tj. ako vektori @ i & nisu istog
-> —->

pravca, komponenta vektora z u pravcu a iznosi

(z16) >
(@b) ¢

->
a komponenta u pravcu vektora b iznosi

(elz) =
@

Obrazac (7) moZe posluZiti i za odredjivanje kompleksnog
broja ako znamo njegova dva paralelna proizvoda, tj. za resa-
vanje sistema jednacina

(zla)=p,
(zlb)=q.
Ovaj sistem ima odredjeno reSenje ako je (a]|b)+0, koje je

dato obrascem (7), gde treba paralelne proizvode na desnoj
strani zameniti datim brojevima p, odnosno ¢, tj.

_ patgb
(@]0)
3. Neki od obrazaca iz kojih se vidi uloga paralelnog
proizvoda i gde se simetrija narocito isti¢e bili bi ovi.
1° Uslov da bi se tri tacke odredjene kompleksnim bro
jevima z,, 2z, i z, nalazile na jednoj pravoj je da bude
(21]25) + (22| 25) +(2512,) = 0.

Ako se ove tatke ne nalaze na pravoj, one obrazuju /1r0ugao
¢ija povrSina P iznosi

2 P=(z,12) + (221 25) + (23] 2,).
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Iz ovog obrasca dobivamo neposredno da povrS§ina poli-
gona ¢ija su temena odredjena kompleksnim brojevima z,,
v=12,3,...,n, iznosi

’ n

32 @l 5,

R =1

gde smo stavili da je
Znt1= 2y

Ako je poligon zvezdast, na primer, oblika slike 1, treba po-
vr§ine uzeti pozitivne ili negativne prema smeru obilaZenja koji
je odredjen indeksima, a tada gornji obrazac daje algebarski
zbir ovih povr$ina.

2° Da bi se tri prave, od kojih je svaka odredjena parom:
tacaka :
. . .

zoiz,z iz,z 1z,

sekle u jednoj ta¢ki, treba da bude
Q=(z11a)(b|c)+(2:1b)(cla)+(z;]c)(a]b) =0,

gde smo stavili

z’1:z1+a‘, z’2=z2+b, zs’:z.ﬁc.

Ako ove prave ne prolaze kroz istu ta¢ku, i ako nijedna
od njih nije paralelna drugoj, tada povr§ina P trougla odredje--
nog ovim pravama iznosi

i 0
2P-Emeioea
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3° Ako su tacke z/, z” i 2" odredjene u odnosu na osno-
“vai trougao z,z,2, troughm koordinatama

p+qg +r =1,
p!/ +qll _+_rll »:l,

plll + qlll + r/l! — 1 ,
‘tj. ako je
z2=p zi+q zZy+r' oz,
2" =p" G 2yt 24,
zl ! — pll/ Zl + qIII 22 + ’.II/ 2,3 ,
i ako stavimo '

A = p’ q! rl
pll qu ’ " N
i ‘pl// q//! Vi e ,

“tada je

(212")+ (27 [2")+ (2" 2) = A\ {(21122) + (22 25) + (23] 21) } -

Drugim re¢ima, ako sa P ozna¢imo povrSinu trougla z, z, z,,
-a sa P’ povr8inu trougla 2z’ 2z z, bice

AP,

Prema tome, da bi se tacke Z, z” i 2 nalazile na jednoj
“pravoj potrebno je da bude A\ =0. Spec1alno, ako ove tacke
izaberemo na stranama trougla z, z, z, dobivamo kao specialan
-slu¢aj Menelaos-ov stav.

4. Simetrija i skladnost koje se ogleda ve kod navede-
‘nih obrazaca postaje joS upadljivija kad predjemo na samo iz-
vodjenje pojedinih stavova planimetrije. Ovde Cemo se zadrZati
-samo na dva, i to osnovna stava projektivne geometrije, naime
‘na Papos-Pascal-ovu i Desargues-ovu stavu.

Uo¢imo prvo specialan slucaj Paposova stava, oslanjajuci
se na polglm paralelizma, t}. smatraju¢l da se prava nedogleda
‘nalazi u beskonaénosti, a koji tada glasi: (v. sl. 2)
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Ako se tacke A, B' i C nalaze na jednoj, a tacke A, B
i C' na drugoj pravoj, i ako je ABf/A'B' { BC//B'C', tada je

AC' /A C.

A’.

Ako ovu sliku podesno rastavimo na dva cetvorougla,.
strane i diagonale ovih ¢etvorouglova smatramo kao slobodne
vektore (v. sl. 3), tada vidimo da se Paposov stav svodi na ovaj.

Ako je

T - S =
alla’y b/l¥, cl/c,

> > > - —~>v—> —->
a+b//b+c, b+c/la+V,
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tada je :
> > > > > >
a+b+c/la+b+c,

tj. iz paralelnosti tri homologe strane i nehomologih diagonala
sledi paralelnost Cetvrtih strana posmatranih cetvorouglova.
Sam dokaz Paposova stava je veoma jednostavan i osni-
va se samo na distributivnom zakonu paralelnog proizvoda i
¢injenici da je
. . - >
(a1b)=0 ekvivalentno sa a//b.

Zaista, kako je za dokaz ovog stava potrebno da poka-
Zemo da je

(8) " (a+b+cla+b+c)=0,

ako je
©) . (e]a)-0, (b]#)=0, (c|¢)=0,

j .
(10) (@a+b|b'+c)=0, (b+c|a+b)=0,

to kad proizvod u (8) na osnovu distributivnog zakona ra§cla-
nimo i, vodeéi ra¢una o pretpostavkama (9), ponovo skupimo
bice
(a+b+cla+b+c)= (aja)+|(e|b)+(a|c)+
+(bla)y+|(b]E]+(b]c)+
+(cla)+ (clb]+(c|c) =

(@|b)+ (a|c) (bla)+(b]b)
(b0)+ (blc) (c|a)+(c|¥)

= (@a+b|b+c)+(b+cla' +b).

Kako su, prema pretpostavkama (10), ova dva poslednja
proizvoda ]ednaka nuli, to otuda vidimo da iz (9) i (10) sledi
(8), a iz ¢ega neposredno sledi tvrdjenje Paposova stava.

5. Uo¢imo sada Desargues-ov stav koji, oslanjajuéi se ta-
kodje na pojam paralelizma, glasi

Ako su homologe strane trouglova ABC i A B'C' paralel-
ne, tj. ako je -

ABJ/A'B, BC[|BC iCA // c A,
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tada se prave koje prolaze kroz homologa temena AA', BB’
CC’ seku u jednoj tacki S.

Ako i ovu sliku podesno rastavimo na dva etvorougla,
a strane i diagonale ovih Cetvorouglova smatramo kao slobo-
dne vektore (v. sl. 5) tada moZemo Desargues-ov stav formu-
lisati i ovako:

Ako je '
T e S
af/d, bl/b, c]]d,

> > '—> - > > > >
a+b/la+¥b, b+c/lb+c, _
tada je

> > > > > >

at+tb+c//a+¥+c,
tj. iz paralelnosti tri homologe strane [ homologih diagonala
sledi palalelnost Cetvrtih strana posmatranih Ccetvorouglova.

Prema tome, za dokaz Desargues-ova stava potrebno je
da pokaZzemo da Ce (8) slediti iz (9) i iz

(11) (a+bla+b)=0, (b+c|b+c)=0.

Medjutim ako pokuSamo da ovo dokaZemo sli¢nim rasta-
vljanjem proizvoda u (8), vidimo da ovo ne ide. Jedino $§to
moZemo dobiti je, da je pod pretpostavkama (9),

‘(a+b+c\a’+b’+c’):(a+b[a’+b’)+(b+c|b’+c’)+(c+a|c’+é’).
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Prema tome, ako pretpostavkama (9) dodamo i pretpostavke
(11) vidimo da je za dokaz Desargues-ova stava polrebno do-
kazat; bilo jedna¢inu (8), bilo da je

(c+alc+a)=0.

SI. 5

Medjuiim, uvodjenjem posrednog Cetvorougla moZemo ‘ipak
uzastopnom primenom dva Paposova stava dobiti Desargues-ov
stav i to ovako.

KonstruiS§imo ¢cetvorougao (v. sl. 6) sa stranama a”, b” i

¢” tako da sa prvim Cetvorouglom zadovoljava uslove Paposo‘
va stava, tj. da bude

(12) (a|@”)=0, (b]6")=0, (c|c”)-0,

(13) (a+b|6"+c”)=0, (b+cla”"+b")=0.
Na osnovu Paposova stava iz (12) i (13) sledi da je
(14) (@+b+cta”+b"+c¢”)=0.
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Kako je, medjutim,
" (@ @)=0, jer je (@ (a)-0 i (a]a)=0,
to iz (8) i (12) sledi da je

S (1) (@ 1a)=0, (&"(6)=0, (¢|c)-0.

SL. 6
Iz istih razloga sledi iz (10) i (13) da je

(16) (b +c”|@+b)=0 i (@ +b"|b+c)=0.

Ponovnom primenom Paposova stava vidimo da iz (15)
(16) sledi da je

(@"+b"+c”|a+b+¢)=0,
a otuda i iz (14) sledi kona¢no da je

Bunren - Ckonje 5

[
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(@a+o+cla+b+c)=0,
a §to se svodi na tvrdjenje Desargues-ova stava.

6. Stav koji smo izveli u prethodnoj tacki je stav koji je
Hessenberg dokazao tek 1905 god. i koji se sastoji u tome da
se‘ Desargues-ov stav moZe izvesti iz Paposova stava oslanja-
ju¢i se jedino na aksiome veza.

U izvodjenju pod S pomenutog stava, sluzili smo se ne
samo pojmom paralelnosti, ve¢ i translacuom tj. implicirali
smo i pojam kongruencije. Medjutim, kao 5to ¢emo videti u
tatki 7, pri izvodjenju opSteg Paposova stava, ovi'pojmovi ni-
su bitni 1 ne zadiru u sustinu dokaza, ve¢ smo se njima slu-
zili samo zbog preglednosti.

Zbog toga Cemo ovde izneti jo§ jedan cisto planimetriski
dokaz Hessenberg-ova stava, a kako se u ovom dokazu ne po-
javljuju vektori ni vektorski zbir, to on ne implicira pojam po-.
dudarnosti. Ali ¢emo i ovde uzeti da se prava nedogleda nala-
zi u beskonacnosti, t], oslanjaemo se na pOJam paralelnosti,
jer se ovaj dokaz moZe neposredno izvesti i kad uzmemo da
je prava nedogleda u konac¢nosti, samo §to u tom sluéa;u slike
gube u preglednosti.

Napomenimo najzad da smo u prethodnom analitickom
dokazu Hessenberg-ova stava izveli Desargues-ov stav tako §to
smo dvaput uzastopce primenili Paposov stav, dok za plani-
metrisko izvodjenje moramo ovaj stav primeniti tri puta.

Za pomenuto planimetrisko 1zved]en]e Hessenberg-ova sta-
;h’li( pogodnije nam je da Paposovistav primenimo u ovom ob-

iku.
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Neka je C'ABC (v. sl.' 1) proizvoljna poligonalna. linija i
CA' b' C' takva poligonaina linija da su njene strane paralelne
odgovarajutim stranama prethodne poligonalne linije, tj. da je

CA'l/C'A, A'B/AB, BC'//BC.

Ako se tacka B' nalazi na pravo; AC tada se i tacka B mora
nalaziti na pravoj A'C'.

Ovakvu Paposovu shku ozna¢i¢emo ukratko sa (C’ABCA’
BC) i pokazaéemo da se na osnovu tri ovakve Paposove
slike moZe izvesti Desargues-ov stav koga ¢emo formulisati
ovako.
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Ako se trouglovi ABC i A'B'C' nalaze u perspektiviiom po-
loZajy, tj. ako su strane AB, BC i CA prvog trougla paraleine
odgovarajuéim stranama A'B, B'C' C'A drugog trougla, i ako
sa S oznacimo tacku preseka pravih BB [ CC', tada se tacke
S, A¥i A' nalaze na jednoj pravoj.

Dokaz. (v¥sl. 8): Povucimo kroz tatku S paralelu sa
stranom AB (i A'B’) do preseka X sa produZenjem strane BC.
Povucimo, zatim, kroz tatku B paralelu zraku SCC’' s jedne
strane do preseka Z sa produZenjem strane A'B, a s druge
strane do preseka Y sa_paralelom strani AC (i A’'C’) koja pro-
lazi kroz tatku X.

Iz Paposove slike (XSC'B'ZBX) sledi da se tatke X, C'i
Z nalaze na jednoj pravoj. Iz Paposove slike (SC’'A'ZY XS) sledi
da se tatke S, Y i A’ nalaze na jednoj pravoj, i najzad iz Pa-
posove slike (SXYBACS) sledi da se i tatke S, Y i A moraju
nalaziti na jednoj pravoj.

Kako se, dakle, tatke A i A’ nalaze na pravoj SY, to se
tatke S, A i A’ nalaze na jednoj pravoj, Sto je trebalo doka-
zati. '

7. Iz izvodjenja kako Paposova tako i Desargues-ova sta-
va vidimo da smo se, uglavnom, oslanjali na distributivni za-
kon paralelnog proizvoda, kao i na ¢injenicu da je paralelnost

> > ~

vektora ¢ i b ekvivalentna sa (e|d)=0. Sto smo pri ovom
izvodjenju upotrebljavali vektore i preko njih se implicitno
oslanjali ne samo na pojam paralelnosti, ve¢ i na translaciju i
kongruenciju, za sam dokaz i nije bitno. Stvarno, ako Zelimo
prvo da se u dokazu reS§imo paralelnosti, treba umesto prave u
beskonacnosti pretpostaviti da se prava nedogleda nalazi u ko-
na¢nosti i ceo dokaz, interpretisati projektivno. Drugo, treba
primetiti da se pri vektorskom sabiranju, na koje nailazimo u
dokazima, ne javlja komutativni zakon, tako da ovo sabiranje
ne iziskuje konstrukciju paralelograma sila, pa ga moZemo in-
terpretisati u mnogo op$tijem vidu.

Su$tinski u ovom dokazu se javlja pojam paralelnog pro-
izvoda u vidu koordinacije izmedju skupa od ¢&etiri tacke i sku-
pa realnih brojeva sa osobinom da za njega vaZi analogon
distributivnog zakona i da on iS¢ezava kad su duZi odredjene
ovim tatkama paralelne, odnosno kad se seku u nedogledu.

Uo¢imo Cetiri tatke, tj. dva para tadaka A,Bi A, B i
pretpostavimo da ovim parovima moZemo jednozna¢no koordi-
nirati odredjen realan broj @,

®=® (AB, AB),

tako da izmediu ova dva para tacaka i brojeva ¢ vaii:
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1° analogon distributivnog zakona,

2° da adekvatno uvedemo smisao broja 0.

Oyakvu korespondenciju moZemo uspostaviti na najrazno-
vrsnije naCine i, ne ulaze¢i za sad u njenu unutrasnju struktu-
ru, mi ¢emo je uvesti potpuno apstrakino u onom obliku u ko-
me je moZiemo najbolje prilagoditi posmatranim problemima.

1° Analogon distributivnog zakona.—Uo¢&imo pored parova
tataka A, B i A, B jo§ jednu tatku C, tada analogon distri-
butivnom zakonu moZemo postulisati tako da bude

d(AB, A'B)-®(AC, A'B)+®(CB, A’ B).

Da ovo ima analogije sa distributivnim zakonom uvidjamo ako
AB smatramo kao izvestan ,punktualan“ zbir iz AC i CB, ko-
ga moiemo, recimo, pisati ovako

| AB-Ach cB,

i gde pod ,,5\;‘ ne smatramo ni obiéni, ni vektorski zbir. U
tom slucaju gore definisani distributiyni zakon moZemo pisati
i ovako ~

& (ACCB, A B)- D (AC, 4 B)+D(CB, A'B).

Ovaj zakon pretpostavljamo da vaZi i za drugi par taaka,
‘zadrzavajuci pri tome prvi par kao stalan. Dakle, pretpostavija-
mo da ovako definisan distributivni zakon vaZi kako za levi,-
“tako i za desni par tacaka. -

' 2° Interpretacija elementa 0.—Element, tj. broj 0 uve§éemo
tako $to ¢emo postulisati da nula odgovara onim parovima
‘tacaka AB i A'B, tj. da je

D (AB, A'B)=0,

kad se prave AB i A' B seku u nedogledu, ili kad se ove ce-
tiri_ tatke nalaze na jednoj pravoj, i obratno. Pri tome za pravu
nedogleda mozemo izabrati proizvoljnu pravu 4 ravni, i ukoli-
ko je potrebno da je narodito istaknemo, moZemo za ovako
-definisan simboli¢ki proizvod, umesto ®(AB, A’ B'), krale pi-
sati (4B, A'B)x (v. sl. 9).

Ukoliko 1° i 2° moZemo smatrati kao aksiome za ovako
-definisan simboli¢ki proizvod, tada moZemo pokazati da na njima,
‘pored aksioma veza, pociva projektivna geometrija. Dovoljno je
zato da pokaZemo da vaZi Paposov stav, jer kao §to smo vi-
«deli iz njega sledi Desargues-ov stav, a iz ovih stavova, kao
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Sto je poznato, sledi osnovni stav projektivne geometrije, ti.
invariantnost dvojne razmere. - LT

Sl.g

8. Pokazimo ovde kako se gore definisanim simboli¢kim:
proizvodom moZe izvesti opsti Paposov stav koji glasi:

" Neka se tacke A, B i C nalaze na jednoj pravoj, a tacke
A', B' i C' na drugoj. Kada ove tacke spojimo poligonalnom li-
nijom AB CA'BC' A, tada tackt preseka C” pravih AB' i BA',
tacka preseka B” pravih AC' i CA' i tacka preseka A” pravih
BC' i CB leZe na jednoj pravoj.

S. 14
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Dokaz (v. sl 10) Povuc1m0 kroz-tacke A” i C” pravu
h i uzmimo ovu pravu za nedogled. Treba da dokaiemo da Ce
se tatka B” takode nalaziti na pravoj k, tj. da ¢e se i prave
AC' i CA" se€i u nedogledu. Drugim reéxma na osnovu gore
definisanog simboli¢kog proizvoda treba da dokaiemo da le iz

(1 (AB, BA)r = 0 1 (BC’ CB)yr =0,
slediti

(18) o (4C’ CA’)h =0.
Kako moiemo staviti da je

A A

ac-ABL BB\ B c,
A o A

CA'=CBY BB+ BA,
i kako je '
~ (19) (AB, CB); =0, (BB, BB): -0, (B C, B 4)" - 0,

jer se svak1 od ovih parova nalazn na istoj- pravov, to je na
osnovu distributivnog zakona

(AC',CA"Y 4 = (AB,€B) s + \(AB, BB) + (AB,B' A) 1y +
" T(BB, CB)x 1= (BB, BB)r |+ (BB BA)s +
+(B'C, CB)x +(BC, BB)n |+ (BC,BA)s.

Vodedi racuna o (19), tj. da-su diagonalni ¢lanovi jednaki nuli,
moZemo na osnovu- distributivhog zakona preostale é&lanove
desne strane skupiti u dva ¢lana, a ovim dobivamo da je

(AC, CAY» - (ABLBB, BBABA), + (BBLBC, CB+BB');1—
~ ~(4B, BA)x +(BC’, CB)s.

Otuda vidimo da iz (17) sledi (18) cime ]e stav dokazan

9. Ispitajmo najzad do koje mere moZemo efektivno rea-
lizovati u ta¢ki 7 definisan simboli¢ki proizvod (4B, A'B')»,
ili opstije operator & (AB, A'B’), tako da uslovi 1° i 2° budu
zadovoljeni.

Uocimo prvo distributivni zakon i pored parova ABi A’ B’
posmatrajmo jo§ niz tataka
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S o
-~

Coy v=0,1,2,...n,5a Co=41 C,=8.

Na ‘esnovu distributivnog zakona je tada

n

®(AB, A'B) - 2 D(Cyy Cy, AB),

V=]

a sli¢no bi trebalo da vaZi i za 'drugi par tataka 4'B. To
znali da svakom od faktora operatora @ odgovara osobina o
nezavisnosti putanje. Svaki potencial koji israzava rad u Lapla-
ce-ovom polju zadovoljava ovaj uslov. Prema tome bi operator
@ trebao da ima oblik izvesnog proizvoda razlike potenciala,
a za koji bi vaZio distributivni zakon.

Pretpostavimo da svakoj tacki ravni odgovara odred]en
kompleksan broj, na primer, ta¢ki A broj z,, tatki B broj z,,
itd., i uoc¢imo funkcije kompleksne promenljive

w=F(z) i w=3U(2).

za koje ¢emo pretpostaviti samo da su uniformne, a’ koje u
opStem slu¢aju ne moraju biti analiti¢ke, tako da one, ako ih
definiSemo elementarnim analiti¢kim izrazima, mogu biti oblika

F@)-1(27, G@&)-g(z7).

Prema prethodno recenom operator & bi trebao da ima
oblik izvesnog proizvoda ¢iji bi faktori bili-

~w,=F(z;) - Fz) i w-w=G(z)-G),

za koje bi trebao da vaii distributivni zakon, a koji proizvod
bi trebao da bude realan. Prema tome za operator ® moZemo
uzeti bilo realni ili imaginarni deo proizvoda gornjih brojeva,
bilo paralelni ili ortogonalni proizvod ovih brojeva, i tada ce
za svaki od ovih proizvoda vaZiti pomenuti distributivni zakon.

Da bismo u smisiu posmatrane problematike mogli ade-
kvatno definisati element nula uzeCemo za operator ¢ paralelni
proizvod gornjih brojeva i stavicemo

D(AB, A B')=(w, - w,| w, - wl’),

gde je :
' =F(zy), wo=F(z,), w-G(z), w-G(z).
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Da bismo sad uveli element nula tako da gornji proizvod
bude jednak nuli kad se duZi AB i A’'B produZene seku u ne-
dogledu, .uzmimo za obe funkcije F(z) i G(z) istu bilinearnu
‘transformaciju oblika

(20) W= g( )= M’ gde je p realno.
az+az+p .

Kako je imenitelj ovog izraza realan, to je preslikavanje ravni
Z na ravan w, koje je odredjeno ovom funkcijom w=g(z), bi-
univoko i kolinearno, tj. svakoj tacki i svakoj pravoj ravni z
-odgovara odredjena ta&ka i odredjena prava ravni w, I obratno,
Jer iz (20) sledi

1ww 1lww.

z=—>| aa ¥ | sa/\N=| aad¥
Al A

pce aba

Pored toga svim ta¢kama ravni z koje se nalaze na pravoj
az+az+p=0,
wodgovaraju tacke prave u beskonacnosti ravni w.

Prema tome, ako ovu pravu uzmemo za pravu nedogleda
h i stavimo

(21) w,=g(z,), w.=g(2), W;=g(2;), w;=g(zi),
‘tada Ce proizvod

(22) (AB, A B')p - (wa— wy| w; - wi)

zadovoljavati oba uslova 1° i 2°.
Da je i uslov 2° zaista zadovoljen, tj. da je

(wy —wy [w, -w)=0
kad se duii 2,2z, i z’1 z; produiene seku u nedogledu, lako uvi-
djamo ako primetimo da tada duZi wyw, i w; w’2 moraju biti

paralelne (tj. da njihov paralelni proizvod mora biti jednak nuli),
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20
jer tatka. preseka duZi zz i z”1 z; leZi na pravoj &, pa_ joj u

ravni w odgovara tatka koja sé nalazi na pravoj u beskona&-
nosti ove ravni. ‘ '

Otuda vidimo da se izrazom (22) sa (21) i (20) moize
efektivho obrazovati proizvod koji zadovoljava uslove 1° i 2°.

Primetimo najzad da paralelni proizvod dva vektora pret-
stavija, ustvari, povr§inu paralelograma obrazovanog ovim ve-
ktorima, tj. da izraz‘(222 ima u izvesnom smislu povrsinski
karakter, a da uslovi 1° i 2° pretstavljaju metri¢ke osobine
povrSine. Prema tome, iz gornjeg izlaganja izlazi da se, preko
simboli¢kog proizvoda @, Paposov stav moZe izvesti postuli-
sanjem dveju osnovnih metri¢kih osobina povr§ine, naime adi-
_tivnosti povrSina i Cinjenice da ona iS¢ezava kad lik degenerise
na pravl.

Kako ovom proizvodu, kao §to smo pokazali, moZemo
dati veoma op§ti oblik, to se podesnim izborom funkcija F i
G mogu dobiti i drugi stavovi, a bilo bi od interesa da se vidi
kako bi trebalo izabrati ove funkcije da bi se ovim dobio i
-0p§ti Pascal-ov stav koji se odnosi na konicne preseke.



