SUR DES EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES
DU SECOND ORDRE TRANSFORMABLES EN FLLES-MEMES
PAR UN CHANGEMENT DE FONCTION
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1. Lorentz a démontré {voir, par exemple [1]} que I'équation de D’Alembert

Py M1y
ax? a2y 572 c? o2
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par le changement des variables indépendantes

X - vt c?

x' = - /_,,,, ==, J,r:y, 2= .
y
[z

se transforme en elle-méme.
Dans cet article nous allons donner les conditions sous lesquelles 1’équa-
tion de Laplace

az az a2z
(a) oxay +a (x, y) o +b(x, ) o te(x, )z +d(x,y)=0,
par le changement de fonction
az
(b) 3}-} 4+ dz Zy

se transforme en elle-méme.

L’équation (a), par le changement (b), se transforme en elle-méme, si I'on a

2a aa aa
b=-‘.b?ay+](x). =+ a.""a'} ay+af(x)+g(x),
d = h(x) = ’

ol f(x), g(x), h(x) sont des fonctions arbitraires de x.



Dans ce cas, sa solution particuliére est
. [(f+e)dx [G—ayay — [(f+e) dx
z = [C - Ihc dx | e ) s

et sa intégrale compléte, pour g-—=m (m= const), est

(m=r)x—(s+1)y (s4m) x— (r+1) (m 1) 1y
:‘[Qemwx \+”"iC3£’s+) (r+ y+Cem r) x4 (s—1)y

4

L Cye (m--s) x4+ (r=1)» L C- jhef(f-i-gj dxdx] ej(!-a)ay—.['(f.}_g) dx
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: e —2 | 4 me, § = 2 — I -m,

et C,, Cy. Cy, C, C, sont des constantes arbitiaires.
2. L’équation de Laplace

%z az az
a— +b-—+cz+d=0
ax ay ax ay

()

ou les coefficients @, b, ¢, d sont des fonctions données des variables indépen-
dantes x et y peut toujours s’écrire

2) d (7337 + az) + b (E + a:) bd=pz (p. =2 yab- c')
ax \ay ay X
ou
2z,
(3) ox + bz +d=pz
en posant
az
(4) ;}‘; + az = Zy ..

Si I'on élimine z entre les deux- équations (3) et (4), pour u#0, on est
conduit a la nouvelle équation, de méme que la premiére

2z az az
(5) 3}31; +ay ;:- +b,l'_,‘—y1 + ez +dy =0,
ou l'on a - e ©
If : b - aln
a1=a+a—n-!»£,bl=b, c1=c—i{1~+aw—— —----‘U',
ay ax 2y ay
(6 I 3 :
dy = d(a = ”?") T
ay ay
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Done, I'équation (1). dans le cas ou p#0, par le changement (4), sc
transforme en équation (5).

Pour que I'équation (1), par le changement (4). se transforme en elle-
méme, il faut que le systéme suivant

a, = a, by =b,
™ e, =c¢, d =d,
soit satisfait.

Du systéme (7), d’aprés (6), on obtient

-~ -

aa 2a 2a
b - . y 5 \“ Cp— -f- J . y {
1 os ay + f(x), ¢ ox a e ay + af(x) + g(x),
[(1—ajay
d=h(x)e’ .

ol f(x), g(x), hi(x) sont des fonctions arbitraires de x.
Par suite, on peut énoncer le résultat suivant:
L'équation aux dérivées partielles suivante

2z z az )
® > +a” 4 [jaa ay + f(.\‘)jl oy T [M +a ' ziay*af(x)+g(x)]z

axay ax ax ax

1=
[(1—ajay _o,

+ h{x)e
par le changement de fonction

az
— + az =y,
ay

se¢ transforme en elle-méme.

Si dans I’équation (4) on pose z, — z, elle devient
az
(&) oy T@-Dz=0.

De I’équation (9) il suit
(10) z = a(x

oll «(x) est une fonction arbitraire de x.

{l—aj)ay
)ef ,

Pour que la fonction =, determinée par la relation (10), soit une intégrale
de I’équation (8), la fonction «(x) doit vérifier & I’équation suivante

i) o + (f+ea+h=0,

d’ol 'on tire
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12) L Jurwax [C—jhemﬂ’“dx],

ol C est unc constante d’intégration.
Par suite, I’équation (8) a comme solution particuliére

(13) Z = [cv___ [he .r(f'i".ﬂ') dx dx] " _f(l-—a) ay— f{f+g) dx .

w

L'équation (8), par le changement

[(1—a) ay
z=u+ae"’

se transforme en équation

2%u au aa

(14) Sy +a- o+ [IZ; 2y +f(x):| z;— + [ax +a [jz ay + af(x) +g(x)]um0.

”

Puisque I'équation (14), par le changement

au
2y 4+ au = uy,
se transforme aussi en elle-méme, il suit qu’elle a comme solution particuliére
~p@el”
ou
8 (x) = C,eufffm dx
L’équation (14), par le changement
‘ u [Bve'l‘“_aJ s
se transforme en équation
2 av
(15) Bl Oy S o
XY % ay

Dans le cas ot g =m (m = const), 1'équation (15), p'ar le changement

Yx-+8y
V= we

(v, 8= constantes),
se transforme en équation

32w
axay

A (.3+ 1)2_";4-(7—‘"1)%-{*(787-[- y—md)w =0,

qui, pour y =m, 8= -1, davient
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L'intégrale compléte de la derniére équation est

sX—I) —rXx4-sy —sx+ry

—ay
+C¥ + Cyse .

rx
W = Cge

+Cze
ou

e [N | T
r~‘|,-—‘2A+ [ = —m § = e —fn
et G, C,, G, C,, C; sont des constantes arbitraires.

Par suite, I'intégrale compléte de I'équation (8) est
(mts) x— (r+1) y
e

G

16 z= el -lute ‘“[Cge () x~(s+ 1y |

e =i i = d
$C MOy o satie ”+C-—Ihe fir+e) xdx].

Exemples: 1° L’équation

2z
axay

2z P . - X
+xty oy (2 + ) s @xy+x2)3+xty—1)z+exp (y - =
ax : ay : :
par le changement de fonction

a
% + x¥yz = z,,.
se transforme en elle-méme. Elle a comme solution particuliére
e 'z 2 (C - x.)‘-exp.v{(y —_— f’;“) ,-
et par le chﬁngerﬂeht )
z=u+ (C—Xx)exp (y - %J—{n)
se tranéfoi:me en ér;[uation | Froetigiioct 28

%u
axay

+ 20y Lot (xyt 4 1) ’:*:7 +Qxy + X3+ X2y - Du = 0.

Puisque la derniére équation, par le changement ~ - o0 -
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au
— + X yu =,
ay

se transforme aussi en elle-méme, elle a comme solution particuliére

xﬂy!)
u exp( —
et par le changement

2 1,2
u = vexp(y — 5‘2—1-)

se transforme en équation

%y av ay
- + i R
axay ax - ay

=0’

~qui, par le changement

devient

dont l'intégrale compléte est

sX—ry —rx+-sy —sx4-ry

+Cie + Cie .

i . rx—sy
w=Cye

el | EEER T I R | (TR L
2 4 § = 2 4 ’

et C, Gy, Gy, Cy (",'s sont des constantes arbitraires.

+ Cqe
ou

Par suite, I'intégrale compléte de 1'équation proposée est

x2yt )
& =(Ca erx—-sy +C’esx—ry +C‘e—rx+sy +C;e_u+r, )e-—- ( 5 + x
2
o (C—x)exp( - xzy‘)'
2° L’équation : '
2 2 Lk L
A1 +xa—z—+y3-z—'+xyz+ex Y=,
axay ax ay

par le changement de fonction



ax

se transforme en elle-méme. Elle a comme solution particuliére

X=Xy
et par le changement
xX—-xy
z=u-+e

se transforme en équation

*u au au

e X — Y — + xyu = 0.

axay ax ay

Puisque la derniére équation, par le changement

U

C R YU = U,
ax * 1

se transforme aussi en elle-méme, elle a comme sulution particuliére

X—xy+y
= e
et par le changement
x—xy+y
U=
se transforme en équation
2%y av av

axay  ax | ay
qui, par le changement

denient

dont I'intégrale compléte est

rx—sy sx—ry -rx-4sy —sx+ry
w=Cye + Cye + Cee + Cqe

3 Cj _L/.. C:?, —_— . V?]-— —“'_'t[‘C;_’.‘—'.—::__
r“‘-V'—'_z_+ ’4'_'l; § = "‘_2'__ / 4—19

et Cy, G, C;, C,, C; sont des constantes d’intégration.
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Par conséquent, l'intégrale compléte de I’équation proposée est

/ s x—Iy . —rx4s o2 -
z=(c,e”‘ T o A ) Rl R +ex)e o
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Unmja A. lllankapes

3A JMHEAPHU ITAPIIUJATHHU JUOEPEHUJAJIHU PABEHKU
OJ BTOP PEJ KO CE TPAHC®OPMMHPAAT CAMH BO CEBE
CO CMEHA O] ®YHKILMJATA ;

Peanme

Ce mokaxysa Jeka napuujanHata nudepenumjanua pasenka (9), co cme-
Hata (4), ce Tpanchopmupa cama Bo cebe. HejsuH TapTHKylapeH HHTETpan €
(13), a noTHONHMOT MHTerpaiu, 3a g = m (m = const), e (16).



