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РЕАЛНА ПРОМЕНЛИВА СО ПОМОШ НА ИМАГИНАРЕН ЧЕКОР 

Филип Николовски 1 

 
При примената на математички методи во пракса често пати се 

соочуваме со услови и ограничувања кои не се својствени за теориската 
анализа. Така на пример, податоците добиени со мерење при изведува-
ње експерименти претставуваат дискретно множество податоци, па тех-
никите од диференцијанлото и интегралното сметање не се директно 
применливи. Во вакви и слични ситуации природно се налага потребата 
од апроксимација на одредени величини кои во теорискиот случај рела-
тивно едноставно би можеле точно да се пресметаат. Во овој труд поде-
тално ќе се осврнеме на една апроксимација на првиот извод на функ-
ција од една реална променлива, ќе ја установиме точноста на апрокси-
мацијата, но и ќе ја споредиме нејзината ефикасност со една од „кла-
сичните“ апроксимации на изводот. 

1. ИЗВОД НА ФУНКЦИЈА И НЕГОВА „КЛАСИЧНА“ 
АПРОКСИМАЦИЈА 

Прво ќе го дефинираме поимот извод на функција во точка. Ја 
имаме следнава дефиниција, [1]. 

Дефиниција. Нека P  е отворен интервал и нека :f P →  е реал-
на функција определена на P . Функцијата ( )f x  е диференцијабилна во 
точката 0x P∈  ако постои конечен лимес 

 
0

0

0

( ) ( )lim
x x

f x f x
x x→

−
−

  (1) 

Овој реален број се нарекува извод на функцијата ( )f x  во точката 0x  и 

се бележи со 0( )f x′ . 
Да забележиме дека лимесот (1.1) е еквивалентен со  

 0 0

0

( ) ( )lim
h

f x h f x
h→

+ −   (2) 

Лимесот (2) е попогоден за воведување на апроксимациите, па затоа 
понатаму ќе работиме со него. 
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Иако за елементарните функции постојат формули за обликот на 
изводот, неговото аналитичкото пресметување често пати е тешко и 
непрактично. Постојат и случаи кога функцијата која се диференцира е 
позната само на дискретно множество точки (на пример точки во кои се 
врши некакво мерење), па воопшто и не може да стане збор за наоѓање 
на точниот извод. Во вакви и слични случаи постои можност изводот да 
го апроксимираме со одредена точност. 

Имајќи ја предвид дефиницијата на извод во точка (2), за мали 
вредности на параметарот 0h >  ја добиваме следнава апроксимација: 

 0 0
0 0

( ) ( )( ) ( )FD
f x h f xf x f x

h
+ −′ ′≈ =   (3) 

Оваа апроксимација се нарекува апроксимација со предна разлика и 
јасно дека колку h  е помало, таа е поблиску до точната вредност на 
изводот. За да ја оцениме нејзината точност, од Тејлоровиот развој на 
f  во околина на 0x  имаме дека 

 ( )2
0 0 0( ) ( ) ( ) ,f x h f x h f x O h′+ = + ⋅ +   

од каде што следува дека 

 0 0
0

( ) ( )( ) ( ).f x h f xf x O h
h

+ −′ = +   

Да напоменеме дека ако за две низи ненегативни броеви ( )ka  и ( )kb  

постои број 0C >  таков што за секој k∈  важи k ka C b≤ ⋅ , тогаш 

пишуваме ( )k ka O b= . Конечно, за грешката на апроксимацијата доби-

ваме  

 0 0
0

( ) ( )( ) ( )f x h f xf x O h
h

+ −′ − ≤   (4) 

За грешката при апроксимација на првиот извод дадена со (4) велиме 
дека е грешка од прв ред. 

На сличен начин може да извршиме апроксимација на изводот со 
помош на задна разлика дадена со 

 0 0
0

( ) ( )( ) f x f x hf x
h

− −′ ≈   (5) 

кај која грешката е исто така од прв ред (следи од Тејлоровиот развој, 
слично како кај грешката на апроксимацијата со предната разлика). За
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да ја подобриме апроксимацијата, т.е. за да ја намалиме грешката, пов-
торно поаѓаме од Тејлоровиот развој на f  во околина на 0x . Ако 0h >  
е мал чекор, тогаш 
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( ) ( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( ) ( )
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hf x h f x h f x f x O h

hf x h f x h f x f x O h

′ ′′+ = + ⋅ + ⋅ +

′ ′′− = − ⋅ + ⋅ +
  

Одземајќи го вториот од првиот израз добиваме 
 ( )3

0 0 0( ) ( ) 2 ( ) ,f x h f x h h f x O h′+ − − = ⋅ +   

од каде што следува дека  

 ( )20 0
0

( ) ( )( )
2

f x h f x hf x O h
h

+ − −′ = +   (6) 

Оваа апроксимација на првиот извод се нарекува апроксимација со 
центрирана разлика, а очигледно е дека грешката во овој случај е од 
втор ред, бидејќи 

 ( )20 0
0

( ) ( )( ) .
2

f x h f x hf x O h
h

+ − −′ − ≤   

Така, за мали вредности на чекорот h  првиот извод може да се 
апроксимира со 

 0 0
0 0

( ) ( )( ) ( )
2 CD

f x h f x hf x f x
h

+ − −′ ′≈ =   (7) 

Апроксимациите (3), (5) и (7) се нарекуваат апроксимации со 
конечни разлики и содржат одземање во броителот; при имплементација 
на овие апроксимации во нумерички алгоритми, во случаи кога чекорот 
h  е мал, броителот може да биде еднаков на нула во конечната аритме-
тика којашто ја користат компјутерите. Ова, пак, води кон погрешна 
апроксимација на изводот, што секако е непожелно. Затоа препорачли-

во е користење на чекор од ред 16 810 10− −≈ = , [4]. За да се избегне 
ваков исход, во продолжение ќе опишеме еден начин за апроксимација 
на првиот извод кај кој нема одземање коешто може да води до погреш-
ни резултати. 
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2. АПРОКСИМАЦИЈА НА ИЗВОД СО ПОМОШ НА 
ИМАГИНАРЕН ЧЕКОР 

Нека f  е аналитичка функција од комплексна променлива 

z x iy= +  ( 2 1i = − ) чија рестрикција на реалната права е реална 
функција. За ,x h∈  и 0h > , според [5], функцијата има Тејлоров 
развој 
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ih ihf x ih f x ih f x f x f x

h hf x ih f x f x i f x

′ ′′ ′′′+ = + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

′ ′′ ′′′= + ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ +





  

од каде што следува дека 

 ( )
3

Im ( ) ( ) ( ) ,
6
hf x ih h f x f x′ ′′′+ = ⋅ − ⋅ +   

т.е.  ( ) ( )
2

21 Im ( ) ( ) ( ) ( ) .
6
hf x ih f x f x f x O h

h
′ ′′′ ′⋅ + = − ⋅ + = +   

Оттука добиваме формула за апроксимација на првиот извод со помош 
на комплексен чекор дадена со 

 ( ) 0
1( ) Im ( ) ( )CSf x f x ih f x
h

′ ′≈ ⋅ + =   (8) 

при што грешката е определна со 

 ( ) ( )21( ) Im ( )f x f x ih O h
h

′ − ⋅ + ≤ . 

Иако грешката кај оваа апроксимација е од втор ред, исто како и 
кај апроксимацијата со центрирани разлики (7), во овој случај нема 
можност за одземање на величини со слична големина, па се избегнува 
случајот апроксимацијата да даде резултат нула и во случаи кога тоа е 
неточно. Дополнително, за апроксимација на првиот извод со грешка од 
втор ред во овој случај е потребно само едно пресметување на вреднос-
та на функцијата (за истата грешка со конечни разлики потребни се 
две). Од друга страна, апроксимацијата (8) зависи од можноста реална 
функција да се прошири до аналитичка функција од комплексна про-
менлива чија рестрикција на реалната оска е реална функција. Ова сека-
ко не е секогаш можно да се направи на начин кој е корисен и едноста-
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вен, но за најголем дел од функциите кои често се сретнуваат, постои 
вакво проширување. 
 

3. ПРИМЕРИ И СПОРЕДБА НА АПРОКСИМАЦИИТЕ 

Ефикасноста на апроксимациите ќе ја споредиме на функцијата 
4.5( )f x x=  за вредноста на изводот во точката 0 1.5x = ; точната вред-

ност на 13 децимали е (1.5) 18.6008127342598f ′ ≈ . Во Табелата 1 се 
дадени вредностите на апроксимациите на изводот добиени со помош 
на предна разлика ( 0( )FDf x′ ), центрирана разлика ( 0( )CDf x′ ) и со ком-

плексен чекор ( 0( )CSf x′ ) за различни вредности на h . 

 

Табела 1. Апроскимација на (1.5)f ′  со различни нумерички методи. 
 

 
Слика 1. Зависност на апсолутната грешка на апроксимациите  

                        од големината на чекорот h .
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Од сликата и табелата јасно се гледа дека апроксимацијата со ком-
плексен чекор е најдобра. До големина на чекорот 610h −≈  апроксима-
цијата со центрирана разлика и апроксимацијата со комплексен чекор 
се со точност од ист ред (што и се очекува), но за помала големина на 
чекорот грешката кај апроксимацијата со центрирана разлика почнува 
да расте (бидејќи одземањето во броителот дава сѐ понепрецизни резул-
тати), а кај апроксимацијата со комплексен чекор продолжува да се на-
малува. Апроксимацијата со предната разлика е со најмала точност од 
трите апроксимации кои се споредуваат. 

Една природна насока за понатамошно обопштување на апрокси-
мацијата со комплексен чекор е нејзина примена во случај на функции 
со повеќе променливи, во контекст на апроксимација на градиентот , 
[2]. Голем број нумерички алгоритми користат изводи/градиенти во 
рамки на итеративните процеси кои ги опишуваат, па подобрената ап-
роксимација неминовно води и до подобра работа на самите алгоритми.  
Дополнително, во [3] е направена имплементација на апроксимацијата 
на извод со помош на комплексен чекор во околина на шум, а оваа 
постапка е применета во оптимизациони алгоритми кои користат само 
информации за функцијата на цел. И во овој контекст, апроксимацијата 
со комплексен чекор покажува подобри резултати од апроксимациите 
со конечни разлики. 
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