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INVERSIBLES DANS LES [n] - CATEGORIES
Viadimir V. Topentcharov, Ketty G. Peeva

Il a ét¢ indiqué (voir [6], [7]1) que le probléme des inversibles dans la
théorie des [n]-catégories, ainsi que dans la théorie des n-groupes, n demi
groupes et n-quasi-groupes [!] reste ouvert. Le cas des inversibles dans
les <n>-et (n)-catégories est traité dans quelques exemples, qui »’ indiquent
pas une richesse de rézultats pouvant justifier I’ étude en détails

Quelques définitions et une étude du sustéme d’axiones pour les
[n}-catégorie aux éléments inversibles sont exposés dans [8], mais sans en
tirer des conséquences sur les inversibles eux-mémes.

Nous nous proposons d’ étudier le probléme des inversibles dans
les [n]-catégories, la strukture s-aire la plus proche des catégories [6]. Les
[nl-groupoides, i. e. [n]-catégories & éléments inversibles, sont définis et
leurs propriétés sont esquissées. Des liens entre I’ inversibilité dans une
[n]-catégorie et celle dans la catégorie de recouvrement correspondente
sont explicités. Un rappel sur les [n]-catégore est tait au début d’article,

La terminologie et les notatios sont celles de [2] pour les catégo-

ries de [4], [S] pour les [n]-catégories, de [3] pour l'algébre générale.

1. Rappel sur les [n]-catégories

Soit C un ensemble. On dit [2] que [C]=(C, b, a) est un graphe
orienté si b, a: C— C, sont des rétractions de Csur C,C C, i, e si

b.b=b, b.a=a, ab=b,a.a=a,
On dira que (C, k,) est une n-classe sik,: C*— C est une loi de com-

position n-aire; on note IC C C» PI’enéemble des n-uplets composables
pour k. B
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A tout graphe orienté [C]= (C,b,a,) est canoniquement assoicée
une suit de rétractions Vi = {ujs Y<n}L, ol #—bsi j<iet u—a si
j>1i. On dit alors [4], [S] que [Cli = (C, Vim) cst un [n]— graphe

DEFINITION 1. On dira que l'algébre (C, k; Vin) = C ) est une
[n]-catégorie si les conditions suivantes sont vérifies:

(K. 1) (C,k,) est une n-classe; (C, Vin) est un [n]-graphe.

(K. 2) Si vg=pr/"1C est la restriction de pr;: C#*— C sur”Con a

b(k,',(xi;ign)) =b(x) et a(ky xi;i<n)) = a (x").
(K.3) W C={(x; i<n); a(xi)=b (xi+)), i <n-1}.
(K4 Si Vim(x),x)€WC, alors [(Vm(x), x)i]=x, ol lon a posé

Vim (%), ) = @(x), ..., a ), b ), L b(x),
I'élément X € C Stant en i-éme position.
(K.5) Etant donnée une (2n-1)-suite, si pour tout p<<n on a (x¥+?;
O<k<ncWCet (x,..., xP-1, [(xP+F; 0, <k < n-1)], xP+E-1 |
.o, X1 C M C)oalors pour tout p,g<<n on a
[ x2=Y [ (xe, ..., x¢+8-1) ] xe+n & x20-1)]=
=0t .., xP-L [(x?, ..., xp+n-1)] xpim xin-1)]

La notion de [n]-foncteur s'obtient par les méthodes classiques [2], [3]
On dit [4), [S] que F: Cis) — Hjy; est un [n)foncteur de la [n)-catégorie
Ci vers la [n]-catégorie Ki,y si F: C— H est une application telle que

FIEG ismD =[(Fx); i<m)], VE-Fx)=FV (%), x € C.
Ayant en vue la définition classique d'inversible dans une strcture

algébrique [3] et en particulier dans les catégories [2], on a:

DEFINITION 2. On dira que x’ (resp. x*) est un inverse d droite
(res @ gauche) de x € C dans Cy,; relativement a la (n-2)-suite (3%,...,y%-1)
(res 73, ..,, %)) d'éléments de C si les relations suivantes sont véri-
fides:
(x2% .o XDEWMC et [(x2 ..., "L x) ] =a(x)
(resp. (x,7%,..., V=L X )EWMC et [(x,72 ..., VLX) ] =b(x)).
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En particulier on dit que x' € C (resp. x” € C) est un inverse a dro-
ite (resp. @ gaushe) canonique de x € C dans Cy, s'il est inversible @ dro-
ite (resp. a gaushe) de s € C pour la (n-2)-suite (e,...,e) formée d’unités
€ =Db(x) (resp. e=a(x)). Si x€ C admet un inverse 4 droite et un in-
verse @ gauche (canonique) on dira qu'il est (canoniquement) inversible
dans Cin )

Si n=2 les notions d’inversible et de canoniquement inversible coin-
sident et on obtient l'inversibilité classique. Plus loin, sauf mention expl
cite, on dira inversible pour un élément canoniquement inversible, la no-
tion générale d'inversibilité dépendant d'une (n-2)-suite assez arbitraire.

DEFINITION 3. On dira qué la [n]-catégorie Ciy; est un [n]-groupo-
ide si tout élément de C est inversible dans Cig.

2, Quelques propriétés des inversibles

Pour les éléments décrits par la DEF. 3 une suite de résultats do-
nnent une caractérisation assez compléte comme pour les structures wusu-
elles [3].

PROPOSITION 1. Pour que x € C soit inversible dans Cry il faut et
il suffit que x € C admette d'inversibles a gauche et & droite dans C.p).

Démonstration. Si x¢€ C est inversible, alors des inversibles
a droite et @ gauche existent suivant la DEF. 3.—Si des inversibles a4
gauche et 2 droite existent pour un éléments X € C, il est par définition
(voir DEF. 3) un éléments invesible dans Cpg).

PROPOSITION 2. Si x' € C est inverse @ gauche pour x € C dans
Cin), alors x € C est inverse adroit e pour x' € C dans Cimy.

Démonstration. Puisque x¢€ C est un inverse 4 gauche de
x€ C dans Cy, on a [(X,a4(x),..., ax),x)] =b(x); appliquant (K. 1),
(K.2), (K.3) au composé ainsi construit, on a a(x)=b(x) et a(x) =
= b (x); alors

[, a),....a(x), x)]=b(x)=a(x),

ce qui montre, que x € C est l'inverse & droite de x'€ C dans Cpy sui-
vant la

DEF. 3.

PROPOSITION 3. Si un élément x € C posséde un inverse dans Cny,
celuici est unique.
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Démonstration. Supposons que x € C est inversible dans Cpy
et soit x’,x"” € C ses deux inverse; alors par définition on a

xe....ex)]=a(x) =][(xe, ..., ex")];

considérons la n-1-suite (x',¢,...,¢); 1'égalité obtenue ci-dessus entraine

*é....6[(xe....x)]) (& ....[(xe....e x)])ERC
on en déduit Végalité des compositions, soit _ | ) '
[(x,6...,6[x,e....,e,X)D]I=[(x6....6[(xe...,6X) ]}

I'axiome (K.5) de Vassocitivité n-aire permet d’écrire
[([(x>&...,8x)])e,..., e,‘x’)]v=[([(x’, é...;6x)]e...,,X]

D’autre part, é=b (x)=a(x),on a[(¥',¢é,...,  x)]=a (x)=Db (x) suivant la
PROP. 2 et puisque b(x)=e on obtient les égalités

[....ex)]=[(e....e,x")];
pulsque e € C,, c'est une unité dans Ciny, d'olt x'=x"

PROPOSITION 4. Si l'inverse a drozte et l'inverse a gauche de xE C
par rapport aux (n-2)-suites (% ...,y"Y) et (3,..., 3"1) dans Cp, sont
égaux et identiques ax € C, alors les deux suites sont identiques. Si de
plus x € C est canoniquement inversible dans Cy, et son inverse est identi-
que & x € C, alors yi=3! pour tout i<n.

‘Démonstration. De la DEF. 3 et de (K.2) on obtient
[(6 32, y*-Lx)]=a(x) et B([(x, )% ..., X", x)])=Db (x);

mais on a aussi b([(x % ..., %)]) = b(x), b ((a (x)) = a(x) et
b(x)=a(x); avec les propriétés des inverses on a alors

[ 9%. yh D)=[ (54 ..., 7 ) ]

om compose de gauche et de droite cette égalité par les (n-2)-suites
x5 ..., 9 et (8,...,y"1,x), les composition étant manifestement
définie Appliquant plusieurs fois l'axiome (K.S5) de l'associativité n-aire,
on obtient en définitive (32,...,y"Y)=(3%,...,571).—Le cas de l'inverse
canonique est manifestement tr1v1al Notons qu'il n'est pas posible d'ob-
tenir @ partir de I'égalite des suite 'égalité de leurs composente, car on
fait I'application de I'axiome (K.5) donne [(e,?, ...,y &)1=[(e, 7.

v -1 €], e=a(x)=b(x); yi=ji=e, z<n, n'est vrai que pour le
cas canonique.
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PROPOSITION 5. L'ensemble C, des éléments inversibles de Cin
défmzt un sous-[n]-groupoi’de Cyin de Cp.

Démonstration. Soit (x¥; i<n) une n-suite d'inversibles de
Cyy et soit (x#; i <n) la n-suite correspondente formée des inverses; s
pposons. encore que (xi; i<nm)€rIC; il s'en suit (voir (K.3)), due
a (x+)=b (x?), i <n-1; liuversibilité de x/¢ C dans Ci, implique b (x)=
= a(x?) et a(x))=b(x?), i<n; alors on a (xi; i <n)€C, Vordre dans

cette derniére n-suite étant I'ordre inverse, i. e (X%,...,%%); il nous reste
4 montrer que ’

[ xM)] 6 e [, XD D) ]=e;
.a cet effet on applique pluswurs fois (K. 4) et (K.5) comme suit:
v([(x,---, M) ..., elG*..., 5] = [, D],
e...,e,X"], E"—l,....,il)])] [([(x1 ey X1 )] XYL, X)) =
=[(x..., x"%, [(e, 6 x"1, e,...,e)], (e,?"—“,...,x‘)])]=[([(x1,...'
xn-2 e, [(x"Le..., e, X)), X7-2 ..., X)] =[([&Y..:, xP2 e
alex 2. .., xM]=...=[(* e...,6,X) =

“on o utilisé ci-dessus I'égalité suivante

[(e....e[(xe....0))]=[(,....e,[(e, xe,...,8)], &)]=x,

qui n'est vérifiée pour les catégorie polyadiques que si a(x)=b(x)=e
(pour les [n]-catégories elle est vérifiée pour a(x)#%b(x) également).
Il s'en suit que [(x¥; i <n)]€ C est inversible et que [(‘" L x)]EC
est son inverse.

PROPOSITION 6. Pour qu’uhe sous-n-cla.;sé C de 'C[,., spft un_ so-
us-[n}-groupoide a,,] de Cymy il faut et il suffit que l'on ait
x€ Cox-1 € E’,
x-1 étant l'inverse de xEE dans C[,;].
Démonstration. Supposons que C est un sous- [n]-groupb’l’de
de Cm, noté Cm] et supposons que xE C est inversible dans Cm, en ‘vertu

de la PROP. 3 linverse de x¢€ C est unique, . soit x-1 et suivant Ia
DEF. 3 on a x—?EC,—-La suffisence découle de la PROP. 5. -
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3. Inversible et [n}-foncteur, recouvrement, dérivée

Soit F: Ciay— Hps) un [n]-foncteur. On se propose d'etudier le com-
portement des inversible, transformés par F.

PROPOSITION 7. Soit x' € C un inverse de x € C dans C et soit
F(x') et F(x) les images respectives de x,x' € C dans H par F. Alors
F(x") est un inverse de F(x) dans Hin.

Démonstration. Suivant la DEF. 3 on a [(x,¢,...,¢,X)]=
=a(x) supposant que x' & C est l'inverse d droite de x€C (le cas de
‘inverse @ gaushe est traité de la méme maniére). Alors on obient

F(l(x,e....e,xD=[(F &), F(e),....,F(e), F(x"))]=F(a(x))=a(F(x)),

ce qui prouve, que F(x) est l'inverse d droite de F(x) dans Hiy.

PROPOSITION 8. Si Cimy est un [nl-groupotde de support C et si
F(C)=H éant le support de Hpy, alors Hin) est un [n]-groupoide.

Démonstration. Puisque F(C)=H, pour toit y€ H il existe
au moins un x€C, tel que y=F(x); suivant la PROP. 7 I'élément
F(x") est l'inverse de F (x) dans Hpy, x € C étant l'inverse de x€C
dans Cis); puisque F(x)€ H, Hi est un [n]-groupoide en vertu de la
PROP. 6.

PROPOSTION 9. Soit C un groupoide et soit (C)n; la [n]-catégorie
dérivée qui lui est canoniquement associée (voir [4],[5]). Alors (C)m est
un [n]-groupotde.

Démonstration. Soit la n-suite composable dans (C) s, i. e.
(xi; i<n) € WMC; notons xiI€C linverse d droite de xI€ C dans le
groupoide de base C; la n-suite (x®, X-1,..., x%). formée des inverses
aux éléments xi € C et dans l'ordre inverse, est manifestement composable
dans (C) n;, puisque si (a(x?), b(x)) est le couple d'unités pour xI€C
dans C, le couple (a(x?), b(x?))) d'unités de xi € C dans C est tel que®
a(x)=b(xi) et b(x)=a (i), i <n; donc si b(x}) = axi+!), la n-suite en
question étant composable par hypothise, on a aussi a(X)=b(xi+1),
d'ou (x*, x*-1,...,%Y) € (IDC, Reste a démontrer, que I'élément [(X™,
xvL ..., X¥)] € C est Vinverse a droite de I'élément [(x%,...,x")] € C
dans (C) 1. A cet effet il suffit d’appliquer les idées de la démonstration
de la PROP. 5. Pour linverse 4 gauche, qui existe et est identique d
Vinverse @ droite on procdde de méme. Ceci étant vérifié pour toute
suite composable, (C) ;; est manifestement un [n]-groupoid.
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"COROLLAIRE. Si une [n]-catégorie Cim) est dérivée d'une catégorie
(bingire) C et si Cim est a éléments inversibles, 1. e. si Cmy est un [n}-
groupoide, alors C est un groupoide (binaire).

On suppose connues les idées du recouvrement d'une [n]-catégorie
par une catégories, dite catégorie de recouvrement LCpy de la In)-catégo-
tie Cy (voir [4], [5), [7]).

PROPOSITION 10. Soit Cin) une [n]-catégorie et soit LCpy la ca-
tégorie de recouvrement qui lui est canoniquement associée. Si Ciny est un
[n}-groupoide, alors LCin est un groupoide.

Démonstration. Soit xX € C l'inverse a droite de x £ C dans
Cinp, i.€. [(x,e,...,e,X)]=a(x); soit o la loi de composition dans la
catégorie de recouvrement LCy = (C, 0); la condition de définition dune
catégorie de recouvrement donnemanifestement

[(x,e,...,ex")] =a(x) = xoeo...o0e0x" = xox';
puisque x € C est un iaversible dans Cpy, on « aussi la composition
[(x's e,...,e,x)] =Db(x), dou comme ci-dessus, 1'égalité suivaite
[(x', €,...,€¢,x)]=Db(x) = x'0¢g. .. 0e'0x = x'ox;
mais des deux égalités ainsi obtenues, a savoir
xox'=a(x) et x'ox =b (x)

découle (voir la définition de linversiblité dans une catégorie [2]) que
x' € C est l'inverse (unique) de x € C dans LCpy. qui est évidemment in-
verse a droite et inverse @ gauche.

COROLLAIRE 1. Si un élemént est inversible dans Cin) il est inver=
sible dans LCu; également et vice versa.

COROLLAIRE 2. Si LCin est un groupoide, alors la [n]-catégorie
recouverte Ciny est un [n]-groupoide.
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- MTHBEP3UBWJIHOCT BO [n]-KATEI'OPMN
Baagumup B. Toiienuapos, Kewiu I'. Ileesa
(Pesume)

Ce mpoyyysa mpoGieMoT HaA HHBEP3MOWIHOCT BO [n]-KaTeropny.
Ce nedwnmpa [n}-rpynoun, T. €. [#]-xaTeropdja Ha MABEP3UCHIIHA eICMEHTH
¥ ce HCTHTYBaaT HeKOH eropm cBojctBa. Ce naBaaT BPCKH Mefy HHBED-
3EGEIHOCTA BO eIHA [n]-KATEropHja B BO COOJBCTHATA MNOKPHBHA KATEro-

pHia.




