DRAGOSLAY S. MITRINOVIC

O OPERACHAMA MAX I MIN

" 1. Posmatrajmo jedan konafan skup proizvoljnih realnih
| brojeva

Ew{a,,az,---,an}.
|

Prema definiciji'y, max (a,,a,,---,a,) oznafava onaj (ili
one) od n brojeva a,,a,,---,a, koji nije premasen ni od jednog
od ostalih brojeva tog skupa. Na analogi nalln definiSe se ope-
raclja min (ay,a,, -+, a,).

U skupu E operacije max i min uvek su izvodljive, drugim
retima skup E uliva grupnu osobinu®y ili, kako se to drukcije
kaze, skup E zadovoljava grupni stav®y (prvi postulat).

Da bismo uprostili pisanje, oznaimo sa a, b, ¢ tri ma koja
elementa skupa £. Lako se pokazuje da operacije max i min
zadovoljavaju ove zakone*:

I. Idempotentni zakon:
max (e¢,a)=-a, min(a,a)=a;

ll. Komutativni zakon:
max (a, b) = max(b,a), min(a,b)-min(b,a);

. Asocijativni zakon:
max { max (e, b), ¢ } = max {a, max(b,c) },

min { min (@, b),c } =min { e, min(b,c) };

IV. Apsorpcioni zakon:
max { ¢, min (a, b) } =a,
min { e, max(a,b)}=a;

1) [1], str. XVI. Brojevi u zagradama odnose se na bibliografiju
datu iza rezimea.

%) [2], paragraf 185.
%) [8], str. 10, paragraf 1.
4) [4], str. 104.
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V. Distributivni zakon:
max { ¢, min (b, c)} = min { max (e, b), max(a,c)},
min {a, max(b,c)} = max { min (2, b), min (a,c) }.

Dakle, svaka od operacija max i min je komutativna, aso-
cijativna i distributivna u odnosu na drugu operaciju.

Prenumerisavanjemn uvek se moZe podesiti da su elementi
dy,d,,---,a, takvi da je

(1) A A< v Sy

tada je za operaciju max jedini¢ni element «,, jer je, za svako
k(1< k< n), :

max (a,, @) = ay.

Taj jedini¢ni element je u isti mah i levi i desni.
Pod pretpostavkom (1), za min u skupu £ jedini¢ni ele-
ment je a,, jer je

min (@, @,) = a

za svako k (1<Ck<Cn). I u ovom sluéaju a, je dvostrani jedi-
ni¢ni element.

Za operaciju max kao i za operaciju min skup E ¢&ini
grupu u sluéaju kada su elementi @; medusobno jednaki, tj.
d1=-(12=-"=tl,,.

‘NaveS¢emo sada jednu interesantnu osobinu operacija max
i min koju algebrista O. Ore" naziva neobicna (peculiar) oso-
bina. Ona se moZe ovako formulisati: '

Za tri ma koja realna broja a,b,c koji pripadaju skupu E
vaZi relacija

(2) min { max (e, b), max (a,;c), max (b,c) }
=max { min (e, b), min (e,¢), min (b,¢) },

prema kojoj izraz Sto se nalazi na jednoj strani zadrZava svoju
vrednost kada se operacife max i min medusobno razmene.

2. U prethodnom paragrafu izneli smo nekoliko, velim
delom poznatih osobina operacija mex 1 min, i to iz ovih
razloga:

1° 3to u matematickoj literaturi na jezicima jugosloven-
skih naroda o ovome nije niSta pisano;

5) [4], str. 107.
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20 §to bismo Zeleli da od napred izloZenog i od onog Sto
sleduje stvorimo jednu celinu® o operacijama max i min.

U vezi sa relacijom (2) moZe se postaviti pitanje o tome
da li ima izraza opéstijih od izraza

min { max (a, b), max(a,c), max (&, c)}

koji uZivaju neobicnu osobinu da im vrednost ostaje invarijantna
ako se operacije max i min medusobno razmene. Na ovo pita-
nje odgovor je potvrdan, kao $to Ce niZie biti pokazano.

3. Iz skupa £ uzmimo p ma kojih razli¢itih elemenata
(3) Ala A&:"':Ap ! (péu]
koje smo pre novog oznafavanja uredili tako da je

(4) A <<A << 4y

i obrazujmo sve kombinacije bez ponavljanja klase & (1 <Ck<Cp).
Tako ¢emo dobiti (§] kombinacija

3 (5) ..........

Ap~k+11 AP—JH-'Z: Sty Aﬂ'

: Primenom operacija max i min na sve kombinacije (35),
mogu se-obrazovati ova dva izraza :

(6) M = max {ml“ (‘411 Ac:".'l Ak))'"imin (Ap-—fH-l1A_ﬂ—k+21'")AF)}s
(1) N = min {max (AU AE!"', Ak)"":maX(AP—k+in *4P"‘k+2)"'tAp)}'

¢) A. Suskevic[6] i M. Fedoseev[7] bavili su se sistemima
sa dve operacije za koje vaze dva distributivna zakona. Za ilustraciju teo-
rife uzimali su operacije max i min. Sa radovima SuSkevica i Fe-
doseeva upoznali smo se preko referata koje su doneli:
ahrbuch iber die Fortschritte der Mathematik (Bd. 60, Jahrgang
1034, 5. 902, referent Wielandt); i

Mathematical Reviews (Vol. 3, 1942, p. 36, referent Knebelman).

Ukoliko je to bilo moguéno, koristili smo navedene  referate da
bismo osobine operacija max i min izneli 5fo potpuniie.
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Poslednje dve relacije, vode¢i raduna o (4), postaju respek-
tivno

(8) M = max (An‘“s AP—H-J.)"Ap—k—f-js
9) ~ N=min (Ag,---, Ap) = Ax.
Izrazi M i N bice jednaki ako je
k=p—-k+1,
tj. kada je
p=2kk-1,

§to znali da je p neparan broj.
Prema tome, moZe se formulisati ovaj rezultat:

Teorema.”) Kada je p jedan neparan broj, tada p proiz-
voljnifi brojeva Ay, Ay,---, Ap, koji pripadaju skupu reainifi bro-
jeva, zadovoljavafu relaciju

(IO) min {mﬂx (All A:‘H NET Ak): ze+, MNax (Aﬂ“f{ 11 AP—'&‘-FE) Ry Ap)}
= max {min (A1 y A3y~ Ak)s -+, Min (‘4P-—k+1! Ap—rter s Aﬁ)}

gde su operacije max { min kofe se javljaju u zagradama | |
primenjene na sve kombinacije klase k (k=(p+1)/2), obrazo-
vane od p navedenih brojeva (3).

Relacija (10) obuhvata, kao partikularni slucaj, poznatu
relaciju (2). Zaista, ako se u (10) stavi p=3, Sto povlaci za
sobom k=2, dobija se relacija (2).

Za p-=35, k=3 imamo ovu relaciju:

min {max (a, b, c), max (g, b, d), max (a, b, ), max (a, ¢, d),
max (g, ¢, e), max (g, d, ), max (b, ¢, d),

max (b, ¢, e), max (b, d, e), max (c, d, e)}

= max {min (a, b, c), min (e, b, d), min (e, b, €), min (a, ¢, d),
min (e, ¢, €), min (a, d,e), min (8, ¢, d),
min (b, ¢, €), min (b, d, e), min(c, d, e)}

7) Ovu smo teoremu objavili u jednom kratkom élanku koji je pri-
kazan na sednici Akademije nauka u Parizu [B].



e Anallzlranﬁi& mlacua (8) i (9) dolazi se do ov1h ne-
ednakosti

M>N
p+1
g8 T kse [ ] “gde je p prirodan paran broj,

za 1<<k< p—;l,' gde je p prirodan neparan broj;

(12) | M<N
TN [E_ﬂ]< k<_p, gde je p prirodan paran broj,

za p—“ < k<Cp, gde je p prirodan neparan broj.

P+

U ovim formulama[ s ]znaﬁi najveéi ceo broj sadrian u P,

2

5. Gore navedenu teoremu formulisali smo, poS§to smo

prethodno dokazali teoremu koja Ce niZe biti navedena.
Posmatrajmo jedan skup M i njegove ma koje parci}alne
skupove

(13) Mi! Mz:"'erx-

7

Iz skupa (13) izdvojimo p (1<_p<Cn) proizvoljnih parci-
jalnih skupova M; koje cemo oznaliti sa

AlJAz:"'aAps

{

i od njih formirajmo sve kombinacije bez ponavijanja klase'

k (1=Ck<Cp). Na taj natin dobijamo ( ) skupova

{Al’ sz"':Ak}’
(14) . e e
: (Ao i, Ay a5 Ap b

Primenom operacija A (presek) i V (unije) na (14), moze-
mo obrazovati dva nova skupa:

<A NANL A Ay,

(1) A SR e S S
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SUR LES OPERATIONS MAX ET MIN
(Résumé)

Aprés un bref apergu des propﬂétés des opérations max et min, en
partie connues?!), on démontre dans cet article le résultat suivant:

Théoréme |. 1. Si p présente un nombre naturel impair, les p
nombres quelconques

Ay, Azy--+, Ap
appartenant @ un ensemble fini des nombres réels, satisfont @ la relation

M min { max (Ay, As, - -y Ak ), -+ -, max (Ap—ttq, {lp—kﬂ, cee, Ap)}
=max{ min (4;, As,---, Ak ),---, min (Ap—k+y, Ap—k4s,--+, Ap)}

ol les opérations max et min figurant en { } sont appliquées a toutes les

combingisons (sans répétitions) k @ k (k=(p+1)/2), formées des p nom-
bres Ay, Asy--+, Ap. :
La relation (1) contient, comme cas particulier, la relation connue?)

min { max (4,, Ay), max (A,, Ag), max (4, Ay}
= max{ min (4;, Ay), min (4;, A;), min (4, Ap)}.

A la fin de I'article on signale un nouveau théoréme grice auquel
on a formulé le théoréme indiqué plus haut. Son énoncé -est:

Théoreme Il. Si p désigne un nombre naturel impair la relation®)
@ @AANAAD VNV Aok Aok N+ A Ap)
=(AVA V- VAL Ao A (Ap—ttr VAp—ka Vo=V Ap)
aura lieu toutes les fois que
k=(p+1)/2, s=(})

chaque membre de 'égalité contenant les s expressions entre (), ou, par
exemple, Ay, A, .- Ar présente Pune des s combinaisons (sans répétitions)
k a k, formées des p ensembles partiels Ai d'un ensemble donné A.

Pour p=38, k=2, la relation (2) se réduit 2
A AAD NV (A A AD V (A A Ad=(A1 V AD A (A V A A (AsV Ag)

ce Bﬂ résente la relation de Dedekind, appelé par O. Ore [laxiome
de Dedekind %)

) Cf. [4] p- 104; [6]; [T].

%) Cf. [4], p. 107

8) A=signe d'opération: Pintersection; \/=signe d'opération: la
réunion.

4 Cf. [8], p. 51; [9], p. 133, formule L 6; [10], p. 239, formule 8.






