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1. Es sei die lineare homogene Differentialgleichung

> a9 =0 M

=0

gegeben, wobei a;= a4; (x) m-mal differenzierbare Funktionen im Intervale
[a. b] sind.

In [1, 2, 3] werden einige Relationen zwischen die Funktionen a; (x)
und ihre Ableitungen erhalten, damit die gegebene Differentialgleichung
(1) Polynome als Losungen besitzt.

Fiir das Auftreten von Polynome als Losungen der Gleichung (1)
in dieser Arbeit geben wir zwei Theoreme, die mit einem neuen Verfahren
bewiesen werden.

Wenn wir zuerst

’
a5 g 41> m—2 T i m—2
— =g, und Gy g1 = " s
dy i’y m—2 + 4oy m—2

. )
i=0,1,...,n ayp,=0)

setzen, d ann konnen wir die folgende Theoreme aussagen.

Theorem [. Fiir das Auftreten von Polynom vom Grad m als Lo-
sung der Differentialgleichung (1) ist es notwendig und hinnreichend dass
die koeffizienten a; (x) sowie ihre Ableitungen die ‘Relation

al'= m—1 + au: m—1 0 (3)
erfiillen.

Theorem 2. Fiir das Auftreten von Polynome vom Grad m bis m+n—1
als Losungen der Differentialgleichung (1) d.h. fiir das Auftreten von Po-
lynom vom Grad m + n— 1 als ihren allgemeinen Integral ist es notwendig



und hinreichend dass die Koeffizienten ; (x) sowie ihre Ableitungen die
Relationen
ai,_'_l, m,,1+a.i,m_1:0 (i:(), l,. P ﬁ—'i) (4)
erfiillen.
Dabei ist Voraussetzen dass die Ausdriicken, die in den Nenner auf-
treten, ungleich von Null sind d.h. dass die gegebene Differentialgleichung
(1) keine Polynomldsungen vom Grad kleiner als m besitzt.

2. Ist in der leferentlalglelchung (1) a[,?’:O so kann sie, nach 2,
der Gestalt ;
Z ady, oyﬁ): 0

=0

geschrieben werden. Diese Gleichung, durch Differenzieren, geht in die
Differentialgleichung

n—1

Aoy + Z (ai +oot i)yt =0
i=0.
iiber, woraus durch Dividieren mit a1,0+ dy, 070, nach 2, arhilt man die
Diffrentialeleichung

n—1

Aps 1 y("'H) + Z (dz +1a m—1 + iy p— 1) _}’("H) =0.

Wenn wir dleses Verfharen m-mal” wmdcrhoien, nach 2, erhalten wir
die Differentialglechung.
: n—1
Aps m—1 yomeD 4 Z (@141 w14 n—1) ) t+m -0,
i—0

Von dieser Differentialgleichung kann man das Folgende feststellen.

1°. Wenn ein Polynom vom Grad m als L sung der. Differentialglei-
chung (1) auftrit. so ist die Relation (3) ausgefiillt.

2°. Ist die Relation (3) ausgefullt, so kann man von dieser Glei-

chung sehen, dass die Differentialgleichung (1) ein Polynom vom Grad
m als Losung besitzt.

3°. Wenn n Polynome, deren Grade von m bis m - n— | sind, als
Losungen der Differentialgleichung (1) auftreten, 0. smd die Relanonen
(4) ausgefiillt.

4°. Werden die Relationen (4) ausgefiillt, so kann man von letzten

Gleichung feststellen, dass ein Polynom vom Grad m + n— 1 als allgemei-
nes Integral der Differentialgleichung (1) auftrit.

Damit sind die zwei ausgesagte Theoreme bewiesen,
Beispiel 1. Die Differentialgleichung

a, y'+ fio.V: 0
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wird eine Polynomldssung vom Grad 1 bzw. 2 bzw. 3 haben wenn die Relation

(il) +1=0 bzw-j:—w—ﬂm—o—- +1=0
\ o L (4571/"51(:1)J'+'E .

bzw.
_ @fay '
N W
[__fflfa__um] L
(afap) +1
erfiillt ist.. '

Beispiel 2. Die Differentialgleichung
ayy'+ary +ay =20

wird eine Polynomlésung vom Grad 2 bzw. 3 haben, wenn die Relation

[MJ’+10

(ai/ag) + 1

"’ [ﬂg_]‘ | (@yay) ~ ayjay '
bzw - ) (aay) =1 | (a,/ag) +1 ti | —o0

I (ai_c_zir‘—al ol '
\ (a,/ag) +1

erfullt ist.

Beispiel 3. Die Differeniialgleichung

a,y "+ ayy'+ay+ay=>0
wird eine Polynomlgsung vom Grad m haben, wenn die Relation
[(as/ao)ufaa/ao ]’ + _(f_zf%)’“i“ﬁ/fg

(afa,) +1 (ar/ap) +1

[(agfao)'+a1/ao]' . e

(a/ap) +1

erfiillt ist.



Beispiel 4. Die Differentialgleichung
ayy'ta y+ayy=0

wird Polynomlésungen vom Grad 2 und 3 haben, wenn ihre Koeffizienten
die Relationen

[(a?/rmalm]%_]:o, [__.ae/ao ]’._o

(@yfag’ +1 (a,/ay)” + [”
erfiillen.

Beispiel 5. Die Differentialgleichung
as vt ay y'+oa, y+ agy =0

wird Polynoml6sungen vom Grad 2, 3 und 4 haben, wenn ihre Koeffizienten
die Relationen

(a2/a0),+alig£]‘ + 1 =0 [(am/ao)"f_ ag/(IoJ”I —0
(a1/ag)' 41 ' (a,/ay) 41 ’

[—3@—]‘# 1—0
(ar/ag) +1

erfiillen.
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