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Qu’il nous soit donné une intégrale définie f f(x) dx d’une fonction

réelle f(x). Que les limites @ et b dans cette intégrale soient les points singu-
liers de la fonction f(x). Alors il s’agit de la valeur principale de I'intégrale
définie

b b—r
(1) V. p.f 1 (x) dx’iplim[ f(x)dx.
r—>0

On ne trouve dans la litterature élémentaire que les traitements particuliers
de ce cas [1], [2]. Au moyen de nos résultats [3] et [4] on peut donner une
méthode du calcul des intégrales (1) dans un cas assez large de la fonction
f(x). Celle -ci étant continue sur [@ + r. b —r], cet intervalle étant une
partie de [a, b] pour r = 0, on peut employer immédiatement le résultat
général de [3]:

v. p. j f(x)dx =

(2)

—@—bylim Y Res "% ((“”)Z"“’_”)
14z

r=>0 O™ axe pos 1+ 2)?

si la valeur principale a coté gauche existe.

Mais la formule (2) ne nous dit rien sur les conditions de I’éxistence
de P'intégrale (2). Elle nous donne seulement un appareil du calcul dans
lequel on trouve des résidus d’une fonction analytique en dépendence des
limites [a -+ r, b—r] arbitrairement proches & [a, ]. On a besoin d’un
critére d’¢éxistence de la valeur (1).

2*



20

1l est de méme dans le cas si £ (x) a des poles du premier rang ¢; dans
I'intérieur de [a, b], (¢ < c; < b). Les points a et b étant aussi singuliers,
on a d’aprés [4]:

b =T Sifa—"
v. p. ff(x) dx = lim ff(x)dx—l—limz f f(x) dx +
r—>0 r—>0 i
a a+-r c‘,+r

b
(3) +lim f (x) dx = i (m' +In b—_c’L) Res f(z) +
10 =1 Cp—a )=
“ntr

+ (@ —b) lim

Inz ('(a+r) z-+b—r )
Res
r>0 O™ axe réels (1+ z)2

14z

On a aussi bésoin d’un théoréme qui justifierait ce calcul, ou donnerait une
formule analogue.

C’est pourquoi nous proposons le critére suivant:

Théoréme. Soit f(x) une fonction réelle du variable réel x, telle que f(2)
soit analytique sur le plan des complexes, éxeption faite:

1° des points x =a, x = b, (a<< b), étant des pdles du rang respecti-
vement &, n de la fonction f(2):

2° des points xz, k=1,2,..., m, intérieurs dans lintervalle [a, b]
étant tous les pdles du premier rang.

3° des poles ou des points singuliers essentiels isolés z de la fon-
ction f(z) dans le plan compleéxe.

Alors les valeurs principales (1), (2) et (3) existent si et seulement si:

a) les points a et b sont les poles du meme rang: k = n,

b) la partie générale du devellopement laurentien autour des poles
z = a et z = b est identique:

@) Res f(2) = Res f(2); By a= By yse-ei Buya = Basp

et sans I'égard au nombre m des pdles x; du premier rang, la valeur (3) existe
toujours et elle est comme il suit

b
— v p. ff(x) dx = Z Res(lnzijf(z)) —

distence finie
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Pour démontrer cette formule, on ne peut pas prendre la méthode de la sub-
stitution employé dans notre Note no. 3, car on ne peut pas fermer I'inter-
valle. On va prendre ici une méthode qui se base sur les propriétés du loga.
rithme, La fonction analytique

zZ—a

f@

—2Z

ayant les méme singularités que f(z), sur I'axe des x dans le sens direct a

’argument égal & zéro, et dans le sens réversible, le module f(x)-In *—4

restant le méme, 'argument se change avec 2w/ (f (z) étant uniforme). Clest
pourquoi, en entourant les points singulier avec les cercles, on peut parco-
urir Iintervalle [a, b] avec une coupur: qui conserve la valeur f (x) et les inté-
grales sur les demi-intervalles ou celles -ci sont réguli¢res. Le grand cercle
|z] =R compléte une région doublement connéxe. Une intégrale curviligne
prise sur ce contour fermé nous donne:

co—r
for@mEtd [ S dr
b—:z b—x
la—z|=r a-+r
m— T b—r
+y J' feyn YT %+ j feom > —%ax +
i=t bh—x b—
citr Cptr
) Cmt
+ § feniTtes | (Inx_a——.?:i Fid +
N b—:z J b—x
|z—bl =T
wi—1 Ci ‘ar / .
+5 Lln';*"_—zm')f(x)dxf
= C;’+1'—“’ o
a+r
+ I(Inx_a+2ni)f(x)dx+ $ f@-m* "% =
b—x b—z
e lz|=R

—2n 2 Res (f(z) ) P “)
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finie
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On calcule sérarement cettes intégrales. Prenant les séries de Laurent pour
le logarithme et pour f(z), on a aprés un calcul dont les détails sont éliminés:

55 fzym =% g z—2ni{[lnr—-—1n (b —a)] Res f(z) +
| z—al=r b—z —a
+ L g ->~——1—-B+ + : Byt +
b—a ° 2b—ap T k—1D)b—apt "
[ B I B, 1 B, |
+4m? . Resf(z) — 2mi| —F 4 k1 P Rt
,.:af() [l—k T = +(—1) r

T‘ir—f—fi{ﬂ—b—...ﬁ—ﬁrﬂqt...
1 2 n
et de méme facon

$ f@n Z;" dz — — 2mi :[m (b — a)—In r] Res £ (z) +
— Zz z=b

z—b|=r

LB B B (MBS |
b—a 2b—a? 3b—aP = (n—1)(b—an?
—47n2Res f(z) + 2mi ,,,f?_[f____ +——Bﬂ+ =
=5 (l—n) ro—1 (2—n)rn—s
4 _B_f_ + -Tz_.ii_'. rj:_‘l.

(—hr| #= k+1

ol Ay, By et A", B/, sont les coefficients dans les devellopements lauren-
tients respectivement sur les cerles |z —a| = r et |[z—b| = r.

Un calcul de l'intégrale autour de chaque péle x; c’est i dire sur le
cercle |z — xp|=r, ol on a pris les deux démicercles, de 0 jusqu'a —=;
et dépuis = jusqu’a 0. a cause de deux branches du logarithme, nous donne
(les détails du calcul sont omis):

$ mIT%. f)dz=—2mi-Res f(z) - In 5 ¢,
Z—Xxp | =r —Z Z=Xp — X

b
Aprés avoir employé la définition de la v. p. f £ (x) dx, pour que le procés

a
des limites r 0 nous donne un résultat déterminé, les conditions (4) sont
évidament nécessaires et suffisantes. Une concentration des calcules donne
la formule définitive (5). Le théoréme est démontré.

Quelques conséquences s’imposent par leur importance:
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Corolaire 1. Si une des limites a, b de 'intégrle est un point simple de la
fonction f (2), et si I'autre est un pdle du rang arbitraire, la valeur principale
b

v. p. ff(x) dx ne peut jamais éxister.

Corolaire TI. Si f(x) n’a d’autres singularités que z = a et z = b, étant tous
les deux les poles du méme rang k = 2/ ouk = 2 !+ 1, la valeur princi-
pale (1) existe toujours si les devellopements laurentient sont avec les parties
générales analogues, et elle est comme il suit.

b
,,va.ff(x)dxf« » Res(f(z)ln‘;"’) Res(f(z)lnz“")-1~

distence — 2z r=o0 e
finie
© B B¢ B
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b—a 3b—a® S5b—a)y 21—1) (b—a)*-1
Corolaire IIL. Si les points z = a et z = b sont les poles du premier rang de

r=a

b
f(z), avec Res f(z) = Res f(z), la v. p.f f(x) dx existe toujours, et elle
r=b

est donnée d’une somme des résidus

b
—vp [dx= 2 Res (f(z) [ p— ) 4Res (f(z) n Z*")
distence b—z = b—1z
a finie
v ! dx ..
Exemples 1. Lintégrale v. p. — n’existe pas, car
2 (x—1) (x—2)

Res f(z) = — 17 Res flz2) =L
=41 2_7.. ‘\.73 5

L’intégrale v. p. = dx existe, car Res f(z) =
J =D (x—2) =1
— Res f (z) = 1/2 et la formule nous donne sa valeur 0.
z=2

b
2. v.p. j( 4., 4 5) [f(x) —f(a)*(x—a)Ji%——m +c] dx

XxX—a XxX— —a

a

existe.

. & A A
380 f(@) = (go{(zfa)k - (z:b)kD'

F(b) — F(a) .
pa— (¢(z) @(a)))

: (F(z) — F(a)—
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;
les F (2), ¢ (z) étant arbitraires, I'intégrale v.p. ff(x) dx existe toujours.

a

1 4y
4, v. p. f e — At 1 [e* —(e—1) x — 1 -} €] dx existe.
0

,vcz(Jc_—l)2
.
5. v.p. fl: ! + ! + - ! ]dx—
1 x—1 x—4  (l+x)(x—2) _
1

:—1n2+l« lnz-——-g-arctgj-,
5 0 17 5 5

un résultat obtenu diretcement de la formule.
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3A TJIABHATA BPEJHOCT HA HECBOJCTBEHHMOT HWHTETPAJI

Hpaian Jusmiaposcku, Muaoje Pajosux
V wora
Pesume

Bo nuTepatypaTta umMa Masno (GopMyJIH U KpUTEPUYMH 3a CI3HUCTEHIH ]

Ha HECBOJCTBEHWOT MHTErpajl BO Ciy4a] Kora W CaMHTe KPajHH TOHYKH Ha

KOHEYHHOT HMHTEpBAI Ha MHTErpalHjara Ce CHHTYJApHW 3a IOIMHTErpas-

Hata Qynkumuja. OBOj TpyA TpeTupa mpodiieM Ha er3uCTeHUMja Ha HEeCBOj-
b 3

CTBEH HHTErpaa v.p. f f(x)dx, xora KpajHWTE TOYKH a W b C€ IOJOBH

a
0l MpOou3BOJIEH Pe Ha TOAWHTETpalHaTa (QyHKLMja, W HCTOBPEMEHO [1aBa
HAa4MH Ha npecmeryBarbe. Ce JIONylITaaT eBEHTYAlTHO M IPOW3BOJEH Opoj
BHATPELIHH HM30JUPAaHH CHHIYJIAPHH TOYKM, HO BO CIIy4ajoB CaMoO IOJIOBH
on mps pera. CuTe APYIH IPETIOCTABKM BPXY IIPHPOJATA HA CHHIYJapuTe-
THTe OW M3Jerjie HABOP o MeTojaBa. OBHe pe3yNTaTH HE CME I'H CPeTHAJE
BO JIMTEpATypaTa.



