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1. In dieser Arbeit zeigen wir, daB die Wurzeln der algebraischen
Gleichung

(1) 3 a(x) 3k =0
n verschiedene partikuliire Integrale der Differentialgleichung

(2) V=L)AL A f () Y + fm(x)

werden sein, wenn die algebraische Gleichung
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teilbar mit der Gleichung (1) ist.
Fiir m =3 werden die Wurzeln der Gleichung (1) partikulire Inte-

grale der Gleichung (2) das heiB3t der Abelschen Differentialgleichung
) V=10 P AG) I+ S (x) y + fo(x)
sein, wenn das System
[k +3) ayqs + (a® — 2a5) @y, —ay Agto] fo +
&) +lk+2 g2 — @] f1 +(k + 1) Apprfo—(n—k) ar f5 = @'j4q
(k=0,1,2,...,n—1; a,=1, Ap417=Ap45=0)

ausgefiillt ist.



Fiir m = 2 werden die Wurzeln der Gleichung (1) verschiedene parti-
kuliire Integrale der Differentialgleichung (2) das heiBt der Riccatischen Di-
fferentialgleichung

(6) ¥ =L LX)y + fx)

sein, wenn das System
[k +2) arpe— a1 @41l fo+ (kK + D) @y fr — (n—K)ag fo = a4,

(k=0,1,2,.... n—1, ay=1, ay4+,;=0)

(7

ausgefullt ist.

Weiter werden die Bediengungen fiir die algebraische Integrierung
der Abelschen und Riccatischen Differentialgleichungen fiir spezidle Werte
von n gegeben.

Eine ausfiirliche Darstellung dieser Untersuchungen findet man in
die friiheren Veroffentlichungen von Lj. Tschakaloff [1] und von H.
Lemke [2].

2. Zu diesem Zweck differenzieren wir die Gleichung (1) und be-
kommen die Gleichung

> (n—kya, y"—*1y +apy" k¥ =0.
k=0

Wenn wir 3* von dieser Gleichung und von der Gleichung (2) eli-
minieren. bekommen wir gerade die Gleichung (3). Weil das Grade der
algebraischen Gleichung (3)y m = n—1 ist. werden alle Wurzeln der Glei-
chung (1) ihre Wurzeln sein. wenn sie teilbar mit der Gleichung (1) ist.

2.1. Fir m = 3 die Gleichung (3) wird
211y Y (m—Kafoyr k2 + Y (n—Kyag f )y T+
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die letzte Gleichung wird

[(m?*—ayy + a = 2a,) fo + (ny —ay) f1 + nf Zn; ap )"k 4
k=0

n—I1

+ Z {lay @2 — (kK +3) apsg— aryq (a2 —2a5)] fo +
=0

+laappa—(k + 2) apyo] f1+ [@ gy — (k+1) Apq1 fo] +
0 — ) aufi) y ot =0,

Diese Gleichung wird teilbar mit der Gleichung (1) sein, wenn das
System (5) ausgefiillt ist.

Dieses System fiir n = 4 wird

(a;* — 3aya, + 3a3) fo+ (20, - a®) f1+af,—4f, = a,’,

(a*a; —2a.* —aya; + 4a,) fo + (36, — ayay) f1 + 2a,f s — 3a,fs = a,',

(a%ay — 2a.0; — aya,) fy + (4a, —a.a,) f + 3ayf: —2a:fy = ay’

(ay*a,—2aa,) fo—aya,f) + 4a, /s —a,fs = a,’.

Von diesem System lassen sich die Koeffizienten f,, f;. /o und fs
sehr leicht durch die Koeffizienten a;. a,. a; und @, ausdriicken.

Das System (5) fiir n =5 wird

(a®* —3aya, + 3a3) fo + Qay—a®) fi + ay fo— 53 = ay’,
(ar’ay—2a,> —avaz + 4ay) fo + Gas— awa,) fr+ 2a5fy—4a,f3 = ay’,
(a,*ay—2a,a, — may + 5a;) f + (day — aas) f1 + 3asfy—3ayfs = ay,
(aay— 2aya, — avas) [+ (5a; — aya,) fr+4a, [, —2a3fy = a,

(a,*as — 2aya5) fo + arasfy + Sasfo—a,fs = a;’.



Wenn wir die Koeffizienten fy, f;, f» und f, von diesen System elimi-

nieren, bekommen wir zwischen die Koeffizienten a,, ., a3, a, und a; die

Verbindung
‘[ a* — 3aya, -+ 3ag a2 —2a, a 5 a;’
a,%a, — 2a,® — aja, + 4a, a,a, — 3ay 2a, 4a, a,’
a2ay — 2aya, — aa, + Sa;  aya,— 4a, 3ay 3a, ay |=0.
a,a, — 2a.a, — a,a; a,ay — Sa; 4a, 2a, a,’
a,®a; — 2a.a; a,ds Sa; Sag as’

Unter diesen Bedingung lassen sich die Koeffizienten f,. f;, f» und

/s durch die Koeffizienten a;, as a3, a,. a; und durch ihre erste Ableitun-
gen rational ausdriicken.

Wen diese Verbindung besteht, dann werden die Wurzeln der alge-

braischen Gleichung

17 4 @)t 4 ax(x)? + ay(x))® + ay(x)y + a5(x) =0

funf verschiedene partikulire Integrale der Abelschen Gleichung (4) sein.

2.2. Fir m =2 die Gleichung (3) wird

n n
N (n—Kkya fy L N [(n—k)a fy - a1y F +-
k=0 =

+ > (n—K)a, fo3y"7F 1 =0.

k=0

Da

n ) n
> M—R)yap fiy" T = (ny—a) fo 3 apyiF 4+
k=0 k=0
n—

1
+ Z (a1 — (K +2) Apys] fo Yk,
k=0

2 =k apfi+ a1y * =nfy 3 ay"* +
k=0 k=0

n—1
+ 3 o — K+ 1) £y,
k=0

n

n—I1
> m—Rya foy" T = ¥ (n—k)ay frynk
k=0

k=0



die letzte Gleichung wird

n—

1
{[‘11“1{-5-1 —(k+2) Aol oy —

(ny + n—a)fy > apy"* +
k=0 k=0

—(k+ Dagyy /1 +—k)ag f + @4} yP—1 = 0.

Diese Gleichung wird teilbar mit der Gleichung (1) sein, wenn das
System (7) ausgefiillt ist.
Dieses System fiir n = 4 wird

Qay—a®) fo + a f, — 4, = a’
(Bag— a,az) fo + 2asf, —3a, f» = a,',
(4a, —a,ay) fo + 3ay [, —2a,f» = ay’
—aya,f,+ 4af, — asf, = a,’.

Wenn wir die Koeffizienten f;, f, und f, dieses Systems eliminieren,
bekommen wir zwischen den Koeffizienten a,, a,. a, und a, die Verbin-
dung

r
| 2a,—a,? a, 4 a,’
’
3a; —a,a, 2a,  3a, a, 0
I 4“; — ala:; 3@3 20'2 aal
—a,a, 4a, as a,

Wenn diese Verbindung besteht, dann werden die Wurzeln der alge-
braischen Gleichung

W+ a(x)? + afx)? + aylx)y + a(x) =0

vier verschiedene partikuldre Integrale der Gleichung (6) sein.

Unter diese Bedingung lassen sich die Koeffizienten f;. £, und f; sehr
leicht durch die Koeffizienten a,. a@,. @;. @, und durch ihre Ableitungen
rational ausdricken.

Fir n = 5 das System (7) wird

(2ay,—a®) fo+af,—5f,=a,
(Bay—aya,) fo + 2a, [, —4a, [, = a,’,
(day, — a,a3) fo + 3asf, —3a,f, = aj,
(Sa; —a,ay) fo + 4a, fL—2as3f, = a,’,
—aasf, + Sasfi—a,f, =as'.
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Von den ersten 3 Gleichungen dieses Systems lassen sich die Koef-
fizienten f,. f; und f, durch die Koeffizienten @,, d,, a5, @, und a5 ausdrii-
cken und durch ihre Einsetzung in die dritten und vierten Gleichung folgen

die Relationen

2a,—a,? a, 5 a’
3a;—a,a, 2a, 4a, a’ | _ 0
4a,—a,a, 3a, 3a, a;’ ’
5a; —a,a, 4a, 2a3, a
2a,—a? a, 5 a,’
3a;—a,a, 2a, 4a, a,’ _o
4a, — a,as 3as 3a, as’
—a,a; Sa; a, as'

Wenn diese Relationen bestehen, dann werden die Wurzeln der alge-
braische Gleichung

P 4 @)+ a(x)V + as(x)1? + ay(x)y + a5(x) = 0

fiinf verschiedene partikuldre Integrale der Gleichung (6) sein.
Fiir n = 6 das System (7) wird

(2ay—a,®) fo+a,f,—6fy=a,

(3a; — a,a5) fy + 2a.f, — Sa,fy = ay,
(4a,—a,a;) fo, + 3asf, —4a,f, = a,'.
(5a; —a,a,) o — 4a.f, — 3asf .= a,’,
(6a, —a,as) f, — Sasf,—2a,f.=a;.

-_ (}‘:G.;ff_ - 60&__?‘1 — aa_fi - 0,-,'.

und fiir » = 7 wird

Qa,—a’) fo+afi—T7f.=a,
(3az—a,a,) fy, + 2asf, —6a,f, = ay,
(4a,— a,ay) [ + 3asf, —Sayf, = ay,
(5a; — ayay) [ + dasfy —4dasfs = ay's
(6as— a,a;5) fo + Sas f,— 3asfs = a5',
(Ta; — a,a6) fo + 6asf, —2asf, = ag/,
—ayaq fo + Tayf,—asfs = a7



11

Wenn diese Systemen ausgefiillt sind, dann werden die Wurzeln der
Algebraischen Gleichung

18+ a,(x)° + ay ()t + as(x)y? + a(x)y* + as(x)y + ag(x) =0
bezichungsweise
V7 F ay () + ax(x))® + ay(x)*t + ai(x)y? + as(x))* + ag(x)y + a(x) = 0

6 beziehungiwesse 7 verschiedene partikulidre Integrale der Gleichung (6)
sein.
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Hauja A. Hlaiixapes

3A AJITEBAPCKOTO PEHABAIBE HA ABEJIOBU U PUKATUEBU
JAUOEPEHLINJAIHA PABEHKU

COAPXHUHA

Bo oBaa pabdora ce mokaxysa Jeka n-Te pa3iHYHH KODEHH Ha ajre-
Oapckara paseka (1) ke OMIAaT DapTHKYIAPHH HHTEIPAIH Ha IA(epes-
UHja7HaTa paseHka (2). axko pascHEaTa (3) € IemWBa Co paBeHxara ().
3a m = 3 xopeHHTe Ha paseuxara (1) xe OMIaT NapPTHKYIAPHH MHTEIPAIH
HA paBeHKaTa (4) axo e MCIOJHET CHCTEMOT paseHkH (35). 3a m = 2 xope-
HHTE Ha paBeHkaTa (1) xe OHMIaT NMapTHKYIapHA WHTEIPA 1M Ha paBeHKAaTa
(6) ako e HcmoaHeT cHCTeMOT paBeskH (7). [ToHaTaka Ce JaZeHH YCIOBH
3a aaredapcko HHTeTpHpame Ha Ade1oBaTa n PukaTHeBaTa paBeHKa 3a
NOCeOHH BPEIHOCTH Ha 1.



