VEKTORAJ ELEMENTOJ DE ELIPSA MOVIGO DE
DUKORPA MASOCENTRO CIRKAU TRIA KORPOQ
Popovi¢ BoZ., (Sarajevo)

1 Kiam du korpoj (du planedoj, planedo kaj satelito, du
satelitoj) movigas ¢irkail tria korpo (Suno, planedo), tiam oni
povas por la movigo de la mascentro de du korpoj trovi vek-
torajn elementojn’ per kiuj la movigo de la mascentro esprimigas
en ekstere tute sama formo kia estas Ce nur du korpoj, kondice
ke la elementoj ne estas konstantaj sed donataj per diferencialaj
ekvacioj (havantaj la rolon de la perturbekvacioj de la elementoj).

Se m kaj m, signas relativajn masojn de du korpoj (rilate
al ilia sumo) kaj M la mason de la Cefa korpo, kaj se ni metos

(1) (m+M+m)=v;-
se plue r, r,, s, donas la poziciojn de du korpoj kaj de ilia

masocentro rilate la ¢efan korpon, tiam la pozicio de la ma-
scentro estos

(2) S=m¢t-+mt,,

kaj la movigekvacio de la mascentro estos

Lx] . r r
(3 S=‘Ym—,3—Ym1“_’:r'
Il
De tie oni tuj havos
(4) 18] - mm e )
1

De ¢i tiu esprimo oni vidas ke gi havos etan grandecon:
1) kiam unu el la kvantoj m, m, estas tre malgranda (t. e. kiam
la masoj estas tre diversaj) kaj 2) kiam r kaj r, proksime egalas
(t. e. kiam du korpoj estas proksimaj unu al alia) senkonsidere
ilian masrilaton. En ¢i tiuj du kazoj utilas seréi apartajn, preskatl
konstantajn, - movigelementojn de la dukorpa masceatro. Oni
povas generale diri ke la utileco de la serCado de la elementoj
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dependas de pozicio de la altir-centro de tri korpoj rilate al

ilia mascentro, Car la vektoro s trapasas la mascentron kaj s
havas la direkton al la trikorpa altir-centro.

2 Altir-centro ([1], p. 18) estas la punkto en Kiu krucigas
la fortoj agantaj je tri korpoj. La poziciojn de {rj korpoj rilate
la altircentron signu per g1 & g, Kkaj rilate la mascentron per

S, Sg, Sg. Krome g donu Ia pozicion de la altircentro rilate Ia
mascentron. Tiam la vektoroj

Sij=8;~-8; (i j=],_ 2, 3)

donos la reciprokajn poziciojn de trj masoj; oni havos ankag
egalajojn

(5) » Si=g+8&, sy=-g;-g.

La movigekvacioj estos

o *® Mg my 1, m, iy my
k* 8§ = 3 Siat+ 3 Sl3 = 3 g+ 3 g, - 3 + gl
S

S12 18 12 Sia Sis S12
atl _
= b ”Z] m2 ”13 _9 e
(©) S (el T Je bt G-
’ Su ) 512 13
My my. omg\ T
"( 3 +’T'+T>g2»k253=""
St Sy Sya

kun'la signajoj s,y, sy, sy, donataj per

my my m, mg m, m,
(7) 7 82t g 8= - 3 81, 3 ga + 3 8= - 3 82
12 Sl3 11 S23 12 22

Se oni la unuajn du el Ci-kondic¢oj multiplikas vektore per
g. kaj g,, oni trovos

t. e.
» 3 3 3 3
S11=(312513):S23'
. 8 . 8 . . .
Same oni trovos por s,, kaj s, la analogajn esprimojn kaj Ia
movigekvacioj (6) farigas
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‘-o 3 se ) ‘3 [X] 3
(8) ‘ S;= —J0S,3 81, S2 = - f0S;382r 83~ — fo S12 Ba»

8 3 3
My Sy, + My Syt Mo Sy
(842 Sa3 S13)°

La kondicoj (7) reduktigas al

fo=k2‘

3 3 3
9) My Syg g, + My Sy Eo+MySy &g = 0.

Utiliginte 1, S, + Mz Sy + /Mg s, =0 kaj la unuan ekvacion (5) ni
tuj trovas |
: : S(mg)=-gZ M
kaj

: 3 3 3 3 3 3
(10) (m, Sy + My Sig+ M3 sn) g = My Sy Sq+ Mo Sy3Sa+ My Syy 8=

_ 1

S

~ilty

3 8 3 8
[m1 ”12 812 (531 - 323) + ”12 ”13 823 (512 - 331) "l“

3 3
+ ”13 ﬂ11 831 (323 - S”—)-l .

Ci tiu esprimo por la pozicio de la altircentro montras ke
altircentro kongruas 1la mascentron kiam la inter-distancoj de
tri korpoj reciproke egalas ail kiam la vektoroj s;, So, S, sam-
direktas. Proksime de tia] pozicioj g estos tre malgranda. Sed
eblecoj por etaj grandecoj de la vektoro g, au pli difinite: ke
g, estu samdirektaj kun s; (por unu i), estas multe pli diversaj.
[a esprimo (10) donas la pozicion g por ¢iu konkreta kazo de
grandecoj kaj ordo de la masoj, kaj tiel oni povas vidi ¢u utilas
seréi la movigelementojn de du masoj Cirkan la tria.

3 El (4) oni tuj havas

(i) [ss]=C
12) %% = mm, [rt,] (-,I; - ’\—3—) )

Iy

cee C estas des pli konstanta ju pli etan grandecon havas la
dekstraflanka: vektoro. '
Plue oni havas

mo,.s m .
YTH(ss) = -5 (rs) - — (ri8) =~ "z
p

1 1

- min, [(r'rl) r=3+(r, }) r,%].
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Se oni enkondukas Ci tie la signajojn p kaj E tiaj ke

2

: RN
(13) | vy(r +n)'s’
I =

(14) ‘ dfi =2mm, y [(rr.’l) r=3+(r; r) r,;3] ,

el la esprimo por (é;) oni trovas
(15) - $2- 2 _pe

Ci tio estas la ,integralo de viva forto, en kui p kaj E2 ne
estas konstantaj (al iliaj valoroj ni ankoraii revenos).
Utiligante (11) kaj (15) oni povas skribi

2 [5€) - [S[s81] + [$[55]] - 3[2 dbfs) _ ‘igz]—é(s's')—'s'(sé):
(16) |

kie

dapb _ s[(ﬁ)' - fi,liz] _ ié~ ~YSs [mr=2(rs) +m, r,=3 (r, s)] -

~ s[m (rl.‘)l+ mf (ty 1)+ mm, (rry + r ;')] ,
kio sekve de (13); kaj poste de (3), farigas
smmy (rt1)y (r— + r) - m(rr) (y r=*s-8) -
~ mf (rlx"l) (v fl‘gs - g) - ﬁzm, (rr)) 2y ri%s- 's') -
- mrn1 (rr,) 2yr-2 S - §) = smim, Y (r=2+r=%){rry) -
- [m2 (rr) m, t, - mf (ri1,) mr] Y (r=%-r,=3%)-
; mm, [m, t, (rf'l) - myr (f‘rl)] Y (r=2-r%).

Ciuj membroj escepte la unuan donas kune
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mmy (1= = =) [£ (£, 8) - £, (18)] = mmy - (72 - 1,~2) [$ [rr,]),

kaj pro (12) estos
dD vt rn g [59D
(17) 7~mmn (rr)(r2+r, )s+[s dt]'

Tiam el (16) senpere estas

(18) D-=[sC] - ”j

kaj konsidere (17) oni povas skribi ankau

.(19)' | D=s(%~52)—§(s§),

de kie oni vidas ke, pro (17),
(20) (CD) - 0.

En (17) oni povas por s utiligi la esprimon trovebla et (18):
c2é=[c, D+”TS}

La esprimo (18) analogas je la ,Laplasa integralo“ el la
dukorpa problemo. Por grandeco de la vektoro D oni povas
per kvadratumo konstati ke

pr-grcr-2t crppe,
do sekve de (19)
(21) - p? - D= E* C?,

kio montras ke ankail p. estas des pli konstanta ju pli konstantaj
estas C, D, E.

4 Krom la ligajoj (20) kaj (21) oni povas fari ankorall
kelkajn ligajojn ankali samformaj kiel en la dukorpa problemo.
Pro tio signu per n la angulon kiun faras la vektoro s kun la
direkto de la vektoro D. Tiam et (18) sekvas

_ s.D.cosg=(sD)=C*-ps, t. e. s(u+Dcosn)=C*
ai

I _C -
(22) S"TYecosy’ 7 C/P'.’e Dy
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P p 2p
2a‘1+e+1—e 1 -e?

de kie, konsidere (22)

C?
a=m,
kio sekve de»(21) ricevas la formonp

(23) Ez;ar-;‘u. “

De Ci tie oni vidas ke ankap la kvanto E2 ep (15) havas Ia

saman signifon p/a kian gi havas en Ia dukorpa problemo.
Same estas :

_wi-D? - 2
(24) Py =a(l-e)
Se anstataii Ia angulo g ni enkondukos la novan varianton
u, ligata kun n per la sama ligajo kiel ¢i dy korpoj

(25) | tg—g—=a.tg%: af\/?1+e):(l-§

tiam '
1 —(atgu/2)2_ 1 +COs u-a?(l - cos zQR_go&s_u;e: |
(20) cosy MlT(octgu/Q)fﬂcosquaz(l'— cosu) 1-ecosu’
2o tg uf2 «a(l-e)sin u

(27) sin = W = (ﬁmﬂm B

sinu /1< ¢?
" l-ecosu

Per enkonduko de éi tiu varianto pi hayos unue, el (22),

=£(_1;eecfsi)=a(1 ~€Cos u)

§

Cau
(28) Efs=p-pcosa.
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El (18) ni havos plue (sD)=C*-qs, kio kun (21) kaj (28)

donas 7
(29) (sp)- 2oz e=D).

La samon ni trovas ankau pere de (20). Sed se ni utiligas (27)
kaj (28) ni havas

sinu y1-é?
1-ecosu

(sCD)=s.C. D. sin n= —CEI;(pL— D cos u)-
do B .
(30) (sCD)=aCD y1 ~e? sinu=CED
Aliflanke (18) donas ’

sin -

| (s CD) = (ss) C*,
kio tuj donas \
(31) | (s§)=—g~sin u-
5 Ciuj-Ci rilatoj estas la samaj kiel en la dukorpa problemo

(v. ekz. [3]) kaj ili ebligas tujan eltrovon de la pozicivektoro
s kiel

_(sD) (sCD) [ 1
=" pe D+ oL [CD],
t, e.
_pcosu-D sinu _ ~
(32) ~—FD D+ ED [CD]=a(cosu-e)d+

+ay1-e*sinufcd]-

La esprimon por la movigrapido de la mascentro ni trovos -

kiam ni diskomponos la rapidon lau D kaj [CD]. EI (18) kaj
(31) ni havas ‘ ‘ '
R W I A Y Y
(sD) = S(ss) cE Sinu,
kaj el (19), (11) kaj (28)

n-E*s C:D
S

(sCD)=C?- . cos u,
kaj do
© P GnuDe o : P esing-dt.
(33) s= SpE S D+5Dcosu [CD] S \/asmu
\/}l—g(} ¢) cosu[cd]
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La lasta esprimo, komparita kun (32), donas la varion de Ia
vektoro s pro nur elementsangoj (sen temposango) en la formo

(34) 65:%(?“%‘”)'

Restas ankorau fiksi kiel 1a varianto g dependas de tempo. Pro
tio ekiru de (31) kaj (28), nome

gsin u.dt=(sds)=E~2s(dp-cosu.dD + D sinu.du-s. dE?) <

=p E~2D sin u.d(u— D sin u)+
W8
+E~2[s dp.-s.cosu.dD - s dE*+p E-2. D sin%y. d(}%)]

. Se ni difinos la kvanton 7 tie] ke

. 3
(35) u—g sin u = —E;-a't,
| I B

ﬂl———}h&

t. e. se ni starigos la Kepleran ekvacion en la formo konvena
por perturbata movigo (v. [2]), tiam ni havos

E? - E? Dzsin";u
?“”“pusm[( “ThE ) e

dD - Sszzj,

E*s.cosu- D sin?y
_ =

aii, utiligante (21) kaj (28), kaj poste (29) kaj (30),

]

3 =
£°dT - Dsinu

[(]12— rDcosu- D2y D2 coszu)al',—fL~

- (p. cos u—D)a’D_~E2‘s2dE2J= ’

_ F¢ 2 d}l» (sD) 2 2
_—D—m[(c SDCOSU)?“ *TdD‘S dF ,

kio definitive donas

dT ¢z
dt  (sCD)

2
(36) 2. dp sD dD | dE]'

2 o2 — I ez
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La esprimon por ap ni trovos el (21), kaj la aliajn deri-

at
vojn oni havas en (12) (15; kaj (17).

Car, laii (25), u =0 por n =0, kiun solvon oni atingas eniginte
t=T en (35), sekvas ke T havas signifon de la tempo kiam la
mascentro frapasas sian.,perihelion kaj la ekvacio (30) servas
por gia determino kiam D, p. kaj Evarias.

6 La kvantoj C, D, 7, estas t. n. vektoraj elementoj en la
dukorpa problemo (v. ekz. [1] au [3]. lliain konstantajn partojn
oni povas trovi el la ekaj kondicoj pere de (11), (13), (18), E®
el (21), tiam u el (28) helpe de (31), kaj fine T el (35) enla formo

E? (ty- T) = (p.u - Dsin u),.

Ekde tiuj unuaj valoroj oni povas serci iliajn ,perturbojn“ el la
ekvacioj (12), (17) kaj (36). Eltrovante la Lperturbojn“ oni kal-
kulos r kaj r, (en la integraloj) pere de la neperturbataj elementoj,
nome la elementoj kiuin oni havus neglektante Ia etajn membrojn
“en la movigekvacioj. Ci tio eblos ¢u en movigekvacioj cirkan
la cefa korpo (kiam la masoj de aliaj du korpoj estas malgrandaj),
¢u en la ekvacio (8) por la movigo cirkau la mascentro (t. e.
kiam la altircentro trovigas proksime de la mascentro), Cu ja
en la ekvacio por movigo Cirkali la mascentro de du korpoj
(kiam ili tre proksimas unu la alian, malproksime de la cefkorpo,
kaj iliaj masoj ne estas neglektindaj) kaj simile. En plej malfa-
vora okazo oni devus, post la unuarangaj periurboj, reveri al
la movigekvacioj kaj serci la duarangajn perturbojn.
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BEKTOPCKHW EJIEMEHTHU HA ENMNTUYHO ABUMLEHWE
HA TEHULLTETO O ABE TENA OKONY TPETO

Monosuk' Bomugap, (Capajeso)

Kora nBe Tena Ce IBWXaT OKONY TPeTO, TOrall 3a NBHXeHHETO Ha
HUBHOTO TeXHIITe Ce NaleHH BeKTOpCKute' ejeMentd C, D, T (8. [1] nan
[3]), cO NOMOIITA HA KOU JBHKEHHETO HA TEXHIITETO Ce U3Pa3yBa BO MCT
00JIMK KaKo ¥ BO C/Iy4ajoT Ha ABe TeJla, CO Taa pa3jiMKa WITO eJeMeHTUTe
He Cé KOHCTaHTHH, TYKy 3aMO0BOJIyBAaT HeKOu NuepeHunjaJIHi paBeHKH.
Heka m u my Ce pellaTHBHHTE MacCH Ha JBeTe TeJa (BO OJHOC Ha HUBHHOT
36up), M Macarta Ha riaBHOTO Telo, t, Iy, S, NOJOXEHN]jaTa HA OBHe JBe
Teja U Hd HHBHOTO TeXHIUITO, BO OXHOC Ha rnaBHOTO Teso. Toraw ynorara
Ha ,uHTerpaiu“ ja umaar (11), (18) u (35), a npu Toa eneMeHTHTE I'M 3aL0-
BOJyBaaT nuepeHunjainuTe paBeHKH (UWITO HMaaT yJIora Ha paBeHKH Ha
nepryp6anun) (12), (17) n (36) — co nomowT Ha (14). On wuHTepec e
yMHTErpaloT Ha XuBaTta cuia“ (15) co npomennmsure p u E2, Kou ru 3a-
foBOJlyBaaT pasenkure (21) u (14), ognocro (23). Mcto Taka on uHTepec
Ce M IpyruTeé BPCKU aHAJOrHM Ha npoGJieMOT ON ABe Tena: (22), (23), (24),
(28), (31) u np. (

Hzpasor (10) ro naBa nonoxeHueTo Ha UEeHTApOT Ha aTpakuujara
([1], crp. 78) na Tpu Tena, g, M3pa3en cO NOMOWITA Ha pellaTHBHATE noJso-
KeHW]a Sij HA TPHTe Teja WM CO NMOMOIUTA HA HABHUTE NOJOXEHM[a Si
cnpeMa texuwrero. Toj u3pa3 OBO3MOXYBa Ha Ce MCIHMTA NOGNUCKO, BO ..
CeKOj KOHKDeTeH Clyyaj, lalu BpedH Ha Ce 6apaar eJeMeHTHTE HA TeXH- .:
WTeTO Ha IBe TeJla WITO Ce BPTAaT OKOJNY TPeTO.

Buaten :



