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GEOMETRISCHE THEORIE DER
p—ANALYTISCHEN FUNKTIONEN

Canak Milos V), Ljubomir Protié 2)

Abstract

In this paper the theory of vector fields and particularly, a
notion of vector of deviation of analyticity in obtaining one classi-
fication of p—-analytic functions.

1. Einfithrung

In seiner Monographie [1] hat G. PolozZij folgende Definition der
p-analytishen Funktion eingefiihrt: Die Funktion f(z,%) = u + v der
komplexen Verdnderlichen 2z = 2 + iy, Z = 2 — iy nennt man die
p—analytische Funktion mit der Charakteristik p = p(z, y) im Gebiet G,
wenn sie in diesem Gebiet definiert und eindeutig ist, und ihr reeller und
imaginarer Teil, stetige partielle Ableitungen erster Ordnung nach z und
y besitzen und folgendem System

1 1
Uy = — v, U, = —= v, (1)
p
geniigen. Diese Funktionen spielen in der Filtrationstheorie, Torsions-
theorie der Rotationsflaichen, achsensymmetrischen Elastizititstheorie und
speziell in der Theorie der elastischen Schalen eine wichtige Rolle.

Durch Substitution vy = v/p, wobei vy eine neue unbekannte Funk-
tion ist, geht das System (1) in
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P, P!
U'z—”;,,zfvo, Uy + 0, = —"F (2)

iiber. Wenn man die zweite Gleichung (2) mit ¢ multipliziert und mit der
ersten addiert, so erhdlt man die folgende komplexe Differentialgleichung

=-2(U=D (=utin) 3)
wobei
Df=(u;—rv{,”)+i(u;+v(',’)=2f-,",-“ (4)

der bekannte Operator von Kolossov ist.
Parallel mit der Gleichung (3) betrachten wir auch die Gleichung

Df=—l27—£ . (5)

Die allgemaine Losung der Gleichung (5) hat die Form

F=Q(z)-p/ (6)

(sieche [3]), webei Q(z) beliebige analytische Funktion ist.
Auf Grund (6) fihren wir in die Gleichung (3) die Substitution

V = f-p'/? ein. Dann geht diese Gleichung in

Dp—
DV = 2_pV (7
order
. Do + 1P .
(oh —os,) +i (of, +0) = Z5 P m—iv),  (®)

(V =n+ ivz)

iiber. Durch Trennung des reellen und imagindren Teiles erhalt man das
folgende G Gleichungssystem

v, — v, = a(z, y)v1 + b(z, y)vs
v;, + vé, = b(:l:, y)v1 - a’(x’ y)'"2 (9)

/

_ Pz _ P
(a(z,y) = 59’ b(z,y) = 2p).
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2. Operatorén B und p

In seiner Monographie [2] hat A. Bilimovié ausfiihrlich eine geomet-
rische Theorie der nichtanalytischen komplexen Funktionen w(z, Z) =
u(z, y) + iv(z, y) entwickelt. Die Grundlage dieser Theorie stellt die Mit-
telableitung

w(w) = [u + v, +z(v —u)]—u1+z “pa - (10)
und die Abwexchung von der analytizitit :
B(w) = (uy, — vy) + 4 (u, + v) = By + 1By, (11)
wie auch die entsprechenden Vektoren
: 1, 1
W= [5 (u'z+v;)] i+ [ (vl, —uy)] (12)
B=(u-v) 7+ +o) 7 (13)

dar. Mit H11fe der Operatoren pu und G lasst sich die Able1tung der nich-
tanalytischen Funktion in der gegebenen Richtung

@ = p(w) + fw)e*  (14)
wie auch der entsprechende Vektor '«

w9 = 7+ 3’6—29; : , A (15)
ausdriicken.

Um das Gleichungssystem (1) in einer geometrischen Form zu darstel-
len, betrachten wir die folgende Matrizenidentitat

' U ! ! ! (A
Uy Uy, 1 [up+v, uy,—v; +
' 3 ) ! ' ' I
v, 2 \v,—uy ul+o,

1 [ uh— v; vy + u’y
+-2- oL+l —ul 4o )
x y T Y
Auf Grund (10), (11) und (16) finden wir die Werte

!

uz=ﬂ‘1+bl, u;=—”2+b2

(16)

!

Uy =2 + b2 P ’U; =1 — by (17)
(B=p1+ip, . B=by+iby).
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Wenn wir die Werte (17) in (1) einsetzen, so erhalten wir

B=Kg | (18)
order o
F=k7 9

mit K = (1 — p)/(1 + p). Die Formel (19) stellt die Vektorform fiir die .

p-analytischen Funktionen (1) dar. Durch weitere Substitution (18)in (14)

erhilt man endlich die Ableitung der p—analytischen Funktion in gegebener
" Richtung

w0 = p+ Kue 2%, (20)

3. Eine Klassifikation der p—analytischen Funktionen

Man ersieht aus

- - -
B =gradv, + k X gradvy = (”i, - véy) i+ (v{y + véz) 7 (21)
und (9) ebenfalls dass

dvE = Vv, rot B = ?Vz'vz

ist. Auf Grund dieser Relationen ist eine Klassifikation der p-andlytischen
Funktionen erméglicht. Fiit V2v, = 0, VZv, = 0 ist das Vektuifeld von

B ein Laplacesches Feld. Fir VZv; = 0, V2v, # 0 ist das Feld ein
quellenfreies(solenoidisches)Feld. Im Falle V2v, # 0, V2v;, = 0ist das
Feld ein wirbelfreies, wahrend fiir V2v; # 0, VZv, # 0 reprisentiert der

Vektor B ein zusammengesetztes Feld. Betrachten wir jetzt alle diese
Fille.

I Laplace—sches Feld
Aus der Relationen div B = V2y; = 0 und rot B=% V2vy = 0folgt
v+ v{'w =0, v;'” + v;'w =0. (22)

Wenn wir die erste Gleichung (9) nach z, die zweite nach y differen-
ziereri und die beiden addieren, so erhalten wir mit Ausniitzung der ersten
Bedingung (22)

a (’uiz - 'véy) +b (v;z + v{y) +vi(al, + b)) + va(by —ay) = 0.  (23)

Andererseits, wenn wir die erste Gleichung (9) nach y, die zweite
nach z differenzieren und die beiden subtrahieren, so erhalten wir mit
Ausniitzung der zweiten Bedingung (22)
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a (v{y + 'véz) +b (v;y - v{:) +o1(ay — b))+ v (b, +al) =0. (24)

Durch Substitution der Werte (v{: - véy) und (vér + v{v) aus (9)
in (23) und (24) ersieht man nach einer kiirzeren Rechnung dass
(a® +b* +al + b;) e (A a;) vy =0

(25)
(a; — b'x) v + (—a,2 -8+ b; + a;) v =0
oder wegen
Py Py
KT, Y)= —, bw,y=—
@u=5.  ben=2
auch
PP + 2P0y, — P -
4p? 1=
(26)
2pply, + 2pply, — 3pi2 — 3p!? 0
4p? e

gilt. Daraus folgt
2 (ppzs + ppy,) — (07 +p3) =0
2 (ppiys + poy,) =3 (P2 +9) = 0 (27)

(11 £0 v #0).

Di erste und die zweite Bedingung (27) stellen ein lineares, homo-
genes System zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten (pp!’, + ppZy) und
(P2 + p;z) dar. Wegen D = —4 # 0 existieren nur triviale Lésungen

Pe +0) =0,  ppl, +ppy, = 0. (28)

Die Bedingungen (28) sind dann und nur dann erfiiltt, wenn p = ¢ =

const. gilt.

Umgekehrt, wenn wir annehmen dass p = ¢, so erhalten wir durch
Substitution dieses Wertes in (9) und durch Differenzieren

v+ v{'” =vy + vy, =0.
Daraus folgt der folgende

Satz 1: Vektorfeld von B fiir das Gleichungssystem (9) ist dann und
nur dann ein Laplacesches Feld, wenn p = ¢ = const. gilt.
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Bemerkung 1: Im speziellen Fall ¢ = 1 reduziert das System (1) (wie
auch das System (9)) auf

! 1 ’
Yy Uy = —Vg

und die p-analytischen Funktionen gehen in die gewohnlichen analytischen
Funktionen analytischen Funktionen iiber.

II Solenoidisches Feld

,_
Uy =0

Wegen div B = V2u; = 0, rot B = £ Vi # 0 ist nur die erste
Bedingung (22) erfiillt. Auf Grund dieser Bedingung kann man die Gle-
ichung (23) wie auch die erste Gleichung (25) erhalten. Wegen a = p’./2p,
b= pl,/2p folgt dass

n "

gilt. Suchen wir die allgemeine Losung der Gleichung (29) in der Form
p = f(h) wobei f zweimal differenzierbare, unbekannte Funktion ist und
h = h(z, y) beliebige, harmonische Funktion darstellt. Die Gleichung (29)
geht dann in

@ff" =) (A2 +h2) =0 (30)
iiber. Der zweite Faktor (h?? + h!?) annuliert sich nur im Falle h(z, y) = ¢,

und dann ist das Vektorfeld von B ein Laplacesches Feld. Darum muss

2"~ f% =0 (31)
gelten. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist
f=(ch+c)? : (32)
und die allgemeine Losung der Gleichung (29) wird durch die Formel
Pz, 9) = [e1- h(z, 9) + ]’ (33)

gegeben, wobei h(z, y) beliebige harmonische Funktion ist und ¢;, c; be-
liebige, reelle Konstanten darstellen.

Umgekehrt, wenn wir annehmen dass p = (c1h+ ¢3)? gilt, so erhalten
wir durch Substitution dieses Wertes in (9) und durch Differenzieren

v, +v,, =0.
Daraus folgt der folgende

Satz 2: Vektorfeld von B fiir das Gleichungssystem (9) ist dann und
nur dann ein solenoidisches Feld, wenn

p(z,y) = [e1- (=, y) + e
gilt, wobei h = h(z, y) beliebige harmonische Funktion ist.
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Bemerkung 2. Im speziellen Fall h(z, y) = ¢ = const. ist das Vek-

torfeld von B ein Laplacesches Feld und der Fall 2 reduziert sich auf den
Fall 1.

IIT Wirbelfreies Feld
- — —
Wegen div B = V2v; # 0, ot B = k VZv, = 0 ist nur die zweite

Bedingung (22) erfiillt. Wenn wir das gleiche Verfahren wie im Falle 2
wiederholen, so erhalten wir die Gleichung

2pps + 2pplyy, ~ 307 —3py = 0. (34)
Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist
p(z, 9) = [e1 - h(z, y) + ] 2 (35)

und dann gilt auch der folgende.

Satz 3: Vektorfeld von , B fiir das Gleichungssystem (9) ist dann und
nur dann ein wirbelfreies Feld wenn

p(z, y) = (c1h +¢3)7?
gilt, wobei h = h(z, y) beliebige, harmonische Funktion ist.
IV Zusammengesetztes Feld
Diesem Fall entspricht die allgemeine Form des: Systems (9). Wenn r
Koeffizient Dp/2p der kopmlexen Gleichung (7) analytisch ist, lisst sich die

allgemeine Losung dieser Gleichung durch die Metode der verallgemeinerten -
areoldren Reihen (siehe [4]) finden.
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TFEOMETPUCKA TEOPMJA HA
r—AHAJINTUUKUTE &Y HKIINN

Yanmak Munom V), Jby6omup IIpormk 2)

PezumMme

Bo 0BOj Tpyn TeopHjaTa Ha BEKIOPCKATe HOJWEHBA, M BO HocebeH
CJIlea.j TOMMOT Ha BEKTOPOT Ha OTCTallyBamkbeTO O aHAINTHUYHOCTAa, Ce
IpHUMEHYBaaT 3a no61»ma.ﬂ>e enqdHa Knacmbnxa,lmja Ha Pp—aHAJIHTHUYIKATE
¢yHKIMAN.
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