ACUMIITOTCKA NMPOUEHA 3BUPA NEJWTEJbA
HEKUX BPOJEBA
PAHKO BOJAHUh
I, Heka je
c(n)=2d
’ din

36up nmeaurtesba 6poja n, npu yemy ce 1 u n pauyHajy Kao je-
avrebn. DyHkuuja o (n) je My TUIIMKATUBHA, Ti. ako je (a, b) =1
Taga je

o (ab)=oc(a) o (b).

U3 nedunuumje pyukumje o(n) u oBe meHe OCOOMHE Clenu na
je sa n=1I1p*

(1) o(n)=n]] 25—

pln

rae p|n 3HauM Aa je MPOM3BOM y3eT [PeKO CBUX MPOCTUX Je-
JuTeba Opoja n.
®yuxuuja o (n) je ka0 M OCTaje (PyHKUuje Koje ce jaBibajy
Teopuju Opojesa Beoma HenpasuiaHa, Kako je 1|z u n|n TO
je OoueBMAHO na je

(2) o (n) > n.
Ocum Tora je [1, cTp. 264]*

6(n)=0 (nlglg n).

U3 oBux HejenHayuHa CleAd Ja KOJMUYHMK o (1)/n mOXe y3eTu
Ma KOjy BpemHOCT pasmaka (l,00). Ako nocmaTpamo usBecTaH
HU3 ueaux 6pojeBa {a,}, moxe ce JecuTu naa o{(a,)/a, Texu
onpebeHOj rpaHuUM Kajm, 72— oo. .

* BpojeBu y yraacTym 3arpajama OJLHOCe Ce Ha JuTepaTypy Ha
Kpajy uynaska, '



6 Panko Bojanuh (4)

[Ipo6Gnemu oBe BpCTe Cy OYEBUIHO jeAHOCTABHM aKO 3HaMO
CTPYKTYypy 6poja @, kao WITO je TO Ciyyaj KOJ HM30Ba {p,},
{py Py Pn}, WTH, THE P, O3HAYABA n-T NpocT 6poj. Tako, Ha
npumep, y OpBOM ciyuajy je 6 (p,)=p,+1 na mnpema tome

3) L

-1, n»oo.
n

Muoro cioxenuju npoGiemu Cy OHU KOJ KOjUX AeJnTelbu
nocmaTpaHor Huda 6pojeBa HUCY eKCIUIMUMTHO jaTu. Takeu cy,
Ha [pumep, HU30BU

F,=22" 41, M,=27 -1, p npocT 6poj,
BaTUM {py Py Pa+1}, nTm.

Huzosu {a,} koju umajy ocobuny na o(a,)/a,»1 Hapo-
YHTO CYy MHTepecaHTHM 30OT TOra WTO CYy y TOM Clyuyajy Hu-
XOBM YJIaHOBU Y M3BECHOM CMMCIY BpJO OJHUCKUH MPOCTUM Gpo-
jeBuma. [lpumep Fermat-osux 6pojeBa F,=2"+1 TO Haj60okEe
nokasyje. Fermat je Haume npeTnocTaB/bao Ja cy CBU-GpojeBu
TOor OOJMKa NpocTH, aiau kama je Euler nHawmao na je F; ciioxen
6poj, yBuneno ce na je Fermat-oBa mpermocTaBka IMOTpelllHa U
OHa je 3amerbeHa NMpPeTNOCTAaBKOM Ja MpocTuX GpojeBa y HU3Y
{F.} uma GeckoHayHo muoro. KacHuja ucnuTuBama IOKasaja
Cy -la je MOXJa joul BepoBaTHuje Ja MpoCTux OpojeBa y TOMe
HMBY MMa KOHAYHO MHOr'o, TMM Ipe LITO OO0 mxaHac Huje HaheH
nujenan Fermat-os npoct 6poj Behu ox F, [1, ctp. 15]. Mehy-
TMM M3 jeaHor ctasa P. Erdsés-a [2] uuju moka3s Huje 06jaBJbeH
cnenu na o (F,)/F,~>1, n-oo. Ako Taj pe3yJiTaT YHOpeIMMO
ca (3), Bugehemo na ce Fermat-oBu GpojeBu y TOMe MOrJeny
He pasJyiMKyjy Oox mpocTux Gpojesa.

Cimyno croje cTBapu u ca Mersenne-oBum GpojeBuMa, Tj.
6pojesuma obiuka M,=27 -1, rue je p npoct 6poj. [0 1952
roguHe 6uio je mosHato 12 mpoctux GpojeBa OBOr 0O6GJMKA U
TO OHMX 8a p=2, 3, 5, 1, 13,19, 19, 31, 61, 89, 107, 127. Te
ronuHe cy nomohy jenHe eneKTpPOHCKe MallMHe 3a payyHamwe
ucnuTanu Mersenne-oBu 6pojeBu 3a cee ekcrnonenTe p < 2309.
Tom npunankom HakeHa Cy cBera Tpu HOBa mpocTa Gpoja'y nusy
{Mp} v 10 3a p=3521, 607 u 1279. MebyTum'u oBzie 6 (M,)/M,+1,
p-oo, Kao WTO hemo TO MoOkKasaTH y Tayku 3.

2. CBu HuU30BHU {a,} KOju uUMajy O0COOMHY 1a o(a,)/a,~1,
n-—oo npunazajy ycTBapu jeJHOM CKyly NpMpOAHMX OpojeBa
nedunucaHom Ha cieneku HayuH; ;



(5) [Tpouena 36upa fennteba 1

bBpoj n Gpuiada cxyiy N arxo mwewosu Ipociiu Oequiliesl
3a0080.6aBajy YCAOB

(4) algn<p, a>0.

To HemocpenHo npoussasu v3 cllefie! e jelHOCTaBHe Jieme:
Jlema 1. Axo je n€ N, iwaoda

o (n)
n

->1, n-oo.

Haoxkas. U3 (1) u (2) caeu na je
1<t
e (1-p).
> ==l

3a n€N je npema (4) p>algn, na je

w

_’l\< _;)“\ : ,
1>c(n)71 algn i algn

rie je w 6poj npocTux meautedba Opoja n€N. Kako je
n=p pi - ple = (algn)®,
rue je pg k-Ti npocT zneautesb Opoja n, TO je

. lgn
lglgn+lga’

\

A

w <

///

fna je KOHayHo
I

n
S e e, e,

1>c5(rz) = " a(lglgn+iga)

[Ipema TOMe, na 6M CMO JOKazaiu jAa ce 30uUp JenuTelba
6poja 7, aCUMIITOTCKM NOHALIA KA0 a,, T]. 1A 6 (@,)/ap~1, n+ oo,
JOBOJBHO je Ja JOKaXemo jaa JeJuTelbu Tora Opoja 3amoBO-
JjbaBajy ycion (4), Tj. na je alga,<p. [Ipyrum peuuma, Mpo-
Giem Ce CBOAM Ha NpoleHy jeaurterna 6pojeBa {a,}. ¥V cneneho]
Tayky naheMO HEKOJIMKO jeJIHOCTaBHUX MpOLleHAa Te BpCTe.

3. (i) Heka je

An=pPyi Py Putl,

riae je p, n-Tu npoct G6poj. OBaj uHua GpojeBa 103HAT je joul
u3 EyKanaoBor mokasa Ja n0octoju 6eCKOHaYHO MHOTO MPOCTHUX
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6pojeBa: Haume, U3 YHUHEHKLE Jla @, HUje JIeJbUBO HUjETHUM O
NpBUX n nNpocTtux OGpojeBa cienu na a, mopa GUTH JEJBUBO He-
Kum npocTum Opojem koju je Behu 01 p, WM, JAPYruMm peuuma,
Ja CBM NPOCTH JequTelbd Opoja a, 3al0BOJbaBajy He'elHAuuHy
p > p,. Onatie HenocpenHo cCJiely 1a je 3a0BOJbEH YCIORB (4),
jep ako CTaBUMO

S0~ D g,
p<_x
Taga U3

lganzlg(plpz“'pn+l)<2]g(p1p2”'pn):2‘3(pn)

v Yebuilesbepe HejemHayune ¥ (x) < 2x cienu

1
T 18a, <P <p:

KonauHo, npumeHom npeTxonHe neme nobujamo ga o (a,)/a,~1,
In—> oo,

(ii) IMpouena npocrux nenuremra 6pojesa M, u F, Heno-
CpelHO Ccliesid M3 camor ofiuKa THX JeliuTelba.

Axo je g npocTt geautelb Opoja M,=2P-1, Tana je ¢
006nuKa

(5) g=2hkp+1

[1, ctp. 19], na je npema TOmMe ¢ >p. W3 oBe HejenHauuHe
caenm

Ig M, -1g@r - 1) <plg2<y,

na npema npeTxojHoi aemu o (My)/M,—~1, p—>oo.
Ueaune panu, nakemo osne noka3 ob6pacua (5). Heka je
d Hajvaru lleo Opoj Takas na je

2¢4=1 (mod q).

Tapa je na ocHoBy Fermat-opor craBa d|q-1. U3 nper-
nocrasxke q|Mp, Tj. u3

2r=1 (mod q)

ciean na p mopa GUTM MyJTUIUL TOT HajMamer eKCIIOHeHTa d,
Ti. na je p=Id, rue je ! ueo Opoj. Mebytum, p je npoct 6poj,
na ie npema Tome p-d, Ti. p/¢g-1, a Tume je oGpasan ()
JLOKa3aH.



(1) IMpouena 36upa genuTelba 9

CMYHO Ce Ipoleyjy NPOCTH AeauTelbn 6poja Fn=22"+1.
Haume, axo je ¢ npoct menutem 6poja F,, Tana je ¢ o6iuka

(6) g=2"tk+1
[3], na je yBex y > 27+ a oparie cClemu

Ig Fp=1g (2" +1) <L 27 1Ig 2+ 1 < 27 .

Hejennaunna (4) je mpema TOMme 3am0BOJbeHA Ta HAa OCHOBY
geme 1 mobujamo ma

6 (Fn)/Fn>1, n—»oo.

Cam o6pasal, (6) mokasyje ce KaO U y NPETXOITHOM CJy-
yajy Ha ocnoBy Fermat-osor craBa. AKO je ¢ mpoCT JeluTelb
6poja F,, Tama je
2*"=-1 (mod g),

Tj.

() 22"t =1 (mod g).

Hokazahemo na je pnt Hajmamwe pellele KOHTpYeHIuje
2mn=1 (mod g).

Osnauumo Hajmarbe peluemse Te KOHrpyenuuje ca d. Tapa us (7)
caenn pa je 2"t1=ld, rue je [ ueo 6poj. [lpema Tome, d moxe
Outu jeman on Opojesa 2, 2% ..., 27+1, MebyTum, KOHrpyeHuuja

2:*=1 (mod gq)

He moxe OuTHU TayHa ako Je k=1,2,-.., n jep nmecHa crpaHa
obpacua
22k“‘1:F0F1"'Fk_1

Huje pespuBa ca g 36or Tora wTO Ccy cBM Fermat-oBu Gpojesu
mebycOGHO peslaTUBHO NPOCTH, a ¢ je N0 NpeTHoCTaBLU Helu-
Tedb o1 F,. [lpema Tome je d=2"+! ma je 2"+ g-1 Ti. ¢ je
obauka 2"+ g+ 1, roe je k ueo G6poj.

4, Vkomko Huz 6pojeBa KOjM nmocmaTtpamoO MMa JHesuTelba
KOjM OCTajy OrpaHuyeHH, NOCTYIAK U3 NPeTXOJHe Tayke 3HATHO
ce kommiukyje. Osne hemo u3dHeTH nBa TakBa chydaja.

(i) Ako je p npoct 6poj >3 u Np=2P+1, Taza

®) 5 (Np)Ny > 5+ po>oo.

Jenan npoct penutem 6poja N, je oueBumHo 3. [lokasa-
hemo wHajupe ma N, 38a p >3 Huje NebUBO HujeqHMM Behum
cTeneHom Gpoja 3.
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Hajmamy eKCIOHEHT /1 3a KOju je KOHrpyeHuuja
2n=1 (mod 3%

Tayna je 6. IlpeTmocraBumo Ja je 3a HekO p >3 6poj N, ne-
muB ca 3% Tj. na je

2r= -1 (mod 3%).
Opatae cienu

2?r=1 (mod 3?%).

2p mopa Outu pakine mynrtuna on 6, Ti. 2p=61[ OXHOCHO
p=31L To je mebytTum Hemoryhe jep je p npocT 6poj Behu oxn
3. Ilpema TOMe, npernocraska na je 3a HeKO p >3 6poj N,
JebuB ca 3% Huje TauHa.

To 3Hauu nma je za p >3

Np=3-Ny, (3, Np)=1.
[Ipema TOME je

)

6(Np)=0(3) o(N,') =
=4 o(Ny).
OcTano je jom na npoueHumo mpocTe JeauTelhe 6poja

Ny, v wiTo je ucTto, mpocrte neautee 6poja N, KoOju Cy
Behut on 3. TlpeTxomHO mNpUmMeTHMO Ja je YBeK

(10) (20 1,274 1)=1.

OBo je oueBumHO jep ako je m|2"-1 w m|2"+1, Tama je
m|(2%+1)-(2"-1), 1i. m|2, a ogarne ciegy na je m=1 36or
TOra WITO Cy nocmatpanud 6pojeBu HenapHW.

[lpoctu nenutemu Gpoja Ny=2P+1 koju cy Behu on 3
MCTOT Cy 00suKa Kao u jenuteisu Gpoia My, Tj.

(11) Fe2Ipl,

ajlv je JOKAa3 Tora HelTO CJHOXEeHU|U.
Haume, Heka je r| N, r > 3. Tana us

2r=-1 (mod r)
chem :

(12) ) 2?r=1 (mod r).

Osnayumo ca ¢ najmamwu Opoj Takae jna je
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2¢=1 (mod r).

N3 (12) cnenu na je 2p=1Id, 1j. na je d=2, p wiu 2p.
Kako je r >3, 1o je d > 2. Ocum TOra, KOHrpyeHuuja

27=1 (mod r)

He Moxe 6MTH TayHa jep je npema (10) (27 -1, 27+ 1)=1. [lpema
ToMe je d=2p, a onarue caenu (11).

M3 (11) HemocpenHO cieiu Ja MpOCTH JeauTebu Opoja
N, koju cy Beku on 3, 1j. npocTtu neautemu 6poja N/, 3ano-
BOJbaBajy ycioB (4) na rnpema Tome

6 (Ny)/Np' =1, p- oo, ;

wro 3ajenHo ca (9) naje (8). 3
(ii) Heka cy Hajsan p u g npoctu 6pojesu (¢ =>3) u

Npg=2P1+ 1.
OBae hemo mokasaTu ja
(13) 6 (Npg)/Npg—0c (Np)/Np, q-o00.

Hajrexxu jneo nokasa oBOr ofpaclia cacToOju ce y TOMe aa ce
u3JIBOje JenuTesbu 6poja Ny, KOjU OCTajy OrpaHMueHu Kax r-oo.

Jenan on penutemba Opoja Npg je Np,=2P+1, na je

NI"I - Np i qu,
rue je
Rpg=2Pa=1 - 2P(0=2) ... 4227 - 2P 4 ],

[lokazahemo Hajrpe ma cy 6pojeBu Np u R,y penaTUBHO
IPOCTH aKO je ¢ AOBOJBHO Benuko, a 3atum hemo NPOLEHUTH
npocTe peauteibe Opoja Rp, Ilpso TBphere HemocpeaHo cieu
13 OBe Jeme :

JJEMA 2. Axo cy p u g ipocitiu 6poje3d, (¢ = 3) maoda je

fl, qT2P+1,
(Np, Rpq) = %
. lg, g 127 +1.
Iloka3. Heka je
(Np, Rpg) = m.
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Tana je
(14)
2PN - 2P 4 ...+ 222 - 204 1 =0 (mod m).

OBy nocnenty KOHTpyeHUM]Y MOXeMO HanucaTu Ha ciaeneku
HaYuH
{2pta—N — 1} - {2P@-2D £ 1} +--.

(15)
et {222 -1} - {2+ 1} +¢=0 (mod m).

Kako mebytum u3 npse ojg xourpyenuuja (14) cienu na je 3a
v=1,2,3,...

2P - 1=0 n 297+ 1=0 (mod m),

To ce (15) cBoau Ha
g=0 (mod m).

Opnagpne, ¢ 063upom Ha TO nxa je ¢ mpocT Opoj cienum na m
mMoXe 6utu camo ¢ uau 1. [la nu Je

m=gq w m=1
3aBUCU OYEBWIHO OJ TOra Jla Ju je KOHrpyeHuuja
(16) 2P +1=0 (mod gq)

TayHa WM Huje, a TuUme je Jiema JOKa3saHa.
13 oBe neme cienu na je 3a ¢ >22+1=N,

(”) (Np» qu).-_],

jep Tana kourpyesuuja (16) ouerrHO He MOXe OWTH TauHa,
na je
6 (Npg) =6 (Np) 6(Rpg)

Ocrano je joul na JOKaXemo Jia NMpOCTH JenuTelbu 6poja
R,, 3anoBomasaly ycios (4). Kako je

. 18 Rpg <C1g Npg =18 (271 + 1) pglg 2+ 1< 2pg
Tj.
1
(18) 7p B R,
TO je OUEBHJHO NOBOLHO Jla JOKaxemo 1a Cy CBH OPOCTH
nennTesbn Opoja Ry, Behu o ¢.
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JIEMA 3. Axo je r apocii ()e.llltﬁZe./b 6poja Rpq u q > N,, Wiada
Je r>gq. '

Hoxas. Heka je ¢ > Ny nr|Rp. Tana je ur|Ny, anu je 360r
(1T) (r, Np)=1. U3 r| Npg, Ti. U3

2M=-1 (mod r)
cienu
(19) 2?rd =1 (mod r).

Heka je d najmamu eKCIIOHEHT TaKaB na je
(20) 2d=1 (mod r).
Tapna us (19) cnenu na je 2pg=1d, Tj. na je

d=2’ pq, 2p: 2‘7» pg v qu

Onmax ce moxe BUAETH 1a d He mOXe OUTH HujenaH oj GpojeBa

2, p, ¢, 2p, pg.

Haume, 3a p=2 u3 3|22¢-1 u (10) cienu na 3 Huje menuTelb
6poja 2*¢+1. 3a p>3 u3 (r, N,)=1 cnenu na je r > 3. [Ipema
Tome d He moxe Outu 2. Ocum Tora, d He MOXe GUTH HujemaH
oj GpojeBa p, ¢, pq jep Ou u3
2r=1, 29=1, 27M=1 (mod r)
clenuio
2r¢=1 (mod r),

a_OBa KOHrpyeHLjuja Huje Tauyhna 360r TOra IWTO je 7|Npg u
(2p9 -1, 2r9+1)=1. Hajsan, ¢ He moxe Outu 2p jep Kajn Ou
KOHIpyeHluja

2*r=1. (mod r)

Ouna TayHa, onna ou us (r, N,) =1 u OBe KOHrpyeHuuje clieanso
2P=1 (mod r),
a TO je Kao WITO CMO MaJyo npe Buieiau Hemoryhe:

[Ipema Tome je

d=2q wau d=2pgq,
na je npema (20) -
2q|r-1 wm 2pg|r-1,
Tj.
r=2lg+1 v r=2Ipg+1.

[akne, y cakom chayuyajy je r > ¢, WTO je Tpebano JoKasaTH.
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Kotauyto, 13 ose Jjieme u (18) cuean ga npocTu AejnTelbu
6poja R,, 3amoBOJbaBajy ycios (4), Tj. na je

1
‘2—plngq<"-

[Ipumesom neme 1 moGujamo na
6 (Rpg)/Rpg~>1, g0,

a Tume je oGpasay (13) oyeBMIHO NOKa3aH.
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Ranko Bojanié

L’EVALUATION ASYMPTOTIQUE DE LA SOMME
DE DIVISEURS DES CERTAINS NOMBRES

(Résume)

Si I'on’considére une suite infinie des nombres entiers {a,,} on

voit quil est possible dans certains cas d’évaluer le comportement asymp-
totique de o (a,) a,. Cette évaluation est évidemment simple lorsqu’on
connait explicitement les diviseurs premiers du nombre a,. par exemple,
Si ap=p, OU ay=p;py--- Py, Ol {p,,} est la suite des nombres premiers.

Par contre, ces évaluations deviennent plus difficiles lorsqu'on ne con-
nait pas explicitement ces diviseurs. Dans ce dérnier cas P. Erdos [2]

a démontré pours les nombres de Fermat F,=22"+1 que
o (Fp)/Fp—> 1, n> oco.
On démontre ici tout d’abord que tous les nombres {a,,} telle que
0 o (@n)/an 1, 1> co

apartiennent a un ensemble N des entiers, défini de la manigre suivante:
n€N lorsque les diviseurs premiers de n satisfont a I'inégalité

) algn<p, a>0.
Pour n€N on a alors

) Lﬂ”’»l,n-mo.

Drapres (Il) et (III) il est évident que () a lieu toutes les fois que
alga, <p, a>0, p étant un diviseur premier de ¢,.
De cette remarque simple découle immédiatement le résultat de M.
Erdos et en méme temps les résultats analogues pour les nombres
@n=pyPz---Ppt1 et an=2p"—]-
On démontre de méme que
a(2p"+1)_) o (2P +1)
2941 2P +1

» 4> 00,

ot p et ¢ sont les nombres premiers.



