SUR L’INTEGRABILITE DE CERTAINES SERIES
TRIGONOMETRIQUES

par
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SOMMAIRE — Les conditions nécessaires et suffisantes pour I'intégra-
bilité de x~Y L (1/x) g (x) et x YL (1/x)f (x), o g(x) et f(x) représentent
les séries trigonométriques a coefficients monotones, L (x) étant une fonction
a croissance lente.!)

1. INTRODUCTION. Soit X, 4 0, n- co. Alors les séries

g(x) =3, sinnx et f(x) =-;—1,,+ f:k,. coSs nx
1 1

sont des fonctions continues dans 8<(x <(2= - 8§ pour chaque 8§ >0,
mais pas nécessairement intégrables-L dans (0, «t).

Boas [2] a montré que pour 0<<y <1, xYg(x) € L(0,x) si et
seulement si Tna¥—! A, converge. Il est bien connu, d’aprés Young [7),
que ce résultat reste valable aussi pour y =0. Heywood [4] a déduit
que ceci a lieu aussi pour 1<y <(2 et, en utilisant une remarque de
Hartman et Wintner [3], que pour y>2 ce n’est plus vrai.

Les résultats analogues ont lieu pour f(x). Ainsi, Boas dans la méme
note a montré que de 2,40, 0<<yY<1, on a xYf(x) €L(0,n) si et
seulement si la série Y1 X, converge. Pour y>1 il est nécessaire
d’introduire les hypothéses supplémentaires sur la convergence de T2,
et supposer que f(0) =0. Dans le cas y =1, et en supposant qu’on ait
a partir d’un certain rang A, 4, le méme auteur a montré que x—1f(x) €
L (0,w) dans le cas oit et seulement dans ce cas la la série ), log n con-
verge. Le résultat pour y =1 est un cas exceptionnel car, comme I’a
montré Heywood [4], on a pour 1 <y <3, x~Yf(x) € L(0,n) dans le

1) Pour la définition de ces fonctions voir (1).
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seul cas ot £nY—! )\, converge. De plus, le dernier auteur en démontrant
ceci, n’admet que la positivité des coefficients A, & partir d’un certain rang.
Il a montré aussi que pour y_>3 la conclusion n’est plus valable.

Nous nous proposons ici de généraliser les résuliats de Young, Boas
et Heywood en remplacant dans lesdits théorémes la puissance x—Y par
x~YL(1/x), et respectivement nY—! par nY—!L (n), ot L(x) désigne une
fonction a croissance lente.

D’aprés Karamata [5] une fonction L (x), positive et continue,
definie pour x>0, est une fonction a croissance lente si
L (tx)

() L

—)1, X > 00,

pour chaque >0 fixe. Nous désignons dans la présente note toujours
par L (x) une fonction a croissance lente.?)

THEOREME 1. Si\, |0 et 0<y <2, alors x~YL(1/x)g(x) &L (0, =)
si et seulement si ZnY~!L (n) N, converge.

THEOREME 2. Soit L (x) convexe et non décroissant. Si X, |0, alors
L (1/x)g(x) € L(0,w) si et seulement si n~* L (n)\, converge.

THEOREME 3. Si X, }0 et 0<y <1, alors x~YL (1/x)f(x) € L (0, x)
si et seulement si X nY~tL (n) N\, converge.

THEOREME 4. Soit L (x) convexe et non décroissant. Si, & partir d’'un
certain rang, N, décroit, T\, converge et f(0)=0, alors x~*L (1/x) f(x) € L(0, )
si et seulement si 2n-tL (n) A,, ot l'on a posé A, =T7 N, converge.

THEOREME 5. Si, & partir d’'un certain rang, A, >0, Z\, converge,
f(0)=0 et 1<y<3, alors x~YL(1/x)f(x) € L(O,w) si et seulement si
ZnY—1L (n) converge.

Pour L (x)=1 les théoremes 1, 2, 3, et 5 se réduisent aux théorémes

analogues de Young, Boas et Heywood. Pour L (x)=1 la série mention-
née au théoréme 4 se réduit a Zn—* A,; cette série est equiconvergente

2) Des fonctions a croissance lente sont, par exemple: log x, loglog x, (log x)%,
(log log x)=, ..., chaque fonction F(x) qui a une limite lorsque x 3 co, log x + sinx x,

1 dt
log x +sinlogx, — | —, etc.
x ¢ log t
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avec TAAlogn==X,logn (9], § 5.13). Ainsi, le théoréme 4 contient
le théoréme correspondant de Boas (théoréme 3 de [2]). Et méme, dans
le cas général, ot L(x) = 1, on peut formuler le théoréme 4 de la maniére
semblable, si L (x) satisfait a la condition supplémentaire

@) x{Lx+a)-Lx)} =2 1,a>0»

Dans ce cas, la série Tn—tL (n)A,, qui figure dans le théoréme 4, peut
étre remplacée par T {L (n)}*\, L’equiconvergence de ces deux séries
sera démontrée au Ne 3.7.

En démontrant son théoréme 1 ([2], p. 219), qui correspond a notre
théoreme 1, avec L (x)=1, 0<y <1, Boas utilise dans la premiére partie
de sa démonstration seulement la monotonie des coefficients A,. Quant 2
la seconde partie, il n’utilise que le fait qu’ils sont positifs. Nous n’insis-
terons pas sur ce point, quoique, en employant le procédé de Boas pour
la démonstration de notre théoréme 1 on puisse arriver a la méme con-
clusion. Heywood a étendu le théoréme de Boas a lintervalle 1 <<y <2,
en réduisant la série de sinus pour 1<y <2 en une série de cosinus
pour lintervalle 0<y<{1, et en appliquant le théoréme correspondant
de Boas (qui correspond 2 notre théoréme 3 avec L (x)=1). Nous allons
donner une démonstration directe valable pour tout intervalle 0 <<y <2.

Le Ne 2 contient les propriétés des fonctions a croissance lente uti-
lisées dans la présente note. Nous allons démontrer quelques unes de ces
propriétés, car il nous semble qu’elles ne soient pas connues.

2. PROPRIETES DES FONCTIONS A CROISSANCE LENTE. Pour la démon-
stration des propriétés (i-iv) voir Karamata [5]. En particulier, une
démonstration directe de la propriété (i) a été faite par J. Korevaar,
T.v.Ardenne-Ehrenfest et N. G. de Bruijn [6]. La démonstration
de la propriété (v) se trouve dans notre note [1].

(i) Le passage & la limite (1), qui définit la classe de fonctions a crois-
sance lente, a lieu uniformément par rapport a t€ (a,b), 0 <<a<<b<oo.

(ii) Si f(x)~L(x), x» o0, alors f(x) est de méme une fonction a
croissance lente

8) La notatlon f3Z1 désigne 0 < m < f<M. On voit que le logarithme itéré, par
exemple, satisfait 4 la condition (2); ce n'est pas le cas sl L (x) est une puissance quel-
conque du logarithme,

4 f~ g signifie que f/g -+ 1.
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(iii) Si >0, on a
x*L(x)>00 ef x—=L(x)-0, x oco.
(iv) Soit >0 et posons

Li(x)=x* Min ({t=<L(#)}, L,(x) =x"= Max ({t=L(t)};
- 0t

<x <I<x

Ly(x) = x—= Min {t=L (#)}, Lz (x) = x*= Max (=L (9}

- x<t<w x<t< o
Alors, Lk(x)~L(x), x> oo (k=12), c.a.d., d’aprés (ii), Lk(x) (k.= 1,2)
sont aussi des fonctions & croissance lente. Les fonctions x—%L,(x) et
x~%L, (x) sont non croissantes, tandis que x* Ly (x) et x—= L, (x) sont des fonc-
tions non décroissantes.

(v) Soit a>0 et 3>0. Si lintégrale
| i) ax
+0

converge pour — a<x<B, on a

ff(x)L(?\x)NL(l)ff(x)dx, X > oo,

+0
(vi) Si L (x) est convexe, alors pour chaque a >0 fixe

x{—l‘%—(:-)—a)——ll-ao, X - 0o,

5 Dans la présente note nous utilisons la relation asymptotique

yf(x)L(kx)dx'VL(h)Sf(x)dx pour un ¢ > 0 fixe.
</h

Or, celle-ci est une conséquence 1mmed|ate de la relation menhonnée sous (v), car pour
0 << a, en tenant compte de (iv) et (ii), on a

)N )\_q /A
Lax)dx|< j XN f )| AXNL (A x)dx <
Lu) ff(x) ( <im ), <

c/\
SK(}\')'O<M:X< {xL(x) j’ X f(x)]dx 0, Ao co.

40
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Démonstration. L’hypothése de L (x) convexe implique sa mono-
tonie. Supposons que L (x) croit d’une fagon monotone et posons n - [x].
Alors,

3) 0<L(x+na)—L(x)=<p(x)L(x),
oii, en vertu de (i),
L(x+na)

@ (x) 2« L)

150, x»o00.
D’autre part on a
L(x+na)—L(x)={L(x +na)—L(x+(n-1)a)} +
4+ {L(x+2a)—L(x+a)}+{L(x+a)-L(x)}
En partant de 'hypothese de convexité de L (x), ¢ 4 d. du fait que
AL (x)=L(x) - 2L (x +a)+L(x+2a)
est de signe constant, on obtient
L(x+a) ~L(x) ou >L(x + 2a) - L(x + a),

suivant que

A2L(x)>0 ou bien "AZL (x)<<0
De (4) résulte alors

n{L(x + a) - L (x)) si AzL(x) >0,
L(x+na)—-L(x)>
n{L(x +na)—L(x +(n—1)a)} si A2L (x) <0.
D’aprés (3) on a, donc,
(5) 0n{L(x+a)~ LEN<PL(x) si AL (x)>0
et

0L n{L(x +na)—L(x+(n-1a)} <ML (x) si AZL(x)>0.
De la dernitre inégalité il résulte
{x + (n = Da}{L(x +na) = L(x + (n - Da)} <My o (x) L (x),
et, étant donné que de (i) on déduit
L(x) = L(x)
L(x+ (n—-1)a)
on constate finalement que pour A3 L (x) <0, on a
(6) 0<{x+(n“1)a}{L(x+ﬂa) Lx+(n-1)a)}<
< My ()L (x(n - 1)a).

L(x+(n—-1Da)<ML(x - (n—-1)a);
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De (5) et (6), en tenant compte de n~x, il résulte que pour chaque fonc-
tion convexe et croissante on a

0 x{L(x+a) - L(x)}<e@®)L (x),
ol e(x) >0 avec x -+ oo.

La méme démonstration subsiste si I'on suppose que L (x) est une
fonction convexe décroissante.

(vii) Pour « >0 on a
n

0<AnL (n) < RvetL(v)K BnL (n).

1
Démonstration. D'une part, d’aprés (iv), on a

n n
ve-lL (v) < Max {ve L (v)}. S vef—1 L
12 ( )\]<v<n{ )} 12 <
. n
L nor L, (n){l + fx“ﬂ"l dx} <
1
< Bn*L (n),
et d’autre part

<v<n

L
S'pe=1L(v)> Min {v“‘L(v)}-iv“>n"L1(’l)'fxadx>
1 1 < 1 - o
>AnsL(n)>0.

3. DEMONSTRATION DES THEOREMES 1—5.Nous ferons usage dans la
démonstration des théorémes 1 et 3 du lemme suivant.

3.1. LEMME. Si a >0 et ¢c» 10, la série
-]
2 n*=1L (n)cn
1

converge, si et seulement si la série

]

S L (1) (€n — Caty)

1
converge.

Démonstration. Posons

Su= =1L (), §,=0.
1
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D'aprés (vii) les séries
TneL(n)(ch—Cngr) € ESp(Cn—Cnyy)

seront convergentes ou divergentes en méme temps. Il faut donc montrer,
'equiconvergence de la derni¢re série et de la série Zn*—1L (n)c,; celle-ci
résuite de

p P
) 3 Sn(ca — Cat1) + Sn-yCn - ¥ n*=tL(n)cn.
1 1

En effet, soit £n*—! L (n) cn<C 0o, Les deux termes dans le premier
membre de (7) sont bornés; c’est pourquoi £ 8, (cs — cn4y) converge.

Inversement, soit = Sn(cn — Ca+y) < co. D’aprés (vii) et (iv) on a

E Sn(cn—eny)) > A 0L (n)(Ca— Crte) =
P » :

>A Min {neL(n))- f (Cn — Cns1) >

psn<
= Ap*Ly(p)c, >
>AMpELG) G, M0,
et en tenant compte de (vii)

e AM
2 Snlen = Cny1) 2> “B—‘Spcp-
P

Donc,
Spcp 0, p- oo,

De (7) résulte donc la convérgence de la série Zn*~1L (n)c,.

32. DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Une transformation simple nous
permet (Zygmund [9], § 5.13) d’écrire g(x) sous la forme

1 x 1 %
xX)= — — A\, tg— Ag — A 1 —cos(n+1,)x)=
g (x) 5 M g4 2sinx/2}1:( n a+1) ( ( /2) X)
1 X x
2 8 T Ysinx2 (x)

Etant donné que dans le théoreme 1 il s’agit de Pintégrabilité au voisi-

nage du point x = 0 et que, d’aprés (iii), x~YL (1/x) tg% € L(0,w) pour
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0 <y <2, on peut donc, sans nuire a la généralité, considérer la fonction
nonnégative G(x), au lieu de la fonction g(x). Alors on a

a

fx-YL (1/x) G (x) dx =
0

- f x=Y=1 L (1/x) 3} (on = Xny2) (1 = €08 (n + /3) x) dx =
1
JT ‘

= f: (n ,—'}\n+1)fx—Y-1L (1/x) (1 — cos(n + 1/3)x ) dx.
1
0

Le dernier changement d’ordre de'éommation et d’intégration est justifié
par le fait que les termes de la série sont positifs.

On a donc
(8) f x=VL(1/%) G () dx = 30y = Rny) A7 L () I
b4 . 1 .
ol
1 1
d —Y—1 1 - 1
I, 4 LW fx L(x)(l cos(lf+ /3) x)d x.
0
1 0
Nous aurons d’aprés (v), pour 0 <y <2 etoy=———
(n+ */p)m
In =( nt )Y 1 f xT—1 (1 - cos-l—)L((n + ) x)ax »
'n L(n) X
© | |
—)f xY-1 (l - cosi)dx =1>0, n- oo,
+0 X

Supposons que Zna 'L (n)An<oo. En vertu du lemme la série
Z(An — Mpyq)n¥L(n) est convergente et d’aprés (9) la série au second

) Voir la remarque 3).
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membre de (8) 'est aussi. Par suite, I'intégrale au premier membre de la
formule (8 est finie et, de G(x) >0, résulte x—YL (1/x) G (x) € L (0, %)

Inversement, soit x—Y L (1/x) G(x) € L (0,n). Alors la série au second
membre de (8) est convergente, et, d’aprés (9), ses termés, A partir d’un
certain rang, ne sont pas inférieurs aux termes de la série

1
52 (An — Npy) YL ().

Autrement dit, la dernitre série converge el aussi, en vertu du lemme,
la série TnY-1 L (n)\,.

3.3. DEMONSTRATION DU THEOREME 2. Supposons que Zn~!L (n) X,
converge. Soit

1
10 I —
(10 , k+1<x<k
De

k—1 @®
&(x) =3 Apsinnx + 3 Mysinnx,
1 k

aprés une transformation abelienne effectuée sur la seconde somme, résulte

2®I<Sr+ - _<F 4l
47" sinx2 Tk x
et, d’aprés (10),
—_ 1
(11) g ()| << Apy + m(k + 1) 2y, <x< .

k+1 k

Etant donné quil s’agit de lintégrabilité au voisinage du point
x =0, il suffit de montrer que
l 1
I fL (——)Ig(x)]dx<oo.
x

0

Selon (11) on a
1 ) 1

-1=§ [ () 18014x< B s+ w0+ D) fiL(%)dx

1
L 1
n+l e S
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et du fait que L(x) croit d’'une fagon monotone, on arrive a I'inégalité
1

IS (Bacy +m(n + DAL (2 +1) fdx -

1
n4-1
®L{n+ 1)~ = L(n+1)
A 408 —20, =
\Eln(n+1) n El n
(12) <2, + Z,.

La série =, converge selon I'hypothése. Pour montrer la convergence de
Z,, remarquons d’abord que la convexité de L (x) implique, d’aprés (vi),

Lin+1) e,,="+ lﬂn+l)€n<28nL(n+l),
n n n+l n+1

L(n+1)-L@n)~=

ot s, 0. L (x) étant une fonction monotone et croissante on a
L(n) L(n+ l) _L(n+1) L{n+1) —L(n)’>

n n+1 n(n+1) n
L{n+1) - 9e, L(n+1)
“n@n+1) n(n+l)
>(1 - 2ey) - LD
n(n+1)

De la dernitre inégalité résulte que L (n)/n décroit d’une fagon monotone
et, d’autre part, que la série Z; converge si la série

(13) 2{L(n) _L(n%—l)}Kn

n n+ 1

converge. Cependant,

m(L(n) L(n+1) L(m+1) _ m [ (n)
21:{ rz+1]n m+1A 21: PR

et étant donné que T n—!L (n)An converge d’aprés I’hypothése, 'expres-
sion au premier membre est bornée. Donc, la série (13) converge et, par
conséquent, la série =, converge de méme. En vertu de (12) on a donc
L (1/x) g(x) € L (0, w).
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Inversement, soit L(1/x) g (x) € L (0,=). L (x) ne décroissant pas, il
s'ensuit d’aprés (iii) que g(x) € L(0, =), c. a. d. A sont les coefficients de
Fourier de la fonction g(x). Soit 0 <8< = et posons p=[1/8]. On a
alors

dx.

}p‘_‘!“—(—"lsinnx
1 n

5 = '
2L
ay  ZEEn<{ [+ [llewl
i 29 n
o 3
Soit ¢ = [1/x]. Dans la premitre intégrale x< 8, c.a.d. g>p, et en
considérant que sinnx>0 pour x€(0,8), n=1,...,q et que L (x) ne
décroit pas, on a

Iég'—’(:—)sinnx <i£’%ﬂlsinnx<xé L(n)<
(15) 1 1 1
<xql@<L(3)
x

Dans la deuxieme inlégrale x>8, c.a.d. ¢p; de (15) et de la mono-
tonie de L (n)/n, résulte

ﬁl‘(’l)sinnxi\<\ié_@sinnx+'f:l;(—@SiﬂnXi<
T n | 1 n g+t 1.
o) e
x sinx/2 q+1
QL(-I— +f_l.‘_(_q).<ML(—l—>
x X q x

Il s’ensuit finalement de (14) que

L (n)
n

[ 4 .
> kn<h1fL(1/)C)lg(X)ldx,

pour chaque p>[1/8], c.a. d. que la série Sn~1L (n)\, est convergente.

Remarquons, que la démonstration précédente reste valable si X,
décroit d’une facon monotone 2 partir d’'un certain rang N. II faut alors,
au lieu de g(x), prendre g(x) =ZF Ansinnx et considérer ensuite linté-
grale [{"V L (1/x)]g (x) |dx.
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84. DEMONSTRATION DU THEOREME 3.Soit ZnY—!1 L () s, 0 < ¥ < 1,
convergente. On obtient par une transformation abelienne

'f(x)=—;—)\o+ L f:(k"—xn+1)cos(n+ I)x sinnx.

sin x/2 4

Etant donné que, d’aprés (iii), x~YL (1/x) € L (0,x) pour y < 1, la fonction
x~YL (1/x) f(x) est intégrable dans lintervalle (0,=) si Iintégrale
| f x=Y=1L (1/x)

0

> (n - Anyy) cos(n+1)x sinnx|dx
1

existe. A plus forte raison elle est intégrable, si

1 - : B
Ki—':ffx‘Y“‘ L(1/x) X (hn = hnyy)|sinn x| dx < oo
1
0

Les termes du second membre étant positifs, on a

K=3 (- x,,ﬂ)f x—Y-1 L (1/x)|sinnx|dx =
1
0

= 2(}‘n = Myg) VL (M) Ky,
1

ol 'on a posé

x

Ko = L—}E | XY=t |sin (1/0)|L (a x)d x.

nx

Pour 0 <y <1, selon (v) et en vertu de la remarque 9,

Kn+f X1 |sin (1/x)|dx, n~ o,
+0
d’ott

K< M3 (hn — Myyy) 07 L ()
1

En vertu du lemme, le second membre est borné pour 0 < y<1, ce qui
prouve que x—YL (1/x)f(x) € L (0, ).
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Inversement, soit x—=YL (1/x) f(x) € L(0,x),0 <y < 1. Soit 0 <8< n
et p = [1/8]. En premier lieu on a

x E}m ‘Max {1 L(v)}=

x P
— E:nY—‘L n
29 ") < 2 9 <o

.‘-1

<ZE 1L,
1

[\

ot n*—1L,(n) ne croit pas. D’apres. (iii), f(x) € L(0, =), c.a. d. A» sont des
coefficients de Fourier de la fonction f(x). Donc,

f:nY—l Ly(n)cosnx|dx
1

(16) g—z:n*—'L<n)xn<{f+f}|(f(x)|
,, J

Soit ¢ = [1/x]. En tenant compte de (vii) et (iv), pour 0Lx <8 on a
d’'une maniére analogue 2 celle exposée dans la démonstration de la se-
conde partie du théoréme 2,

i =1L, (n)cos nx| << i 1L, (n)<<
1

1
<MgL (<
< M x—YL(1/x).

Vu que n"—'Lg(n) ne croit pas, on a pour nggn,‘ en vertu de (vii),

E nY—1 L, (n) cos nx
g+l

2’: nY—1L,(n) cos n x 2 Y1 Ly(n) + <
- ,

sin(v + /,)x

< MyxYL(1/x) + "' Ly (g) Max -
2sin x/2

g<v<p

My x™' L (1/x).

De (16) résulte donc

k4

_"‘_i =1L () Ay << M,J'x“YL(l/x)If(x)ldx’
29 -

0

¢. 3 d, la convergence de la série T L() A
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35. DEMONSTRATION DU THEOREME 4. Sion procéde comme Boas, une
sommation par partie et I’hypothése f(0) =0 nous donnent -

f(x)=— i}‘-n(l ~cosnx) =

®
=Y Ap{cos(n~1)x —cosnx} =
2

o0

=23 Aunsin(n ~1/,)x-sin x/2,

2

et, par conséquent,

H ( )f()=§l_njl‘( )iA"Sm”x—Q(SEI;C)C—/g)zxL<—i—)§Ancosnx=.-
2 2
(17)
airatl v HCRE s B G

Supposons que ZTa~-!L (n) A, converge Le fait que L (x) est une
fonction monotone et croissante implique a fortiori la ‘convergence de la
série T n—1' A, (les A, étant positifs 3 partir d’un certain rang), d’od, aprés
une transformation abelienne, résulte la convergence de la série = A A, logn
([9), § 5.13). Or, Szidon [7] a montré que de T A Aj,logn<<oo résulte
lintégrabilité de f(x); donc, d’aprés (i), xL (1/x)f(x) € L(0,n). Le fait
que L (1/x)g(x)€L(0,x) est une conséquence du théoréme 2 et de la
remarque faite a3 la fin de la démonstration de ce théoréme. De (17)
résulte finalement que x—!L (1/x)f(x) € L (0, ®).

Inversement, supposons que x—=*L (1/x) f(x) € L (0, =). Posons

sn=é£'—(l’2, s, =0.
1 v

Soit 0 << 8 < =; alors on a, en posant p = [1/8}],

g‘iL(n)An= [i Sn )y +SpAp+1]
1

X
2
%[2 SnAn+ s,(— —;—l - 2,,: x,,)]=
x
2

i

1

I

[}:: (Sn = $p) Mn — Xy 3p]~
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Etant donné que L (x) croit d’une facon monotone, on a, d’aprés (m\K
f(x) € L(0,n), de sorte que A, sont des coefficients de Fourier de la —

fonction f(x). Donc,

%i L,(ln)A"=ff(x){—Sp+ i (sn“Sp)COSle]dx,
1 .9
0
et si 'on pose
(18) °'n=éCOS VX = sin x/2 + sin (”+1/z)x’

0 2 sin x/2

on obtient, aprés une sommation par parties,

x & L(n L(p+1) L(n+1)
e flf();[ 7@ - L) - § Doy (9| ax <
(19) <ML—(—‘3~"fﬂfx*wf(x)|dx+L(1)f|f(x>|dx+
p+1 S ,
4 P L(n+1)
+ (11691 }z P a0,

olt M est indépendent de p. On a, comme nous allons le démontrer tout
de suite,

P

(20) Lt

1 n -+

l)c,,(x)<M1—)lc—L(—i»>, 0<x <,

olt M, est aussi indépendant de p. Par suite, en tenant compte de
x L) f(x) €L, =), L(x)* et L(x)/x>0 (x»>o0) les trois termes
au second membre de (19) seront bornés, d’oft- la convergence de
Zn~tL (n) An.

Enfin, I'inégalité (20) sera demontrée d’'une manire analogue a celle
employée dans la deuxidme partie du théoréme 2. On a, en effet, pour
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0 x§, c.a.d pour g>p, d’aprés (18)

4 L(n+1) g L(n+1) L L(n+1)(n+1)x
X "()! SY ST rISEET sinx/2
@1) <nY L@+ 1)<ngl(g+1)<
1
1. /1
<M,;L(-x—).

D’autre part, de L (x)/x 10, on obtient par une transformation d’Abel, pour
S xx, c.a. d. pour g p,

1
Sritam|<|E+|E <
1 1 g+1
<mLo(l), ML
x X x2 g+1
1 1
<M4;L(;)’

ce qui, avec (21), donne (20).

3.6. DEMONSTRATION DU THEOREME 5. Du fait que la série de f(x)
est absolument et uniformément convergente et que f(0) =0, on arrive
4 la formule

f(x)=— i}\n(l — cos nx)
1

et f(x) € L(0,x). Supposons que, & partir de I'indice N, les A, sont posi-
tifs et décroissants. Comme il s’agit de I'intégrabilité au voisinage du point
x=0, et comme d’aprés (iii) x~Y L (l1/x)(1 — cosnx) € L(0,n) pour
l1<y<3 et n=12...,N-1, on peut, sens restreindre la généralité,
au lieu de f(x) considérer la fonction

F(x) = 3 Mn(1 = cos nx),
N
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qui n’est pas négative dans (0,w). On obtient
14

f“x~YL(%)F(x)dx=fx—YL(%){i}»,,(l -—cosnx)}dx=

0

= i;:}\,,fx-‘YL(%)(l —cosnx)dx,

0

en tenant compte du fait que les termes de la série ne sont pas negatifs.
En posant

T, ¥ ! f xY—2 (1 - cos—l—)L(nx)dx,
L (n) x
1
nn
on aura
T
(22) f xVL(1/x)F(x)dx =3 da =1 L (1) T
N

0

D’aprés (v) et la remarque ® il s’ensuit pour 1 <y <3 que
(23) Tnef xT=2 {1~ cos(l/x)}dx = T>0, n-oo.
+0
Supposons que Ta¥!L(n)hn<loo, 1< y<3. Vu (23) la serie

It L(n) %, Ty elle aussi est convergente, c. 4. d. le second membre dans
(22) est fini. Etant donné que F(x)>>0, on obtient x— L (1/x) F (x) € L (0, =).

Inversement, soit x~YL (1/x)F(x)€L(0,x), 1<y<3. Alors, de
(22) il s’ensuit que Tn¥-!L (1) \s T, converge et, vu (23), les termes de
cette série, & partir d’un certain rang, ne sont pas inférieurs aux termes
de la série

LS L @)
2%
Autrement dit, £ n¥—! L (n) \n converge.

3.7. Pour démontrer I'equiconvergence des séries
(24) Sn'L(n)An et ZLE(n)Na,

6
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nous remarquons que la premitre de ces deux séries converge ou diverge
en méme temps que la série

(25) Z{L¥(n) — L%(n — 1)} An.
C’est la conséquence immédiate de la condition supplémentaire (2), d’aprés

laquelle
L(n)

L¥(n) - L*(n - 1) <

L’equiconvergence de la série (25) et de la deuxidme des séries (24)
résulte de

(26) 21 L2 () + LA (p) Ap g = ";{Ls(n) — L2 (n - )} An+ L (0) A,

Soit = {L%(n) — L2(n — 1} An<< 0o. Les deux expressions au premier
membre de (2€) sont bornées, ¢. a. d. 2L2(n)An< .
Inversement, supposons = L%(n)\, << oo. Alors on a

S L) ha>L2(p) 3 hn = L2(p) Ay,
P P
c. i d
L*(p) A, >0, p-> oo.
Par suite, d’aprés (26), Z {L2(n) — L% (n — 1)} An< oo.
(Recu le 14 septembre 1955)
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