HEKUW NMPOBJEMU 3BUP/bUBOCTH

Panko Bojauuh

1. AKO Cy HUB0BM {X,} U {y,} Be3aHU UBBECHOM JIMHEAPHOM
peaauuiom u ako u3 (V) lim y,=a caenm (V) lim x,=a 10

n—>ow >

hemo cumbOJIMYKKM O3HAYyaBaTH Ca

(V) lim y, — (V) lim %,

Cnemmjaano, lim y, —- lim X, 3HauM Jga M3 KOHBepreHimie
uuda {p,} cienu KOHBepreHuuja Huza {X,} Ka UCTO] TI'paHUUHO]
BpeJHOCTH.

Osne hemo mocmaTtpaTtu peJslalujy
(1) Yun=Cx,+ (1 = C) Xn—1y (xvl = O)
rane je c#0 u ¢#1. ¥ Tom cayyajy uz (1) caenu na je
n
(2) Xa=(1-2) D 2 gy,
v=0
rue je L=1-1/c.
3a npoussomho ¢ uz (1), 1j. us
Y= Xn= (C - 1) (xn - xn~1):
HermoCpesHO Clenu Ja je 3a
(V) lim-y, — (V)3ilim x,

noTpeGHO W JIOBOBHO JHa HHU3 {X,} 3ad0BObaBa YyCJIOB KOH-
BepreHuuje .
(V) lim (x, - x,—,)=0.

Y uzBecHum ciaydajeBuma mebyTum mory ce nOOUTH OBaKBU
crapou Tauber-oBe npupone 6e3 MKaKBOI' yCJOBa KOHBepreH-
1Mje, ajii y TOM Cilyyajy ¢ Huje Bulle Npou3BObHO. CTaBoBe
Te BpPCTe T3B. CTaBOBe Mercer-oBoOr Tuna rnocmarpahemo y oBom
pany. Hajjeanocrasuuju Takap ctas jgao je G. Polya [1]:
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Axo je R{c} > 1/2, mada lim y, —— lim x,,

INTO HenocpepHO ciend w3 obpacua (2). M3 uctor oGpacua
cienu, kao wro je To npumetno C. Aspanumh, na

arxo je R{c}=1/2, mada lim y, — (C, 1) lim x,.

YKoumko ce panu O 30MpJbMBOCTM, CBaku npobiiem OBOT Tuila
moxe ce oyeBuaHo nomohy obGpacua (2) csectn Ha mnpoGiiem
MHKJy3Wje JBa MOCTynka 30MpibUBOCTH. Ciyxehu ce Tum me-
Topom B. Byukosuh [2] je mokasao cuenehe ctaBose 3a (N, p,)
u (A) 36UpHBUBOCT:

CraB 1. Axo je R{c} > 1/2 u axo je @ocimyiax (N, p,)
peryaapar, ilada

(N, pa) lim y, — (N, pn) lim x,.
CraB 2. Axo je R{c} > 1/2 wmaoda
(A) lim y, —— (A) lim x,.

MebyTum, nOK je mokas3 cTaBa 2 n0CTa jeJHOCTaBaH, JIOKa3
craBa 1 3a (N, p,) 30MPIBUBOCT IMPWIMYHO je KOMIUIMKOBAH U
ocCjarba Ce Ha jeflHy Jlemy O MHKJY3uju aBa peryiapHa Norlund-
0Ba 1MOCTYyINKa 30MPJbUBOCTH.

Osne hemo mnpumerMBaTH jeJlaH je AHOCTABHU]H METOM, KOjH
ce cacToju y Tome na ce uz penauuje (1) usseje aHajorHa pe-
Jaluuja 3a cpejuHe HM30Ba {X,} U {y,} neduHucane rnocmarpa-
HUM TIOCTYINKOM 30UpPJbMBOCTH, NOMOhy Koje ce naTu 1pobiem
CBOJIM Ha I1103HATH MNpoOJieM peryJapHOCTH jeJIHOT IOCTynKa
36MpbUBOCTH. Y Tauku 2 paheMO TUM MeTOIOM jeJHOCTaBHHIe
nokKaze crasoBa 1 W 2, a y Ttayku 3 nokasahemo cuuyHe CTa-
Bose 3a Euler-oBy (E, ¢) u Borel-oBy (B) 36Up/bMBOCT:

~_ CraB 3. Axo je g peanan 6poj # -1 u Ric} >1/(2/¢g+1),
tada (E, ¢q) lim y, —- (E, q) lim x,.
CraB 4. Aro je R{c} >0 @aoa
(B) lim y, —= (B) lim x,.
Ako ynopenumo ctaBoBe 3 W 4 ca NpeTXOJHUM, BUiehemo

na cy Kojn npoGiema oor Tuna Euler-os u Borel-oB nocrtynak
30UpHUBOCTH YTOAUKO edukachHuin oja Norlund-osor uam Abel-



(3) Hexu npodiemn 36;1pjbpmocm 11

OBOI' LITO Ce HBUXOBO MOJbe nejcTBa NpOCTUpe JeBO OJ Mpage
R{c}=1/2, nok ce (N,p,) n (A) 36MpBUBOCT y TOME MOrJIeLy
He pasiuKyjy Of 0OuYHe KOHBepreHiuje.

2. (i) Hoxa3s cmasa 1. O3nauyumo ca {&,} u {n,} Norlund-
oBe cpenuHe HM3OBa {X,} u {n,} neduuucave obpaciem

1 Z Pa—v Qyy

n Y

r11e je Py= Z Pi, Po >0, p, =0, v=1,2,... Tagxa uz (1) no-

v=0
Oujamo nma je
Pn 1],Z=CP,, En+(1 _C) Pn—~1 E11——1,

na je npema (2)
En= 2 toy 1y
v=0

riue je
R (LREY B <
nv =1 n
l 0, v >n,

nrae je h=1-1/c. [lpema ToMe oCTaio je ja MoKaxemo na
lim n, —-lim &, Tj. na je MOCTyNnaK 36UPJBUBOCTH JiehpuHUCaH
martpuuom ||, || perynapan axko je M| <1 Tj. R{c} >1/2 n
ako je noctynak (N, p,) peryiapa, Tj. ako P,H/Pn—»l - oo.
To mebyTum HernocpenHO Clienu M3

N sy Py 12
Z|fm/‘_‘1 }\‘ 2[}\'\” anlﬁ’}\‘y

2° lim #,=0, v=0,1,2,...;:

n->®

3° Heka je n > N. Tana je

n

b N o

v==0 =0 v=N—41
N
) : P, e
< | N|MH42 V:Eo AL ( ) —Pm)mv ENng,

na je, ¢ o63upom Ha perynapnoct Norlund-osor moctynka
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tim sup | t,w-l} <[22 DA

n=30 I y=0 v=N+1

Kako N moxemo usa6paTu MpOU3BOJLHO BEIMKO, TO je

0
lim ) #m=1.
n—>% -
Tume je craB 1 pokasaH.
(ii) Horas cimasa 2. Koj jpokaza OBOI CTaBa jeiuHa Te-
mKoha cacToju ce y Tome Ja MOKaXemO Ja W3 KOHBepreHiyje
pena.

3 A0)- 3 yatn s 1<
u [N <1, 1j. R{c} > 1/2 cnenu KoHBepreHija pexna
(4) E(t)=2x,,t" 3a |[#| <L
praee
YV Tom cnyuajy, naume, u3 (1) nobujamo ma je

n(#)=ct@)+(1- ) EE(),

1
c+(1 c)tq()

Tj.
E(t) =
a ojaBne HenocpenHo cClelu
lim (1 -#) n(¢#)=1lim (1-1) (),
t—>1-0 t—>1-0

Tj. cTaB 2.
Kako je 1o npeTnocraBuu TOJYNPeYHUK KOHBepreHiuje
pena (3) jeanaxk 1, Tto je

(5) lim sup |y, =1,

fMa je mpema ToMe JOBOJBHO Jla MOKaXemo na W3 (5) cJesu

(6) lim sup |x,|V*<1.

n-»>oo

To je mebyrtum jegnocTtaHa nocieauua obpacua (2), 0OJLHOCHO
HejeHaunHe



n
: } S o ¥
:xn?<»“‘7\%2“-1" J’k<‘]_T|J’k,

v=0

rine je |yx| najsehm onr 6pojesa |y,|, v=0,1,..., n. Ako Haume
k ocraje orpaHuuyeHo Kaj n —— oo, Tajla U3 OBe HejefHauyWHe
oyeBuHO ciaenu (6). Ako k — oo Kaj| n —— oo, Tajxa je k/n<_1,
ay Tom ciuydajy (6) mobujamo us

[Ilpema TOMe, moaynpeyHuk koHBepreHuuje pena (4) je >1, a
TO je Kao WITO CMO BHIEJM JOBOJHO 3a JOKa3 CTaBa 2.

3. (i) Hdoxas cimaza 3. O3nauumo ca {,} v {n,} Euler-ose
cpenuHe HuzoBa {x,} M {y,} Koje cy, ka0 WTO je MO3HaTO,

negunucane obpacuem
n

o G (07 o

=0
rae je ¢ #-1. U3 (1) cinenu na je

n—1

1-c¢ n
a“ [ ¢ n—1— =
) Na - € En (q+l)”§(v+l)q v Xy =ty
axKo je
I ‘_vqﬂ I _ l =¢ n—1 I( n )_(n—l qn_1,,_vx=
g+l T (g1 &~ v+ v ] '
1-¢ £ 1
_ - n- i B
(q+1)"§( L)
1:(,"5
q+1 “n—1»
TO je
l-¢c .
' Np—C&p— (’7:]_ 1 (Nn—1 — € En- 1)*27*_1 Sn—1;
Tj.
Lo 1 1. I g

< _ — o Sl ia — i,
o [1 clgr ) "1 T gr1)

Peuwlagawem oBe jenHauuHe no &, nobujamo na je

0

2 E z
Snt Tny Oy,

v=0
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rie je
L( _L)L n—v-1
p 1 = (]+1}l v_n-1,
S —l—, v=n,
c
0, v>n

up=1-1/(c (g+1)).

[Tomohy oBoOr o6pacua MOXemMO JIaKO [OKa3aTh Ja U3
KouBepreHije Hu3a {1,} Cleld KOHBepreHuuja Husda {%,}, uiu,
iwto je ucro, na (E, ¢) 36upprMBOCT HM3A {y,} MOBJAYM 3a CO-
6om (£, q) 36upBMBOCT HMBA {X,} ako je |p|<1, Tj. R{c} >
1/(2 |g+1]). [loBobHO je Haume Jda MOKaXemo ja je IOCTynak
neduHucan maTpuuom || t,, || perynapan, tj. na je

& |

‘ 1 1 1 1
(B0 gl TR POy Y 4/ DD | P L.
1 2; Ty | I (1 c)l ‘q+1|,§ p |t 4 el <
|1 1y 1 1 1
4'(“)‘ T e
| C c/| |g+ 1t [P c|

2° lim 7, =0, v=0,1,2,...

3° Kako je
\ Iy 1 1-p .
Z o k( M’cﬁ)q+1 I- nop=1-1/(c(g+1)),
TO je

a je npema Tome

R
lim D =1,
n=>x y—

a Tume je cTaB 3 JOKa3saH.

(ii) Mdoxas ciwasa 4. Kako je Borel-oBa (B) cpenuna ne-

(punucana obpacuem
. 20 tn
a(t)=e fZ U 1
n=0 °
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TO Ce H0Ka3 CTaBa 4 CBOJAM Ha TO Ja NOKaxemo ja
lim n(#) — lim £(¢) axo je R{c} >0.
t—> o0 t—> o

[TperxonHo je mehyTum noTpe6HO na IOKaXxemo, CIMYHO Kao
KOJ JloKada CTaBa 2, Ja M3 KOHBepreHuuje peja

0 i" v
(1) 2 pnyy s (<o
CJieJli KOHBepreHija peja
20 i‘”
(8) D oy 3a || <oo
n=0 n:
WY, WTO je UCTO, Jla U3
T 1/n
(9) lim sup 22| =0,
n—>x ;ﬂ!

TO je ekBuBaseHTHO ca (T), cienu

. Xy [lin
(10) lim sup'nw! =0,

n—>owo

Ti. (8). [la 6ucmo TO MoOkKasajiu, NpUMeTUMO Ja je npema (2)

X, Un B ~-A|>1/n ( P |1k \kin (k!)]/n
sl g J 24 el
il <(14)\1 a1 ) nt)

/
rie je | yi| najpekm on Gpojesa |y,|, v=0,1,2,..., n. Onasne
CIMYHUM pe30HOBateM Kao KOJ, J0Ka3a CTaBa 2 MOXe ce 3a-
KbyunT na uz (9) caemu (10).
M3 (1) moxemo cazxa jako W3BeCTH OjroBapajyhy penauujy
usmeby (B) cpenuna HuzoBa {x,} u {y,}. OBae je Haume
t
n(#)=ce(#)+(1 —c).e"j‘e"é(u) du.

0

AKO OBy jeaHauuny pemumo no £ (#) po6uhemo na je

t
e L (1o )t o e L
gE(t)= = (] - —E) e J ec n(u) du+ ? q(t).
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Heka je |n(#)-a|<e, t> T. Tana je

|E(#)-a|=
EREEA A«
=‘-a(1——c)e ¢'+~E( )e L{J‘+j‘}ec {n(u) - a} du
1o )
o inl) -a) | <
| 1 1 [
<l|all-—||e+M|—|L-—]|e e du+
1= o[- 2o
|1 D) g=ot [ go e
+b—c~(1-»?) e f![e a’u+m,
rne je d=R {l/c}=2R{c}/|c?>0, na je
i g 2o 5[ L0 1) e 2

Tj.
lim £(%) = q,

t>o

a Tume je cTaB 4 nmokasaH.
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Résumé
QUELQUES PROBLEMES DE SOMMATION

R. Bojanic¢

Soient {X5} et {¥n} deux suites infinies liées par une relation linéaire.
Nous écrirons
(V) lim y,; —— (V) lim x,

toutes les fois que (V) lim y,=a entraine (V) lim x,=a.
Nous considérons ici la relation

M Ip=cxyt(1—c) x5, (x_;=0),
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olt ¢#0 et c#£1. Dans ce cas de (1) résulte

14
@ Xy =(1=2) DAL py,
y=0
oit A=1-1/c.
1l est évident, d’aprés (1) que la condition de convergence

(V) lim (ry—X—g) =0
est nécessaire et suffisante pour que la relation

V) lim y, —— (V) lim x,
ait lieu pour tout c.

Dans certains cas cependant, de pareils théoremes de nature tau-
berienne peuvent étre obtenus sans aucune condition supplémentaire de
convergence, mais dans tous ces cas ¢ ne peut plus étre arbitraire.
Ces théorémes sont appelés théorémes de type mercerien. G. Pdlya [1]
en a donné I'exemple le plus simple:

lim y, — lim x, toutes les fois que R {c} >1/2,

ce qui est dailleurs une conséquence immédiate de (2). Si, au lieu de
convergence, on considére un procédé¢ de sommation, il est clair, d’apres
(2) que tout probleme de ce type peut étre réduit a un probléme d'inclu-
sion de deux procédés de sommation. Suivant cette méthode V. Vuckovic
[2] a démontré récemment les théorémes suivants:

Théoréme 1. Si le procédé (N, py) est régulier, alors (N, p,) lim p,
—— (N, py) lim x, toutes les fois que R {c}>1/2.

Théoréme 2
(A) lim y, —— (A) lim x, toutes les fois que R{c}>12.

Tandis que la démonstration du théoréme 2 est assez simple, la
démonstration du théoréme 1, s’appuyant sur un théoréme d'inciusion,
est un peu laborieuse.

Nous appliquons ici une méthode de démonstration beaucoup plus
simple que la précédente, ot lI'on déduit de (1) une relation analogue
entre les moyennes des suites {xn} et {yn} définies par le procédé de
sommatlon consideré, ce qui réduit le probléme envisagé au probleme
bien connu de la régularité d’'un procédé¢ de sommation.

Suivant cette méthode nous avons donné en premier lieu, dans 2,
les démonstrations simples des théorémes 1 et 2. En second lieu, nous
avons démontré dans 3 des théorémes analogues pour les procédés
d’Euler et de Borel.:

Théoréme 3

(E, q) lim p, — (E, q) lim x,, toutes les fois que R {c} >1 (2 |g+1)),
oll q est réel et £ —1;

Théoreme 4
(B) lim y, —~ (B) lim x, toutes les fois que R {¢} > (.



