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' - DE SINUS A COEFFICIENTS MONOTONES"
' Par
S. ALJANCIC (Beograd), R. BOJANIC (Skoplje) et M. TOMIC (Beograd)

RESUME. Du comportement asymptotique au voisinage de zéro d'une
série trigonométrique de sinus a coefficients monotones on déduit le comporte-
ment de ses coefficients et inversement. Les résultats obtenus généralisent les
résultats connus [4], 6], (8], [13].

1. INTRODUCTION ET RESULTATS. La série trigonométrique

g (x) = 3 A, sin nx, | 1)
1

représerite une. fonction continue dans (8,x), 8 >0, si A, ¢ 0. Plusieurs
auteurs ont examiné le comportement asymptotique de la somme g(x)
lorsque x -+ + 0. ’

D’abord, Chaundy-et Jolliffe [3], en 1916, et ensuite Jolliffe
[9] ont montrés que n X, -0, n oo, est une condition nécessaire et suffi-
sante pour la convergence uniforme de (1). dans (0, %), c.a.d. pour la con-
tinuité de g (x) au voisinage de zéro.:

En 1928 Hardy [4] a montré que .de‘
Ap~Anc, noo0® 7 (2)

1) Les Trésultats contenus dans cette note ont été¢ communiqués au 11 Congtés des
math, de P'URSS (Mdscou, juin 1956) par M. Tomic. :

) f(x) ~ g(x), x »a signifie que f(x)'g(x)>1, x>a.
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avec A >0 et 0 <a<<l, il résulte

g()~—AT _ ya-t, x5 40, 3)

2T (c0) sinf’-;—‘

et en 1931 dans [5], que la relation inverse a aussi lieu, c.2.d., que de (3)
résulte aussi (2). De plus, le méme auteur, dans [5], et en 1943, avec
Rogosinski, dans [6], montre que ce résultat, sous une interpretation
adéquate, reste valable méme pour a=1, c.a.d. que de nX,»>A A>0)
il s'ensuit g(x)» An/2, et inversement.

Bien entendu le résultat analogue (0 << a < 1) est valable aussi pour la
série de cosinus. En utilisant ce fait, Heywood [8), en 1954, a montré
que (2) 2 (3) aussi pour 1 <a<<2. Il a en méme temps montré que
pour a>2 ceci mest plus vrai; ainsi, de (2) pour a=2, résulte
g(x)~Axloglx, et pour «>2, d'aprés un théoréme de Hartman
et Wintner [7], on a g(x) ~ K x, ot K désigne une constante.

Dans une note antérieure [2] nous avons généralisé le premier résultat
mentionné de Hardy. Pour compléter les résultats de ce genre nous allons
donner, ici, cette généralisation avec sa démonstration. Muis le but prin-
cipal de cette note est, d’une part, d’envisager les théorémes inverses de
ce type, et, d’autre part, d’introduire dans tous ces théorémes une forme
plus générale des valeurs asymptotiques des coefficients X, et de la somme
g(x). De cette maniére les théorémes généralisés restent valables méme
pour a =0, le cas qui n’a aucun sens dans les résultats de Hardy. D’une
manidre plus précise, nous introduirons dans les expressions qui donnent
le comportement asymptotique des coefficients X, et de la somme g (%) la
classe des fonctions A croissance lente. D’aprés Karamata [10], une
fonction positive et continue L (x), définie pour x >0, est dite 2 croissance
lente si

L (tx)
L (x)

21, x200 (4
pout tout #> 0 fixe.

THEOREME 1. Soit 0 <a <2, A>0 et \,40. Alors de

g(x)N____A_“____xa—lL(—JlT>, x40, [6)

2T (o) sinﬂ‘zi‘
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résulte
Ap~An—*L(n), n-oo, (6)
et inversement, de (6) résulte (5).
Pour 1 < a <2 de (6) résulte (5) d¢ja du fait que les coefficients A,
son positifs®.

Sous certaines restrictions ce résultat est valable méme pour a=0.
Bien entendu, a cause de 2,-0, il faut supproser dans les deux théo-
rémes qui suivent que la fonction L (x) tend vers zéro lorsque Xx-» oo.

THEOREME 2. Soit A >0 et soit N, une suite convexe qui 4 0. Alors de

A~AL(n), n- oo, )
résulte
g(x)NAlL<i), x> +0. ®)
X X

THEOREME 3. Soit A >0 et A, 4 0. Alors de (8) résulte (7).

Dans le méme ordre d’idées se trouve le théoréme suivant de
Salem [13]¥.

Soit \(x), x >0, une fonction convexe qui tend d’une facon monotone
vers zéro et telle que n)\(n) ne décroit pas. En posant \(n)=D),, on a

0<ix(i)<g(x)<£x(l), x - +0.
x \x x \x

Les conditions portant sur les coefficients X, dans le théoreme de
Salem sont plus générales, mais la conclusion est moins précise, car la
dernidre relation est une relation d’ordre, pas une relation asymptotique.
Nous remarquons seulement ici, qu’en partant des conditions

12
'_E vk}\v:nk}\n)
n

qui contiennent la condition de Salem (avec k =1), on obtient que A,
appartient 4 la classe R—O [12], c.A.d. a la classe des fonctions définies

3) Ce résultat est énoncé (sans preuve) par Hardy [4] dans le cas spécial ot
L(x)s=1.

4 Voir, par exemple, [14] p. 114, § 5.211.
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par la relation

0<C<L—(‘t{)<c, X+00, L’(V)=)\v,
L*(x) :
pour tout £ > 0 fixe.

De cette maniere on peut obtenir les résultats analogues aux théo-
rémes 1, 2 et 3 mais avec une relation d’ordre, c.A.d. des résultats au
sens de Salem. Nous remarquons aussi que le théoréme 2, avec A= t/logn,
nous donne '

*. sinnx 1

>

T loganlogl/x

, x40,

tandis que, d’aprés Salem, on a seulement

c © sinnx . C

0< <3

e , x-»+0.
xlogl/x ~ 45 logn ~xlogl/x

Enfin, il faut dire que les séries engendrées par le théoréme-1 sont
des series de Fourier. En général, ce n’est plus toujours le cas dans les
théorémes 2 et 3. En effet, de A, + 0 résulte ([14] p. 112) qu'on a toujours

Ay = 2 fg(x) sin nx dx . ‘ . )
T
0

Pour 0< a< 2, g(x) est intégrable au sens de Lebesgue, en tenant

compte des propriétés de fonctions a croissance lente.®) Cependant pour
a =0, g(x) n'est pas nécessairement intégrable, ce qui résulte de (8) en

prenant, par exemple, N,=1/logn.

9. PROPRIETES DES FONCTIONS A CROISSANCE LENTE. (i) Le pas-
sage a la limite (1), qui définit la ciasse de fonctions a croissance lente,
a lieu uniformément par rapport a ¢ € (a,0), 0-<a < b < oo.

(i) Si f(x)~L(x), x-oo, alors f(x) est de méme une fonction a
croissance lente. o
(iif) Si «>0, on a
x*L(x)»00 el x*L(x)»0, x-oo.

5) Les propriétés des fonctions A croissance lente se trouvent dans § 2. Ici, 1l s'agit de
1a propriété (ii). : I
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(iv) Soit >0 et posons
L,(x) =x% Min {t—*L(f)}, L,(x)=x"" Max {t*L()};
- ost=x 0st<x

Ly(xy=x" Min {tL (0}, Ly(x)=x* Max {t=L(f)}.
xS <o x St

Alors, Lk(x)NL(x), x»00 (k =1,2), cad., dapres (ii), Lk(x) (k=1, 2)
sont aussi des fonctions a croissance lente. Lcs fonctions x—*L(x)

x—“L,(x) sont non croissantes, tandis que xeL,(x) et x®L,(x) sont des
fonctions non décroissantes.

(v) Soit >0 et B> 0. Si l'intégrale

fx‘gf(x)i__dx

+0

converge pour — a<x <, oma
ff(x)L(}\x)deL(k)ff(x)dx, A>00.9
0 +0

On peut trouver la démonstration des propriétés (i—iv) dans [10] et
de la propriété (v) dans [1].

6) Plus précisément, dans la présente note nous utilisons la relation asymptotique

Sf(x)L(}\x)dx,vL(h)Sf(x) dx, pour un ¢>0 fixe.
¢/ +0
Or, celle-ci est une conséquence immédiate de la relation mentionnée sous {v), car pour

0<g<a, en tenant compte de .(iv) et {i), on a __

)8 efn

1 o \
lL(k)+{f(x)L(§x)dx ‘\ 0 S |f ()] (X)L Ax)dx <

i’y
< E\——f‘- Max {x%L{x) 5 x f(x)idx20, AP
S T osas. }+0 ' ‘
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3. 'LEMMES. Dans les démonstrations des théorémes €nonceés dans
§ 1 nous aurons besoin de quelques lemmes Pour plus de clarté nous
les exposerons dans ce paragraphe.

LEMME 1. Soit ¢, une suite des nombres positifs et soit pour un k >0
la suite n—* ¢, décroissante d’une fagon monotone. Alors de

¢, +¢C+...t ¢y ~CnVL(n), nroo, (10)

avec C >0, y >0, il résulfe

ch~Cyn—tL(n), naoo.

Démonstration. Soit §>0 et m = [n+ 8n]. Alors, d’aprés (10),
on a

CatiF+ oo+ Cm=C{mL (m)—n*’L(ﬁ)} + o {mYL (m)} + o {n"L(n)} =

- cmL(n){(n) IL((I:)) 1}+o{nYL(n)}.

D’une part, d’aprés (i), il vient

() tg oo

ce qui donne ‘
' Coty+ eer+Cm= Cn¥ L(n) {(148)Y —1} + o {aYL (m)}; (11)

d’autre part, de n—* ¢, |, on obtient pour n <v<{m

o< (—":—)k . <(—r’1§)k en < (148)F Ca.

Donc, co
Caiy 4 oo+ Cm < (m—n) (14+8) ¢, < n8 (1+8)* Cn,s

c. a. d., en vertu de (11),
n8 (1+8)* cp > CnYL (n) {(1+8)Y —1} + o {nY L (n)}.

Il s’ensuit

Y —
lim inf ——Cn > A1
n=o n\-l L (n) h) (1_*_&)’(
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et en faisant 8 tendre vers z€ro on arrive 2

c
lim inf —————>Cy.
n=w nv—t1L (n) =LY

D’une maniére semblable, en partant d’'un groupe de membres 2
gauche de c¢,, on trouvera

) c
lim su T—
el U L(n)
Donc,
lim —2— =Cy,

n=wo nY—1L (ﬂ)

ce qu'il fallait démontrer.

LEMME 2. Soit

sin x o X
(1—2rcosx + )2 {(1—r)* + x*)? '

K (r,x) =

Pour 0<r<1 et 0LxLmnona

= (—r)x + x*

KEI<S i rp

Démonstration. Pour 0<Cx <= et r>0 résulte Iinégalite¢

TR —

—2rcos x + r?)? {(1 —r)2+ x2?

x3sinx — 4 (1—cos x)?
x3(1—2rcosx 4+ r*)* | o

<ll 2 (1—cos x) n x® }] 2(1—cosx) x2
x| 1-2rcosx+r? (l—r)2+x"‘l——2rccsx+r'-’ (1—r)*+x?
| x3sin x—4 (1 —cos x)*|
x3(1—2rcosx+r*)?
2 |2(1—cos x) {(1—r)*+x2}—x*{(1—r)*+x*}| x5
<_r— +

x% (1—2r cos x+r?) {(1—r)*+x?} (1—2rcos x+r2)?’
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v que | x¥sinx—4(1—cos x)?| < x® pour 0 x <. Etant donné que pour
0<r<1 ona

|2(1—cos x) {(1—r)2+x2} —x2 (1—-2rcosx+r7) =

=2(1-r)

(1——r)~(1 —cos x—%z—) + x2(l—cos x) |

L2(1—r) x4,
on obtient de la
(1—r)x x5

+ .
( —2rcosx+r2){(1—r)*+x2} (1—2rcos x+r?)?

K (rx)[<

En tenant compte de (0 xm, 0<r<l)
1—2rcos x+r2=(1—r)2+4rsin2%>(1—r)2+ 4—;x2>
14

=Y =),
-

on a finalement

c™__(=nx my xX
Kn9l< 3 (1= + )2 +(4r) A
nz (I—r)x+x5 ‘
rt{(1—rp+ 22

LEMME 3. Pour a>0 et —1<0c<3 on a

a

f “{(1—x)"+ x*) 72 L( 1 )dx —;{ B (@) +o0 (1)} (l—r)“*3 L (5—17) r+1-0,

ol
‘ %—sin%ﬁl‘(a)l‘@—a)v, a0,
B (a)=
Z, a=0n
4 .
7) Nous remarquons que

1 on oo
lim —sin—T(0)l(2—a)=—.
L) 3 (@) F(2—aq) 7
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Démonstration. Par la transformation x = (1—r)/y on arrive 2

fax“{(i—r)2+x2}“L(1)dx—(l—r)°‘—3fyz““(1+y2) 2L(1 )dy

a

En tenant compte de la propriété (v) des fonctions & croissance lente on a

f oL ()~ L () f s ()2 dy, 1210,

l—r
“a

Par suite, le lemme est demontré, car

%sin%l‘(a)]‘@—a), «#0,

Jre ey -
3

. —, a=0.
4

4. DEMONSTRATION DES. THEOREMES 2 ET 3. (i) De (6)— (5) pour
0< a<2. Soit 0<<8< 1 <Aoo etposons p=[8/x], g=[1/x], r=[4A/x]
Alors on a

g(x) = E}\ sin nx+ E \, sin nx +
n=r+1

r

+ 3 (M—An—e L (n)} sin nx+

n=p+1

+ A Zr: {L (n)—L ()} n—= sin nx +
n=p+1

—A L(q)E n~%sinnx—A L(q) E n=¢ sin nx-+

n=r+1
+AL(g) Y n=sinnx =
n=1

=214+ 23+ 23+ Zg+ 25+ 26+ 7.
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En tenant compte de

T

xe—1 x40, 0<a<2,

@
> n—esin nx ~

n=1 9 r ((1) Sin an

et de L (q) ~ L (1/x), on trouve

Arn

271\/
ax

2

x“—‘L(i), x»+0, 0<a<2.
x

27T (o) sin

- Or, il faut montrer encore que

Iy, By, 35, Zqy Ty 2 =0 [xa—lL(_l_)}-
X

Posons 2, =n"%L (n)A,; donc, 4, > A, n»o0. Pourun 8, a<B<2,
on a selon (iv)

p - p
Eigxgn““L(n)}\n<Mx§n1—“L(n)g

p
< Mx- Max {nf~< L (n)} - 2P
I=sn=p n=1

< Mx-pP=* Ly (p)p*~F <

< Mxp*~* L (p).
Donc, d’aprés (i),

Xt L(p)
3 M(xp)2—o - - o>M8-*, x40,
Lig <M g

et, du fait que & peut étre choisi arbitrairement petit, il résulte

% =0 {x“—‘ L(ix)]

Par une transformation abelienne on trouve

| 1 n
s <———[1,+ An — A }
| 2I\Sm 2 nE=r| nil
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d’ol1, en tenant compte de A, ¢, il s’ensuit

2
! 2 - }"r < 1 }‘-r
sin x/2 x
Donc,
11— . -

e z, K n(xr)—“li—(r—) A s A, x>+ 0,

L(q) L(g)r==L(n
c.a.d.

ol )

car A peut étre choisi arbitrairement grand.

Si P'on pose, pour abréger,

e (p) = Max | X, — A,
pEn<w

on a

1%/< S [ T—Aln=e L(m) <

n=p+1

< e(p) Max {n=*2 L (n)} J’ a2 gt <
prlsnsr
»

1-af2 _ pl—of2
<e(p) Mox {m=sP L(n)} P
pEn< o 1 ~ «af2

- of2

€ —af2 [ (p) - —
<e(p)p 2p)1_u/2<

< Mp R ri-e? L (p) £ (p),

ce qui donne

xl—a
L(q)
car (p)-0. Donc, Zg=o0{x*1L(1/x)}.

| 251 <M (px)*P (rx) =P L), (p)~0, x :+0,
L(q)

111
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Posons

Alors on a

c.a.d
xl——a

L(g)

4|\

S. Aljandié, R. Bojani¢ et M. Tomi¢

Ln)_

n(x)= Max L@ ll.

p+lsn<r

LIKAL@A() 3 o<

‘ . n=p+1

<AL(Q)nE) [red<

Alogr—L (1), a=1,
p

M (xr)i=* n(x)
} -0, x »>+0,

Alog--q(x)
P

car, d’apres (i), n(x) 0. Donc, 2, = o {x*~1L(1/x)}.

Les sommes dans =, et Ty sont du méme type que 2, respectivement
3., avec L (n)=1 et A, =1; elles sont, donc, o(x*~!). De la résulte

Ty Ze =L (g)o(xs") = o {x*~1L (1/x)}.
Dans la démonstration de -cette partie du théoréme 1 on utilise la

monotonie des coefficients 2, seulement dans I’estimation de la somme 2.
Pour 1 < a < 2 cette hypothése est superflue, car pour un B, 0 < p<La—1,

on a

12, (< 3 oL ()2 <

n=r

<M i n—e L (n)-nf~*<

n=r

<M Max {nPL(n)}
rasn<wo

< Mr—? Ly (r) re—o+l
< Mr—=L(r).

Mr—eL(g)n(x), a¥l,
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Donc,
xl—-a

1% < M@~ 20y ae x5 0,
L (1/x) L (1/x)

Or, étant donné que o> 1, on trouve, en choisissant A arbitrairement
grand,
s =ofe ()
X

Cette circonstance justifie la remarque donnée aprés I'énoncé du théoréme 1.

(ii) De (5) — (6) pour o L a < 2. Nous allons montrer d’abord que

), r-1-0. (12)

® 1
Snrrm~A F(Q—a)(l-r)“—zL(
n=1 l—r

De 2,>0, en vertu d’'un théoréme de Karamata [11], résulte pour
a<<2

n

A
2 v)\\,w2

v=1 -

n?=* L (n),n-»oo.

Finalement, d’aprés le lemme 1, en y posant ¢,=nX, (k=1), de la mono-
tonie de la suite A, et «a <2 il s’ensuit

Apy~An—*L(n), n->oo,

ce qu’il fallait démontrer.

Il nous reste donc & démontrer la relation (12). Dans ce but remarquons
que, sous les hypothéses faites (2,41 0 et (§)), on a

2 2r g (1-r¥sinx .

AplM= — dx, 0 < L. 13

nz=1n d fcj (1-—2rcosx+r2)2g(x) * SIS (13)
0

En effet, si 'on multiplie l'identité

r(l -r%sin x © .
(1—2rcosx+r2)2=n§1ﬂf"smnx, o< r<l,

par % g (x), le premier membre sera intégrable dans (0,=), compte tenu

de (5) et de la propriété (iii). D’auire part, on peut intégrer terme a terme

Publications de I'Institut Mathématique 8
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la série 2 nrn g (x) sin nx, car

k4

0f{’;::llnrng(x) smnx]} !xg(x)dx 2”2'"<°°
Donc,

2r ‘ (1-r%)sinx
(1-2rcos x + r*)?

n
g(x)dx = %nr" —2—fg(x) sin nxdx, (14)
n=1 b
0

d’oi, en tenant compte de (9), résulte (13).

Posons pour abréger
A(a)=———i1—:—a;t et g(x)=x°“1L(l)§ (x).
2T (a) sin > x

D’aprés la formule (13), on a

En}\nr"= —r(l —r’)f x%1 (1 -2r cos x+r?)~%sin xL(l)g(x) dx =

=-i— r( —r’)fx“ (1=r)2 + x2) 2L (—i—)é(x)dx +

[
+ _i— r(—r) fx (r, x) x=* L (-i—)'é(x) dx =
0

=Jy(r) + J5 (r),
avec
sin x X

(1-2rcos x +r?)? - {(1—r)2+x2}2'

K(r,x) =

Pour évaluer lintégrale J,(r) lorsque r~1 - 0, remarquons que
lg(x) | < Mpour 0Cxr et que, d’aprés (5), on a

12 (x) - A(@)|<e pour 0CxLILlm.
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Pour § ainsi fixé, on a

Jy (r)—%r(l—rz)A () fax“{(l—r)zwsz}“”L(%)dxi =
0
)

[ty 2L () g - @) dx +

0

_2
T on

r(1—r?

T

+ fx“{(l—r)2+x2}"‘2L(—lx—)gr(x) il <

X
8

) F4

g—:-(l—r){efx“{ —r)® #x’}’zL(l)dx+fo“—4L(1)dx},

.0 5
¢ a. d.

Ji (r)={—;t—A (0) + o(1)}(1—r)fx°‘{(l—r)3+x2}”2L('—i—)dx, r+1-0

D’aprés le lemme 3 on trouve

fax“{(l R+t (%) dx = {B () + 0 (1)} (1—r)*—3 L (1

0

1

—r

), r+1-0,

ce qui donne, en vertu des valeurs des constantes A (a) et B (x),

Ji(r) = {—4“—:4 (a)+o{1)] {B(«) +0(1)} (1—r)=—2L (_L) =

1—r

= {AT@—a)+0(1)) (1—r)e—2 L (T'?} r>1—0.

Enfin, il faut évaluer I'intégrale J, (r) lorsque r+1—0. Pour 0 < x < ®
on a |g(x)| <M ce qui donne, d’aprés le lemme 2,

1 ()] < U—ﬁjMﬁXHW‘L()muﬂw

8%



116 S. Aljanéié, R. Bojani¢ et M. Tomi¢

14

(1—r)? fx“{(l——r)2+xz}"L(%) dx +

0

4 Mn
r

<

b4

(1-n) f xotd {(1—r)2+x2} 2L (—i—) dx.

0

4Mm
+
7

Or, d’aprés le lemme 3, on a

k.4

fx«{(l-r)z+x2}—= L (%) dx = (B (0)+ 0 ()} (1=r)*=3 L (1{7) -
0

=0(1)(1—r)a~3L(1—L), r+1-0,
—r
et d’autre part

b4

fx““{(l—r)’-{-xz}"L(%)dxgfx“L(—i—)dx=O(l), r-»1-0,
0 0

d’oit finalement

Jy(r)=(1—=r)1L (_1—};) o+(-no@)=

=(1—r)“—‘L($>-o(l), r>1-0,

ce qu'il fallait démontrer.

5. DEMONSTRATION DU THEOREME 2. Soit 0<8<1 et posons
p=1[8/x], q={[r/2x]. Alors

—1 o q
g(x)= PE Msinax 4+ 3 kasinax+ Y {(M—AL (n)} sinnx +
n=1

n=q+l1 n=p

+A4 Eq {L (n)—L (q)}sinnx +AL (q)}q; sin nx =

n—p n=p

=21+22+23+24+25.
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Le comportement asymptotique de g(x) est donné par Z,. En effet,

1 — 1
qu Sin le—'l — COS(p /2%)(3 Cos (q /2)x

x
n=p —sin =
x

—1scosd-—-1, x- 40,

et comme & peut étre choisi arbitrairement petit et L (g)~ L (1/x), il
résulte '

EBNALL(J—>, x> +0.
x X

Nous allons démontrer que
1 (1
22,2030 13

Posons A, =L (n)%,; alors |X,|<<M. Pour 0<<n<1 on a, en
tenant compte de (iv),

S<M ¥ L)<

n=1

<M Max {(? L ()} - 3 n= A<
1=n=p n=1

P
<MpU Ly () [ 170t =
0
<—— pL (p)-
l—q
A cause de (iv), on a ensuite

B < M) L (%) , (15)

ce qui donne avec § arbitrairement petit

1, /1
21‘-—-— {;—L(;‘)}, x—)+0.
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L’hypothese sur la convexité des coefficients %, n’est utilis€ée que
dans l’éstimation de =,. D’abord on a

0 o)
s, = €08 gx Y Agin sinnx -+ singx 3 Ag4nCOS X =
n=1 n=1

-3+ 3.

Par une transformation abelienne on trouve

- 0sC gx X ) 1
< 2280y << —— —% cosgx -— L(g),
| 22 = sinx/2 qH\sinx/QL(q) 1 X @
c. a d.
= =ol—1—L(i)}, x>0, (16)
x X

car cos gx = o (1). D’autre part, une double transformation d’Abel, en vertu
de la convexité des coefficients A,, nous donne

el sin gx
L ———322— (Ag—2g41)
BB 4 sin* x/2 (o =Rqs1)

Posons s = [g/2]. A cause de la convexité, on a, d’une part,
de —Ag=(s—2spp) ¥ (oyr —Asvg) oo F Aot = 2g) =

=>(q —5) (g1 —Ag) =

> _g‘ O‘-q-—i - )‘q) ’

et, d’autre part, selon (7) et en vertu de (i),

Ae—hg— AL(q {i—é:—))—l}‘i'o (L(@)} =0 (L (@)

c.a.d.

1
xq—xq+1=o{—q—L(q)}.
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Or, ceci monire que
| e | . x2 1

w* | < sin gx. S
S 4sin%x/2 x?

i -2
¢. & d. 23 =0 {x~'L (x~!)}. En tenant compte de (16), il résulte
Z, = o{lL(—1—>}, x- +0.
X X

e(x)= Max [A,—A],
pEn=q

0{%“4)},

En posant

on trouve pour la somme =,

S (Ra—A) L (n) sin nx

e S LM <e(x) I L (),
n=p n=1

et par une estimation semblable a celle qui conduit 4 la formule (15)
il s’ensuit

|23|= <

mu<Mm%Lgym.

Donc,
Ze= 0[—1— L (i>}, x->+0,
X X

car, d’aprés (7), €(x)»0, x-»+0.

Finalement, on a

1z <A Max [ 2O ],
p=n=q|L (q) !
c.a. d.
1 /1
24=0{——L(——)}, x-+0,
X X
car, d’aprés (i),
Max l-"-(—”lq 50, x40,
p=n=q| L (q)

(Regu le 11 Juillet 1956)
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