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Uber einen Taubersatz fiir Faltungen

Von
R.B0oJANIC¢, W. JURKAT und A.PEYERIMHOFF

Von Herrn Erpos wurde kiirzlich [3] die Frage aufgeworfen nach Aus-
sagen iber die GroBenordnung von Folgen {s,} mit den Eigenschaften

) Lot =% +00) [s,=Ta)
und =0 y=0
(2) a,=0.

Herr ERDOs zeigt, daB stets s,=mn-o(n) ist, wihrend Sy ="n40(|n)
nicht gefolgert werden kann.

Herr AvAKUMOVIC hat bewiesen [], daB aus (1) und (2) die Beziehung
Sy =0+ O(nv3_1“) folgt fiir jedes &>0.

Wir werden im folgenden zeigen, daB sogar s, =n -+ O (n}(log n)}) aus (1)
und (2) gefolgert werden kann. Es verlangt keine Mehrarbeit, dieses Ergebnis
gleich in etwas allgemeinerer Form fiir StiELTJES-Integrale auszusprechen
und zu beweisen.

§1. Es sei A(f) eine Funktion mit den Eigenschaften
(3) A4(0) =0, A(t)zA(t) fir 4,>420

und
A@t) =3(AC¢+0) + At —0)) fiir alle £> 0.

Das Integral h(x)= [A(x—t) dA(t) existiert fiir alle x>0 mit even-
0

tueller Ausnahme einer abzihlbaren Punktmenge und kann iiberall so fest-

gesetzt werden, daB /(x) eine monoton wachsende Funktion ist mit % (0)=0,

h(x)=4%(h(x+0) +h(x—0)) fir alle x>0 (vgl. [4], theorem 11.2a, S. 84

und den Beweis auf S. 85). Fiir jede Funktion 4 (f) mit der Eigenschaft (3)
x

ist damit das Integral [A(x—?#) dA(f) eindeutig erklirt. Wir verwenden
0

bei unseren Uberlegungen den folgenden einseitigen Konvexititssatz.

Hilfssatz. Es sei 2> 0 und W(x) sei eine Funktion mit den folgenden
Eigenschaften: '
W(x) ist erklart (und endlich) fiir x>0,
) 0 < W(x) < W(xy) fiir 0< %, < %,
mit positiven Konstanten C, und C, ist W(x') < C, W (x)
fiir 0<x<#'< x4 Cy(W(x))HE+D,
13*



196 R. Boyanié, W. JURKAT und A. PEYERIMHOFF:

Ist ferner C(f) fiir £= 0 eine meBbare Funktion, die in jedem Intervall
0< t< T beschrinkt ist, so folgt aus

) of (x — p-1C{) dt = O(W(x) (x> )

und
1

1
Clx + 1) — C(x) = Cy(W(x))F+:, C(x) —C(x —t)= Co(W(x))r+1
(6) { (C; eine beliebige Konstante) fiir alle x>0 und
0<t< Cy(W(x))ME+D (C(y) =0 fiir y<0)

die Beziehung .
) Clx) = 0(1) (W) (x> o).

Fiir einen Beweis vgl. [2], §1.8, S. 23 (die Beweismethode bleibt bei den
hier vorgenommenen Anderungen anwendbar). Im folgenden werden wir nur
den Spezialfall k=2, W(x)=2x2logx (x> 2) verwenden.

Es gilt nun der

Satz 1. Ist A(t) eine Funktion mit den Eigenschaften (3), so folgt aus

(8) hx) = [A(x — ) dAQ) =5 +0(3) (x>
die Beziehung °
(9) A(x) = x + 0(1) #¥(log x)}  (x — o).

Wir zerlegen den Beweis in einzelne Teile.
1. Wegen (3) und (8) ist

A2( )ng(x—t)dA(tngx—t)dA() O (x> o)

fiir alle ¥ mit eventueller Ausnahme einer abzihlbaren Punktmenge. Wegen
(3) ist somit fiir alle x

(10) A(x) =0(x) (x—> o).
2. Wegen (3) und (10) ist f(s)= [ e**d A(¢) konvergent fiir Rs >0. Fir
0

Rs >0 ist also f2(s) = fe“’dh
S.91 und beachte, daB h( ) =0 ist). Wegen (8) ist nun

s [ e~*th(t) dt (vgl [4], theorem 11.7Db,
(1}

(11) ‘fz(s)zsi;(1+g(s)%32) mit |g(s)| <K fir 0 <o=Rs<1.

3, Im folgenden sei stets s=o+1¢. Fiir L‘;‘; < 511? und 0<o< 1 folgt
aus (11) die Relation

(12 fO=1(t+al ) mit |a@<K.

[Das Vorzeichen dieser Wurzel ergibt sich aus der Tatsache, daB f(s)>0
ist fiir s> 0.]
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Fir % = ?1]? und 0<<o <1 folgt aus (11) die Abschitzung
1 N 3\ % ¥
(13) 6= gy (14 e B <, 1L
4. Wegen (3) (4(0) =0) ist f(s) — % =s [ (A(f) —?)e~**dt fir 6> 0. Setzt
0

man zur Abkiirzung B(f) = ft(t~ 7) (A(z) —7) dv und Sia (f (s)— %) =1(s),

so ist (vgl. [4], theorem 12.1a, S. 91)
(14) 7(s) = fe st B(t) dt,
0

wobei dieses Integral absolut konvergent ist fiir 6> 0. Die Funktion 7(s)
erfilllt fir 0 <o <1 die Beziehung

K, . s_ 1

oo fir |5 <5g°
(15) ln(s)] < K g o

|s|to 2K

Die erste dieser Beziehungen folgt unmittelbar aus (12), die zweite aus (13)

zusammen mit der aus |s|3 > g2 folgenden Ungleichung % < (2K)t L,
2K | s] o|s|t

5. Aus (14) folgt die Beziehung
ct+ioo

(16) Bx)=_1_ fn(s)e’”ds (x>0),

27 .
wobei das Integral wegen (15) absolut konvergiert fiir ¢ > 0 (vgl. [4], theorem
7.3, S.66). Mit 0<o=c<1 folgt aus (16) wegen (15) die Abschitzung

—xc K, dat Ky dat .
M’S%(G“ [5[32?11?0:

Setzt man ¢= &, so ist fiir ¥~ co und passende Konstanten ¢ >0, § >0,

z1 gx_%
I=0(x) f% +0(2) f 2 — 0(s210g x)
0 2=t

und

II = 0(x) f%: 0(x3).
65— %

ZusammengefaBt ergibt sich also
(17) B(x) = O(x2log x) (x— o).

6. Setzen wir im Hilfssatz k=2, W(x)=x%log » (x=2), W(x)=41log 2
(0< x<2) [diese Funktion erfiillt die Bedingung (4)] und C(t) =A(t) —¢, so
ist (5) erfiillt wegen (17). Aus (3) folgen die Beziehungen C(x 4 #) — C(x) = — ¢,
C(x) —C(x—1#)=—1, so daB auch (6) erfiillt ist. Die Behauptung (7) des
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Hilfssatzes ist nun gleichbedeutend mit der zu beweisenden Beziehung (9).
Damit ist Satz 1 bewiesen.
Ist {a,} eine Folge nicht negativer Zahlen und setzen wir 4(0)=0,
x) =2 a, fur x40,1,2,..., A(n) = $(A(n+0) + A(n —0)), so erfiillt diese
<z

Funktion die Bedingungen (3). Erfiillt {,} noch die Bedingung (1), so geniigt
A(x) den Voraussetzungen von Satz 1, denn es ist fiir n<x<<#-+1

M=

s = —{—0() (% — 00).

n—ov ’l’

= fo(x — ) dA(t) =
[

y=0
Als Anwendung von Satz 1 erhalten wir so den zu Anfang dieser Arbeit aus-
gesprochenen Sachverhalt. -

Satz 2. Evfillt eine Folge {a,} die Bedingungen (1) und (2), so ist
sp,=n-+ O(1) nd (log n)} (n—> o).

§2. Man wird bei einer genauen Durchsicht des Beweises von Satz 1
feststellen, daB die Voraussetzung A(f) < A(f,) (0< ¢ < 4,) im wesentlichen

nur im Punkt 1 verwendet wird (d.h. bei der Feststellung der Konvergenz
von [ e S*dA(t) fir Rs >O), wihrend etwa bei der Anwendung des Kon-
0

vexititssatzes die allgemeinere Voraussetzung A(fy) —A(f) = — K(ty—t,+1)
(t,= 1) ausreichend gewesen wire. So erhebt sich die Frage, ob Satz 1 unter
dieser allgemeineren Voraussetzung noch richtig bleibt, wobei die Behauptung
natiirlich dahingehend zu erweitern ist, daB eine der beiden Méglichkeiten
A(x) =4 x+ O(1) xk(log %)} eintritt. Das folgende Beispiel lehrt, daB dies
nicht zutrifft. Wir zeigen, daB Satz 2 mit a,>— K statt (2) falsch wird.
Es sei {a,} erklart durch ) a,2"= — V1 —2: 1= 52 . Setzt man

1—2z
Z<> (1=,
= A a2 of(3

—>——ZA_3 u l/— (n — o)

n
Wegen an:—;z 5”5, ist somit a, > C% fiir ein C >0 und alle groBen #,
y=0

so gilt

so daB8 a,>— K ist, wihrend s, --» nicht richtig ist. Mit der Abkiirzung

¢, = Z s,_,a, ist schlieBlich Zt 2" 1 %&

die Bemehung b, = — —}— O(n) (n— o) ergibt.
Der Satz 1 bleibt aber richtig, wenn wir in (3) die Bedingung A () < A(t,)
(0< ¢4 < 1) ersetzen durch A(t) —A(h)=—K(t,—4,-4-1) (0<4,<1)) und

1) AuBerdem ist stillschweigend vorausgesetzt, daB 4(#) von beschrinkter Schwan-
kung ist in jedem Intervall 0 <¢< T.

, woraus sich sofort
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zusitzlich noch fordern, daB das Integral foo e **d A(f) fiir Rs > 0 konvergiert.
Durch die Forderung %(0)=0, & (x)=1} (;L (x+0)+A2(x—0)) (x>0) ist das
Integral A (x)= fo(x—t) dA(Y) fiir alle x>0 in eindeutiger Weise erklirt
(vgl. [4], S. 84),‘J und es gilt die folgende Erginzung zu Satz 1.
Satz 3. Es set A(t) eine Funktion mit den folgenden Eigenschaftend)
A(0) =0, A(ty) —A{t)=— K(t,—t,+1) baw.
(18) Alty) — At) < K(ty— 8, + 1) fir 0<4<t,,
At) =3(A(t+0)+ At —0)) (> 0).
Evfiillt A(t) die Bedingungen (8) und

(19) Tim losl4®} <0
t—>00 ¢ -7
so gilt eine der Beziehungen
(20) A(x) = £ x4+ 0(1) x4 (log x)} (¥ — o0).

Der Beweis verlauft fast ebenso wie der Beweis von Satz 1. Der Schritt 1.
fallt weg, die Existenz von f(s)= [ ¢=s*d A(f) fiir Rs> 0 ergibt sich aus (19)
0

und die Uberlegungen von Schritt 2. bleiben ungeéndert, insbesondere ist (11)
richtig. Fir LZ;L3—< %, 0<o <1 besitzt f(s) wegen (11) keine Nullstellen,
und wir diirfen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daB 7(s) > 0
ist fiir kleine s >0 [beachte (18)]. Die folgenden Schritte des Beweises von
Satz 1 bleiben ungeindert bis auf die Anwendung des Hilfssatzes in 6., wo
aber unsere allgemeinere Voraussetzung (18) noch ausreicht, um die Behaup-
tung (20) abzuleiten.

Im Spezialfall der Folgen ergibt sich aus Satz 3 eine Erginzung zu Satz 2.
Satz 4. Evfillt eine Folge {a,} die Bedingung (1) und ist a,>—K (bzw.
a,< K) und lim "y/|a,[ <1, so ist s, = —n+ O(1)nd (log n)¥ (n— o0).
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