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Apstrakt. Ispituje se problem odredivanja slobodnog objekta sa bazom B u varijetetu
grupoida sa aksiomom f(x) =x, a pritom se koristi apsolutno slobodni objekt sa bazom B.

0. Uvod

Ako je G neprazan skup, a - (.X ¥) > xy preslikavanje iz G* u G, tada za par

= (G, ) kazemo da je gfupowf Za grupoid G kaZemo da je znjeknvan ako je

odgovarajuce preslikavanje iz G*u G injektivno, tj. (Vx, v, ve &) y=uw = (x, )
=(u, v) ). Element acG je prost u G akoje (Vx, yEG)aiay

Pomoc¢u prethodna dva pojma se dobija slede¢a karakterizacija apsolutno

slobodnog grupoida (t.). slobodnog grupoida u varijetetu V svih grupoida) ([1; L.1.5]).

Tvrdenje 0. Grupoid F = (F, -) je apsolutno slobodan sa bazom B akko

zadovoljava sledeca dva uslova:
(1) Skup B prostih elemenata u F je neprazan i generile F.
(1) Fje injektivan.

Nadalje, pretpostavllamo da je F apsolutno slobodan grupoid sa bazom B.

Koristicemo poymove duZina |v| i skup P(v) delova od v odredene sa:
[6|=1, |tu|=]|t]|+|ul|, P(b)={b}, P(tu)= {tu} v P()w P()

zasvaki beB, t,u €F.

Oznaéi¢emo sa E = (E, -) apsolutno slobodni grupoid sa jednoelementnom bazom
{e}, anjegove elemente sa f, g, h,... Elemente iz E zovemo grupoidni Stepem

Interpretaci (]ja elementa fEE u grupoidu G = (G, ) je preslikavanje f$: GG
definisano sa  f(a) = @ (f), gdeje @, E & G homomorﬁzam bz E M G koji je
ekstenzija preslikavanja A : e > a. Dakle, e®(x) =x, (M)°(x) =/ (x) h%(x), za svaki
f.heE, aeG. Usluéaju G=F1 G=E pisatemo f(u)lf(g) umesto fG(H)lf (2).

Posmatracemo, najpre, interpretacije elemenata iz E u apsolutno slobodnom gru-
poidu F. Neka su f, geE, t ueF proizvoljni elementi. Indukcijom po duzini ([5]),
moze se pokazati:

Tvrdenje 0.1. |AD) |=|1] ||

Tvrdenje 0.2. fiN=gw)&|t|=lu| < (f=g & t=u).

Tvrdenje 0.3. i) =gw) & |{|=|u| < (T el) (= hu) & g=fTh)).

Analogna tvrdenja Tv.0.1-Tv.0.3" prethodnim tvrdenjima, za E su jasna, pa
nece biti eksplicitno formulisana.

Definisacemo na £ novu operaciju "o " sa: fog=/f(g).

Ako vazi jednakost /= go h, tadaka'emo daje h desni,a g levi delitelj za f.
Jasnojedasu f 1 e 1leviidesnidelitelji za f- Rec¢i ¢cemo da je [ reduciran u E ako je

fxe & (f=goh = g=eor h=e).

Na ovaj nadin je konstruisan monoid (E, o, €), za koji vazi sledece tvrdenje.

Tvrdenje 0.4. Monoid (E,o, e) je slobodan. Baza je beskonacan prebrojiv skup
reduciranih elemenata.

1. Slobodni f-idempotentni grupoidi

Pretpostaviéemo, nadalje, da je f<E\ {e} fiksiran, a sa V; ¢emo oznadéiti varijetet
grupoida u kojima vazi identitet f{x) =x. Nas cilj je da konstruisemo slobodan objekt u
V; sa datom bazom B. Pri tome ¢emo koristiti sledeci rezultat, dokazan u [4].

Teorema 1.0. Neka je Ry €l odre|en sa:

R = {ueF|(Y tcF) fit) e Pw)}.
inekaje za u,v eRy, u*v definisan sa:
uv, uvekr
u*v= { /

t, uv=f().
D Pojmovi: podgrupoid, semigrupa, monoid, generatorni skup, homomorfizam grupoida,...

imaju uobicajeno znacenje ([2]).



Tada:

(1) R¢=(Ry, *) je grupoid sa najmanjim generatornim skupom B.

(i1) dko G = (G, ) eVy 1 A : B>G, tada postoji (jedinstven) homomorfizam
0 : R, —>G koji profiruje A.

(1) Akoje [ reduciran, tada R, eV,.

(iv) Ako RyeVy, tadaje Ry slobodan objekt u V, sa bazom B.

U radu ¢emo dokazati sledeca tvrdenja.

Teorema 1. dkoje f=g".» gdeje geE reduciran, tada Ry cVy.

Teorema 2. Nekaje f=goh, gdesu g, he E reducirani i pri tom g +h.
Tada, RyeVy akko g¢& P(h).

2. Dokazi Teorema 11i2

Prvo, ako feE 1 G=(G,*) je grupoid, tada ¢emo sa f° oznacditi interpretaciju f°
uG, tj. e@=x, (hh)')=h"K '), zasvaki xcG, hy, hcE.

Dokaz Teoreme 1

Nekaje f =g, n21 1 geF reducuran element. Tada je

Rf: {teF|(YoekF) g(”)(u)@P(t)}, T*u:{ tw, ERf
Neka je IERf. Tada: - £
* I3 ) == (n-1) - g (,‘{1 i = g n— 0‘1
g0={5> Zh oy - (r)—{

o, = g(w—E)((L)
— o(n-1) 2> 2
o, t=g"Y(x) go(), 1+ g I(a,)

g (), t=gr ()
gEd(ar,), =g ()
5 t=gwm® (o)
gu(1), t# g ()
g (), t=gw"" ()

g(”_n(az): t= g(wz)(az)

(xn—l’ I = g(ixw—l)

geb(p), t# g, )

g () =t, t=g""(ey)

g(”fz)(fxz) SICIOS g(”iz)(az)

gla, ) =t, t=g(a,,)
f, t+ g((xn—l)
Time smo pokazali daje g () =1, tj. f"(t)=t. zasvaki t € R;,paR;eV;. 0
Dokaz Teoreme 2
U L21 1 L22 pretpostavicemo da f € R,.

Lema 2.1. Akoje I"(t)=1I(t), zasvaki 1<P(f)\{f}, tadaje [*(t)=1.
Dokaz. Za f=f, f,, imamo f;, f; € P(f)\ {f}, odakle sledi:
I O=1 O O=f0=f0=t 90

Lema 2.2. Neka I€E je takav da 1eP(f)\{f}, I'(t)=((t). I pritom |I| je
najmanja. Tada postoje jedinstveni ueRy, ek, takvidaje t=&u), f=1-¢

Dokaz. Zbog [1"(t)#1(t) imamo/ =e, paakoje =1 L, tada: ,'(t) = ,(2), ,'(D)
=L, paje I'(H)=1"(t) * L,'(f) # ,(t) *I,(t) = I(f), odakle (prema definiciji * ) sledi
daje I'(f)=u, gdeje I(f)=Afu). Zbog M<|f , dakle |#|>|ul, prema Tv.0.3,
postoji EeE, takavdaje t=E&(u), paiz (lo &)(u) =flu) sledr f=1-& ¢

Lema 2.3. Nekaje f=goh, gde su g, h e E, razlifiti reducirani elementi. Tada,
postoji teR, takav da je W (t)#h(t) akko geP(h).

Dokaz. Neka teR; je takav daje h'(r) # h(f). Pokazacemo da postoji [ € P(h)\
{h}, takav daje I'(r) # I(f). Zaista, kada bi bila tatna jednakost ['(f) = I(f), za svaki

a, tu=g"(a)

Pretpostavimo da za k < n vazi: g% (f)=

Prema tome, imamo: g”™" (1) =

odakle sledi daje g (1) =




[ € P(h)\ {h}, tada biimali hy (f) = h(f), hy'()=ha(2), gdeje h=hh, Odatle, zbog
u=h () = h(t) = h(1) hy(r), imamo h(f) = flu). 1z poslednje jednakosti, zbog |u|<|¢|
(prema 1v.0.3), postoji &€k, takavdaje t= &), ho&=f= go h, §tonije moguce jer
su g 1 h razliciti reducirani elementi iz F.

Neka [ P(h)\ {h} jetakav daje ['(f) = I(¢), pri ¢emu |/| je najmanja moguca.
Akoje I1=1h1, tadaje I'(f) = 1,(f) * L'(£) = Iy(t) *L(t) = I(f) akko je I(t) = flu).
Odatle, prema Tv.0.3, dobijamo da je t = &(u), [<&=jf= geoh. Poslednja jednakost
povladi da je g levi delitelj za I, a h desni delitelj za £ Sto je mogudée samo ako je
=g &E=h

Time smo dokazali da ako je /' (f) # h(f), zaneko teRy, tada geP(h).

Pretpostavimo da geP(h). Pokaza}emo da postoji teR; takav daje h'(1) = h()).
U tu svrhu, stavicemo ¢ = h(a). gdeje acB.Tada |t|=|h|<|f]|, odakle sledida teR;.
(Naime. iz definicije skupa Ry sledi da ako veF je takavda veRy, tadaje |f]<|v].)
Dovoljno ée biti da pokazemo da je |h"(h(a))|< ||’ .

Zbog toga $to je g(h(a)) deo od h(h(a)), 1 g'(h(a)) = a. na osnovu Tv.0.1 1
Tv.0.1', dobijamo da vazi gornja nejednakost. ¢

Lema 2.4. Ako geP(h), tada R;eVy.

Dokaz. Prema L.2.3 imamo /' (f) = h(f), za svaki teRy. Odatle sledi da je

[fO=g'h'O=g' hw)-=t 0

Lema 2.5. dko geP(h), tada Ry gVy.

Dokaz. Kao 1 u poslednjem delu dokaza [..2.3, stavicemo = h(a), gde je acB.
Prema L.2.3, imamo u = h"(f) = h(f). Treba pokazati da je

gw=gn @)=t
Akoje u=h(v), tada f( =g (u)=g (h(v)) =v=t.
Preostaje slucaj kada je, za svaki v, u # h(v). Tada je
g') = gu) = g (1)) # 1 = h(a).

Jednakost g(u) = h(a) nije moguca buduéi, prema Tv.0.3, 1z nje bi sledilo da
postoji EcE, takav da je u=E&(a), azatim 1 go &= h, $to protivuredi éinjenicida su g
1 h razli€iti reducirani elementi iz E. ¢

Time smo kompletirali dokaz Teoreme 2.
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