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PREDGOVOR 
 
U~ebnikot "VOVED VO TEORIJATA NA MNO@ESTVATA I 

MATEMATI^KATA LOGIKA" e rezultat na pove}egodi{ni predavawa 
na kursot MATEMATI^KA LOGIKA I ALGEBRA za studentite od vtora 
godina na studiite po informatika na Prirodno-matemati~kiot fakultet 
vo Skopje. Postojniot u~ebnik od prof. d-r. \or|i ^upona "Algebarski 
strukturi i realni broevi" go pokriva re~isi celiot materijalot od 
letniot semestar na ovoj kurs, dodeka materijalot za zimskiot semestar, vo 
koj se izu~uvaat teorijata na mno`estvata, relaciite, preslikuvawata i 
delovi od matemati~kata logika, ne be{e pokrien so u~ebnik. Zatoa na 
po~etokot po~nav da gi pi{uvam predavawata kako pomo{na skripta za 
spremawe na materijalot, za po pet godini predavawa da ja oformam vo 
u~ebnik.  

Materijalot {to e obraboten vo ovoj u~ebnik, barem pogolemiot 
del, se predava i vo kursot MNO@ESTVA I LOGIKA za studentite od 
prva godina na studiite po matematika od istiov fakultet, pa istiov mo`e 
da poslu`i i kako osnoven u~ebnik i po ovoj predmet na studiite na 
Prirodno-matemati~kiot fakultet vo Skopje. 

Pokraj toa, na dvopredmetnite studii matmatika-fizika na prva 
godina se predava i predmetot ALGEBRA, za koj{to materijalot e del od 
ovoj u~ebnik, no vo nego se sodr`ani i pove}e delovi od logikata, i del od 
teorijata na mre`i, {to ne se predvideni vo programata na ovoj kurs. Zatoa 
ovoj u~ebnik mo`e da poslu`i i kako pomo{no sredstvo pri izu~uvaweto na 
gorenavedeniot predmet. 

Sekoja u~ebna godina se najduvav pred dilemata dali da po~nam so 
intuitivnata teorija na mno`estvata ili so elementite od iskaznoto 
smetawe. Problemot e vo toa {to se poka`uva pogodno koristeweto na 
iskaznoto smetawe pri definirawe na operaciite so mno`estva, a od druga 
strana, kako primeri vo nekoi delovi od iskaznoto smetawe pogodni bea 
primeri so mno`estva. Bidej}i studentite vo prethodnoto {koluvawe se 
sretnuvale i rabotele so mno`estva, a vo prva godina od srednoto 
obrazovanie i ne{to malku so iskaznoto smetawe, vo u~ebnikov gi 
voveduvam mno`estvata, a potoa }e se navra}am na iskaznoto smetawe, za na 
kraj od prvoto poglavje da prodol`am so operaciite so mno`estva. Smetav 
deka studentite od vtora godina studii se u{te ne se podgotveni za 
izu~uvawe na aksiomatskata teorija na mno`estvata, pa zatoa vo ovoj 
u~ebnik teorijata na mno`estvata e dadena na elementarno nivo. 
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Na krajot od vtorata glava, po oddelite kade {to stanuva zbor za 
aksiomata na izbor i dobro podredenite mno`estva, nema zada~i. Isto taka 
vo tretata glava po oddelni paragrafi nema zada~i. Ovie delovi se 
izlo`eni pove}e informativno za zapoznavawe so nekoi poimi, ne se 
obraboteni podetalno, pa zatoa i nedostasuvaat zada~i koi se i mnogu 
pote{ki i ne odgovaraat na nivoto na ostanatiot del od u~ebnikov. 

Da navedam nekolku zabele{ki za oznakite vo tekstot: 
Prvo, namesto izrazot "ako i samo ako", ~estopati }e se upotrebuva 

kratenkata "akko". 
Vtoro, pri definirawe na poimi ~estopati se sretnuva i drugo 

"ime" vo zagrada. Toa ozna~uva deka vo druga literatura mo`e da se sretne 
istiot poim i pod toa ime, pa dokolku ~itatelot se poslu`i i so druga 
literatura, }e mo`e polesno da se snajde so terminologijata. 

Treto, nekoi formuli se ozna~eni so broevi (a, b, v). Pritoa, prviot 
broj ja ozna~uva glavata od koja e formulata, vtoriot oddelot, a tretiot 
redosledot na pojavuvawe na ozna~ena formula vo toj oddel. 

^etvrto, svojstvata se ozna~eni so dve brojki; prvata go ozna~uva 
oddelot, a vtorata svojstvoto. Dokolku se povikuvam na nekoe svojstvo od 
oddel od prethodna glava, toga{ prvata brojka ja ozna~uva glavata vo koja e 
dadeno svojstvoto, vtorata oddelot od taa glava, a tretata samoto svojstvo. 

I petto, mnogu svojstva se dadeni bez dokaz. Naj~esto, osven za onie 
za koi e napomenato, dokazite se ednostavni i se ostaveni na ~itatelot kako 
ve`ba. Zna~i, osnovna ve`ba po sekoj oddel e da se doka`at nedoka`anite 
svojstva od toj oddel. 

Na krajot bi sakala sesrdno da im se zablagodaram na prof. \or|i 
^upona za sugestiite {to mi gi dade pri pregleduvaweto na rakopisot, na 
prof.d-r Aleksandar Samarxiski, kako i na studentite Goran Trajkovski i 
Aleksandra Go~eva, koi vo tekot na spremaweto na ispitot mi predo~ija 
nekoi gre{ki i tekstot go dopolnija so nekoi zada~i {to tie smetaa deka se 
interesni za studiite po informatika. 

Isto taka sakam da im se zablagodaram na recenzentite na ovoj 
u~ebnik prof. d-r Naum Celakoski i prof. d-r Dimitra Kar~icka, koi so 
svoite zabele{ki i predlozi mi pomognaa da go napravam u~ebnikov 
podobar i popolezen za studentite. 

 
***** 

 
Vo u~ebnata 2000/2001 godina otpo~na nastavata po novite nastavni 

planovi. Spored niv vo prva godina vo prviot semestar se slu{a predmetot 
MNO@ESTVA. Ovoj u~ebnik sodr`i pove}e od 80% od materijalot  spored 
nastavnite planovi, pa spored toa, mo`e da poslu`i i kako u~ebnik za 
studentite od prva godina na grupa informatika. 
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1. MNO@ESTVA I ISKAZNO SMETAWE  

1.1. Mno`estva  
 
So mno`estva rabotime sekojdnevno. Vo sekojdnevniot govor 

koristime i drugi sinonimi: garnitura, kolekcija itn. Re~isi sekoja 
~ovekova dejnost e svrzana so odredeni mno`estva. Sekoe mno`estvo se 
karakterizira so prirodata na svoite elementi. Teorijata na mno`estva, a i 
matematikata voop{to, ne navleguva vo prirodata na elementite na 
mno`estvata, t.e. izu~uva apstraktni mno`estva.  

Za ozna~uvawe na mno`estvata obi~no se koristat golemite bukvi 
od latinicata: A, B, C,...,M, N,..., pri {to bukvite X, Y, Z obi~no ne se 
koristat za ozna~uvawe konkretni, zadadeni mno`estva, tuku za 
"promenlivi" mno`estva.  

Se koristat posebni oznaki za mno`estvata prirodni, celi, 
racionalni, realni i kompleksni broevi. Imeno, so N go ozna~uvame 
mno`estvoto prirodni broevi, so Z mno`estvoto celi broevi, so Q 
racionalni broevi, so R realni broevi, a so C go ozna~uvame mno`estvoto 
kompleksni broevi. 

Kako {to napomenavme vo predgovorot, vo tek na celiot tekst na 
ovoj u~ebnik ~esto pati namesto izrazot "ako i samo ako" }e se upotrebuva 
kratenkata "akko". 

 
Primeri:  
1. Nastavnici {to rabotat vo edno u~ili{te so~inuvaat mno`estvo 

(nastavnici od edno u~ili{te). 
2. Site lica {to se nao|aat vo eden avtobus so~inuvaat mno`estvo 

(od lica {to se vo eden avtobus). 
3. Prirodnite broevi se isto taka mno`estvo. 
4. Ravenstvata: 1+3=4, x+y=7, x-y=5 so~inuvaat edno trielementno 

mno`estvo; elementite na ova mno`estvo se zadadenite ravenstva.  
1'. Ako vo edno u~ili{te raboti samo eden nastavnik, povtorno 

zboruvame za mno`estvo nastavnici od edno u~ili{te, samo {to vo ovoj 
slu~aj toa mno`estvo ima samo eden element.  

1". Ako i toj eden nastavnik e premesten vo nekoe drugo u~ili{te i 
ne e najdena zamena, povtorno zboruvame za mno`estvo nastavnici od edno 
u~ili{te, no vo ovoj slu~aj toa mno`estvo nema elementi, toa e prazno 
mno`estvo.  
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2'. Vo primerot 2 so tek na vreme brojot na licata {to se nao|aat vo 
avtobusot se menuva (nekoi izleguvaat na edna stanica, a drugi, pak, 
vleguvaat vo avtobusot). Ako pretpostavime deka avtobusot se dvi`i, dali e 
mo`no mno`estvoto lica {to se nao|aat vo avtobusot da bide prazno 
mno`estvo? 

4'. Dali brojot 4 e element na mno`estvoto dadeno vo primerot 4? 
 
Za dve mno`estva M i N velime deka se ednakvi ako i samo ako tie se 

sostojat od isti elementi, t.e. M i N se razli~ni oznaki za edno isto 
mno`estvo. Vo toj slu~aj pi{uvame M = N.  

Ako mno`estvoto M se sostoi od elementite a, b, c, d, e,... }e 
pi{uvame M={a, b, c, d, e,...}, pri {to rasporedot na elementite ne e biten. 
Taka,  

 {a, b, c} = {b, c, a}.  
Isto taka smetame deka brojot na pojavuvawa na eden ist simbol  vo 

dadeno mno`estvo ne zna~i deka toj element se pojavuva pove}e pati vo 
istoto mno`estvo, t.e mno`estvata, na primer, {b, c, a} i {a, b, c, a, c,.b} }e gi 
smetame za ednakvi i se sostojat samo od elementite a, b i c. 

Ako M i N ne se ednakvi mno`estva, toga{ pi{uvame M≠N. 
Namesto "x e element na mno`estvoto X" }e pi{uvame x∈X, a 

namesto "y ne e element na mno`estvoto X", y∉X. Soglasno so ovie oznaki 
imame  

 a∈{a, b, c}, no d∉{a, b, c}.  
 
Edno mno`estvo M e podmno`estvo od dadeno mno`estvo N (M⊆N) 

akko sekoj element od M e i element od mno`estvoto N. Znakot ⊆ se vika 
znak za inkluzija. Vo matemati~kata literatura se sretnuvaat i drugi 
oznaki za inkluzija. Vo ovoj tekst za inkluzija }e go koristime znakot ⊆, 
dodeka so ⊂ }e ozna~uvame vistinska inkluzija definirana so:  

 M⊂N akko M⊆N i M≠N.  
 
1.1o . A=B akko A⊆B i B⊆A. ■  
Tvrdeweto 1.1o  ~estopati se koristi pri doka`uvawe na ednakvost 

na dve mno`estva. 
  
Se dogovarame deka postoi samo edno mno`estvo bez elementi, 

prazno mno`estvo, i go ozna~uvame so ∅. Isto taka, po dogovor, ako M e 
dadeno mno`estvo, toga{ ∅⊆M, a ako M e neprazno mno`estvo, toga{ ∅⊂M.  

Da zabele`ime deka vo literaturata ~estopati za mno`estvo so samo 
eden element se koristi terminot ednoelementno mno`estvo (ili 
singlton). 
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Neka M e mno`estvo. So B(M) (ili P(M)) go ozna~uvame mno`estvoto 
od site podmno`estva na M. Velime deka B(M) e bulean (ili partitivno 
mno`estvo) na mno`estvoto M.  

 
Primeri:  
5. B({1,2})={∅,{1},{2},{1,2}}. 
6. B(∅)={∅}.  
]e navedeme nekolku svojstva.  
 
1.2o (i)  X=X; 
 (ii)  X⊆X; 
 (iii)  X⊄X. ■  
 
1.3o(i)    Ako X=Y, toga{ Y=X; 
 (ii)   ako  X=Y i Y=Z, Toga{ X=Z; 

 (iii)  ako X⊆Y i Y⊆Z, toga{ X⊆Z. ■ 

  

 1.1.1. Ve`bi 

1. Da se navedat nekolku primeri na mno`estva {to se predmet na 
izu~uvawata vo: 

 (a)  matematikata, 
 (b) fizikata, 
 (v) biologijata, 
 (g) ekonomijata. 
2. Da se opredeli buleanot na: 
 (a) {1, 2, 3};  
 (b) {a, b, 1, 2}; 
 (v) {0, ◊, ∆}. 
3. Da se poka`e deka: 
 (a) Ako A=B i B⊂C, toga{ i A⊂C; 
 (b) A⊆B i B⊂C povlekuva  A⊂C; 
 (v) B(A)⊆B(B) ako i samo ako A⊆B; 
 (g) B(A)⊂B(B) ako i samo ako A⊂B; 
 (d) B(A)=B(B) ako i samo ako A=B. 
4. Neka A={1, 2, 3}, B={1, 2, 3, a, b, c} i C={1, 2, a, b, d}. Da se opredelat 

site podmno`estva M, takvi {to: 
 (a)  A⊂M i M⊂B; 
 (b)  A⊂M i M⊂C; 
 (v)  C⊂M i M⊂A. 
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1.2. Iskazi i iskazni formuli 
 
Matemati~kata logika e edna od oblastite na sovremenata 

matematika. Ovaa oblast po~nuva pointenzivno da se razviva kon krajot na 
19 vek, koga matemati~kiot svet se sudira so "otkritieto na paradoksite", 
matemati~ki rasuduvawa koi doveduvaat do apsurd. 

Eden od najpoznatite e logi~kiot paradoks na Rasel od 1902 godina. 
Vo toj period se pravele obidi eksplicitno da se definira poimot 
mno`estvo, i toa taka {to definicijata da bide dovolno {iroka za da gi 
zadovoli site potrebi, pred se, na matemati~arite. Mno`estvo, isto taka, 
mo`e da bide objekt na mno`estvo (na primer, partitivno mno`estvo). 
Pove}eto mno`estva ne se elementi od sebe (mno`estvoto ma~ki ne e 
element na mno`estvoto ma~ki). Da go razgledame mno`estvoto A od site 
mno`estva H takvi {to X ne e element od X. Od definicijata sleduva deka 

 
A e element od A ako i samo ako A ne e element od A, 
 

{to e apsurd. 
 

Eve u{te eden primer na paradoks, primer na takanare~en semanti~-
ki paradoks. 

Eden ~ovek veli: 
"Jas la`am". 
 
Ako toj la`e, toga{ toa {to go veli e vistina, zna~i, toj 

ne la`e. Ako, pak, toj ne la`e, toa {to go veli e laga, pa zna~i, sepak 
la`e. 

 
Analizite na vakvi paradoksi dovele do razli~ni predlozi za nivno 

odbegnuvawe. Eden na~in za odbegnuvawe na Raseloviot paradoks e 
mno`estvata da se "definiraat" implicitno, so pomo{ na konkretna 
aksiomatska teorija. Prva takva aksiomatska teorija na mno`estvata dal 
Cermelo (Zermelo) vo 1908 godina. Postojat i drugi aksiomatski teorii na 
mno`estvata. Najradikalna e onaa na Brauer (Brower) i negovata 
intuicionisti~ka {kola (Heyting, 1956), koi ne priznavaat nekoi osnovni 
zakoni, kako na primer zakonot od klasi~nata logika deka edno tvrdewe ili 
e to~no ili ne e to~no (zakon za isklu~uvawe na tretoto), t.e. spored niv ova 
pravilo e to~no za kone~ni mno`estva, no ne mo`e da se obop{ti na sekoe 
mno`estvo. Isto taka, spored niv, dokazite za egzistencija na element so 
dadeno svojstvo ne se priznavaat dokolku ne postoi i postapka kako 
"efektivno" da se dojde do elementot so baranoto svojstvo. 
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Vo ovoj kurs nie }e se zadr`ime samo na osnovnite poimi i svojstva 
od matemati~kata logika, koi{to ni se neophodni ne samo vo teorijata na 
mno`estvata i algebrata, tuku i vo drugite oblasti od matematikata i 
informatikata. Vo prvata glava }e se zapoznaeme so elementi od iskaznoto 
smetawe i so teorijata na kvantifikatori, dodeka vo tretata so formal-
nite teorii, iskaznoto smetawe i jazicite od prv red kako specijalni 
formalni teorii. 

 
Vo govorniot jazik se sretnuvame so prosti re~enici od koi 

formirame slo`eni re~enici so upotreba na svrznici kako {to se i, ili, 
no itn. Me|utoa, vo iskaznoto smetawe od interes se re~enici za koi }e 
mo`eme da opredelime dali tie se to~ni ili ne. Takvite re~enici }e gi 
vikame iskazi. Imeno 

Iskaz e sekoja deklarativna re~enica koja{to zadovoluva to~no 
eden od slednive dva uslova: 

(a) taa e vistinita 
(b) taa e nevistinita. 
 
Na primer: 
Slednive re~enici se iskazi: 
"Mart ima 31 den." 
"2+2=5" 
"Pariz e glaven grad na Makedonija." 
Imeno, prvata re~enica e to~en, dodeka vtorata i tretata se 

neto~ni iskazi. 
 
Re~enicite: 
"Utre }e vrne." 
"Petre e visok." 

ne se iskazi, nitu pak e iskaz re~enicata 
"Fevruari ima 28 dena." 
Vo prvata re~enica vistinitosta zavisi od vremenskite uslovi vo 

idnina, vo vtorata poimot "visok" e relativen, zavisi od pretstavata {to ja 
ima onoj koj ja ka`uva ovaa re~enica, dodeka tretata re~enica e neto~na 
samo sekoja prestapna godina. 

 
Kako i vo govorniot jazik, i vo ovoj slu~aj mo`eme da zboruvame za 

"prosti" i "slo`eni" re~enici, odnosno iskazi. Na primer re~enicite 
"Mart ima 31 den." 
"2+2=5" 

se prosti, dodeka 
"2⋅2=5 ili Pariz e glaven grad na Francija." 

e slo`ena re~enica. 
Za iskazi koi{to se "prosti re~enici" }e velime deka se atomarni 

iskazi. 
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Da navedeme u{te primeri na atomarni iskazi: 
"5 e ednakov so 0." (ili, "5=0.") 
"8 e deliv so 4." (ili, "48.") 
Kako {to vo govorniot jazik od prosti formirame slo`eni 

re~enici, taka i od atomarni iskazi, so pomo{ na "svrznici", mo`eme da 
formirame "slo`eni iskazi". Vo natamo{niot tekst }e rabotime samo so 
re~enici koi se iskazi. Pritoa za oznaka na iskaz (ponatamu i za iskazna 
promenliva) }e koristime mali bukvi od sredinata na latinskata azbuka: p, 
q, r, s, .... 

  
Negacijata e najednostavniot na~in od atomarna da se dobie 

poslo`ena re~enica. Vo govorniot jazik taa se primenuva na razli~ni 
na~ini. Taka, negacija na re~enicata 

 
1 e pozitiven cel broj 

e 
1 ne e pozitiven cel broj 

ili 
Ne e to~no deka 1 e pozitiven cel broj. 
 
]e go koristime vtoriot na~in za formirawe re~enici so pomo{ na 

negacija. Imeno, ako p e re~enica, negacijata }e ja ozna~uvame so ¬p, t.e. so 
stavawe znak za negacija ¬ pred celata re~enica. Zna~i, negacija na iskazot 
p e iskazot ¬p, pri {to, ako p e vistinit iskaz, ¬p e nevistinit, a ako p e 
nevistinit, ¬p e vistinit iskaz. Neka T i ⊥ se oznaki za "to~no", odnosno 
"neto~no", soodvetno. Toga{ vistinitosta na re~enicata ¬p vo zavisnost od 
vistinitosta na re~enicata p mo`e da se pretstavi so tablica na sledniov 
na~in: 

 
p ¬p 
T ⊥ 
⊥ T 

 
Zna~i: 
p e to~en iskaz ako i samo ako ¬p e neto~en. 
 
Drug voobi~aen svrznik e konjunkcijata (se ozna~uva so ∧). 

Zavisnosta me|u vrednostite na vistinitost na po~etnite iskazi i 
novoformiraniot iskaz so svrznikot ∧ se definira so slednava tablica na 
vistinitost: 

 
p q p∧q 
T T T 
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T ⊥ ⊥ 
⊥ T ⊥ 
⊥ ⊥ ⊥ 

 
Zna~i, 
p∧q e to~na re~enica ako i samo ako i p i q se to~ni re~enici.  
 
 
Vo obi~niot govor postojat dve upotrebi na svrznikot "ili": 
"p ili q ili i dvete" (vklu~itelna disjunkcija), 
"p ili q, no ne i dvete" (isklu~itelna disjunkcija). 
Znakot ∨ go koristime za vklu~itelna disjunkcija, a vrednosta na 

vistinitost na re~enicata "p∨q" vo zavisnost od vrednostite na 
vistinitost na iskazite p i q se definira so slednava tablica: 

 
p q p∨q 
T T T 
T ⊥ T 
⊥ T T 
⊥ ⊥ ⊥ 

 
Zna~i, 
 
p∨q e neto~na re~enica ako i samo ako i p i q se neto~ni 

re~enici.  
 
Vo ovaa smisla i re~enicata "2⋅2=5 ili Pariz e glaven grad na 

Francija" ja smetame za to~na re~enica, iako od jazi~na gledna to~ka nema 
smisla spojuvawe na tolku razli~ni re~enici so svrznikot "ili". 

 
Drug na~in na formirawe "slo`eni" re~enici e formirawe na 

uslovni re~enici. 
 
Primeri: 
1. Ako `elezoto e metal, toga{ toa e kovno. 
2. Ako vrne, }e zemam ~ador. 
3. Ako 2⋅2=4, toga{ Pariz e glaven grad na Francija. 
4. Ako 2⋅2=5, toga{ Pariz e glaven grad na Francija.  
5. Ako 2⋅2=4, toga{ Pariz e glaven grad na Makedonija.  
6. Ako 2⋅2=5, toga{ Pariz e glaven grad na Makedonija.  
 
Re~enicite 3-6 od smislovna sodr`ina ne se dobri, no od gledna 

to~ka na matemati~kata logika, tie ne samo {to se dobro formirani, tuku i 
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re~enicite (3),(4) i (6) se to~ni. Simboli~ki tie se zapi{uvaat vo forma 
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p⇒q, a vrednosta na vistinitost na iskazot "p⇒q" vo zavisnost od 
vrednostite na vistinitost na iskazite p i q e definirana so slednava 
tablica: 

 
p q p⇒q 
T T T 
T ⊥ ⊥ 
⊥ T T 
⊥ ⊥ T 

 
Zna~i, 
 
"p⇒q" e neto~en iskaz ako i samo ako p e to~en, a q neto~en 

iskaz. 
 
Upotrebata na implikacijata (⇒) ne e vo sprotivnost so obi~nata 

upotreba, tuku ima pro{ireno zna~ewe.  
 
Re~enicata "p ako i samo ako q" da ja ozna~ime so "p⇔q". 
Zavisnosta na vrednostite na vistinitost na iskazite p i q i 

vrednosta na vistinitost na p⇔q e prika`ana so slednava tablica: 
 

p q p⇔q 
T T T 
T ⊥ ⊥ 
⊥ T ⊥ 
⊥ ⊥ T 

 
 Jasno e deka 
 
"p⇔q" e to~no ako i samo ako p i q imaat ista vrednost na 

vistinitost. 
 
Simbolite ¬, ∧, ∨, ⇒, ⇔ se vikaat logi~ki svrznici. Sekoja 

re~enica izgradena so pomo{ na ovie svrznici ima vrednost na vistinitost 
koja zavisi od vrednosta na vistinitost na sostavnite (komponentni) 
re~enici. 

Poprecizno, }e definirame poim za iskazna formula na sledniov 
na~in: 

]e opredelime mno`estvo simboli od koi }e gradime iskazni 
formuli. Nego }e go so~inuvaat: iskaznite bukvi, logi~kite konstanti, 
logi~kite svrznici i pomo{nite simboli. Imeno mno`estvoto simboli se 
sostoi od: 
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iskazni bukvi (}e gi vikame i iskazni promenlivi; }e gi ozna~uvame 
so p,q,r,...,x,y,...) 

logi~ki konstanti: T, ⊥ 
logi~ki svrznici: ¬, ∧, ∨, ⇒ i ⇔  
pomo{ni simboli: ( , ). 
So pomo{ na ovie simboli postepeno }e gi gradime onie izrazi koi  

}e gi vikame iskazni formuli. Imeno: 
(1) Sekoja iskazna bukva i sekoja konstanta e iskazna formula. 
(2) Ako A i B se iskazni formuli, toga{ i (¬A), (A∧B), (A∨B), (A⇒B) 

i (A⇔ B) se isto taka iskazni formuli. 
(3) Iskazni formuli se onie i samo onie izrazi dobieni so kone~na 

primena na (1) i (2). 
Da navedeme nekolku primeri: 
7. Izrazot (((p∧q)∨q)⇒(q∨s)) e iskazna formula. Imeno, p, q i s se 

iskazni promenlivi, pa spored uslovot (1) od definicijata, tie se iskazni 
formuli. Toga{, koristej}i go uslovot (2) od istata definicija, postapno 
dobivame deka i (p∧q), ((p∧ q)∨q), (q∨s), a na krajot i (((p∧q)∨q)⇒(q∨s)) se 
iskazni formuli. 

8. Od isti pri~ini kako i pogore, i izrazot (p⇒(q⇒(r∧q))) e iskazna 
formula. 

9. Izrazot ((p∧∨q) ne e iskazna formula. Imeno, dvata svrznika ∧ i ∨ 
se pojavuvaat eden do drug, {to spored (2) od definicijata za iskazna 
formula ne e mo`no. 

 
Koga nekoj poim se definira kako pogore, postapno, po~nuvaj}i od 

elementarni delovi kon poslo`eni, velime deka toj e definiran 
induktivno, pa vakvite definicii gi vikame induktivni definicii. 

 
Dogovor za koristewe zagradi:  
Najnapred }e gi izostavuvame nadvore{nite zagradi.  
Ako vo iskazna formula se pojavuva pove}e pati samo eden ist 

binaren svrznik, izraz bez zagradi e pokratok zapis za izrazot vo koj 
svrznicite se primenuvaat od levo na desno. 

 
Primer: 
10. p⇒q⇒r⇒p e pokratok zapis formulata (((p⇒q)⇒r)⇒p). 

 Najposle, po "ja~ina" na svrzuvawe svrznicite se podredeni na 
sledniot na~in: ⇔, ⇒, ∨, ∧, ¬, t.e. prvo se primenuva ¬ na najbliskata 
iskazna formula {to sleduva, potoa ∧ na najbliskite okolni iskazni 
formuli, potoa ∨, itn. 

 
Primer: 
11. Zapi{i ja iskaznata formula p∨¬q⇒r⇔p so zagradi. 
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 p∨(¬q)⇒r⇔p 
 (p∨(¬q))⇒r⇔p 
 ((p∨(¬q))⇒r)⇔p 
 (((p∨(¬q))⇒r)⇔p). 
12. s⇔r⇔p∧q∨¬s⇒q e drug zapis za iskaznata formula 

((s⇔r)⇔((((p∧q)∨(¬s))⇒q)). 
 
Da zabele`ime deka ne sekoja iskazna formula mo`e da se zapi{e 

bez zagradi. Na primer, vo iskaznite formuli p⇒(q⇒r) i ¬(p∨q), p∧(q⇒r) 
zagradite ne mo`at da se eliminiraat. 

 
Za sekoja vrednost T ili ⊥ na iskaznite bukvi {to se pojavuvaat vo 

iskaznata formula odgovara edinstvena vrednost na vistinitost na 
iskaznata formula (koristej}i gi tablicite na vistinitost). Zna~i, sekoja 
iskazna formula opredeluva funkcija na vistinitost koja{to mo`e da se 
pretstavi so soodvetna tablica na vistinitost. 

Primeri: 13. 
     (((¬p)∨q)⇒r) 

 
p q r (¬p) ((¬p)∨q) (((¬p) ∨q)⇒r) 
T T T ⊥ T T 
T T ⊥ ⊥ T ⊥ 
T ⊥ T ⊥ ⊥ T 
⊥ T T T T T 
T ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ T 
⊥ T ⊥ T T ⊥ 
⊥ ⊥ T T T T 
⊥ ⊥ ⊥ T T ⊥ 

 
14. Podolu e dadena "skratena" tablica na vistinitost na 

formulata 
((p⇔q)⇒((¬p)∨q)) 

(p ⇔ q) ⇒ ((¬ p) ∨ q) 
T T T T T⊥ T T 
T ⊥ ⊥ T ⊥T ⊥ ⊥ 
⊥ ⊥ T T T⊥ T T 
⊥ T ⊥ T T⊥ T ⊥ 

 
1.2.1. Ve`bi: 
 
1. Formiraj konjunkcija od negaciite na slednive re~enici: 



18 

x>3 i x<2. 
Koi prirodni broevi ja zadovoluvaat dobienata konjunkcija? 
2. Vo koja od narednite re~enici "ili" e upotreben kako svrznik za 

vklu~itelna, a vo koja kako svrznik za isklu~itelna disjunkcija: 
 (a) Ima{e dve mo`nosti: da ja izdade svojata tatkovina ili da 

umre.  
 (b) Ako zarabotam mnogu pari ili ja dobijam opkladata, }e odam 

na dolgo patuvawe. 
 (v) Ili utre }e dobijam na lotarija i }e si kupam novo palto, ili 

}e ~ekam da dobijam plata. 
3. Napi{i ja tablicata na vistinitost za isklu~itelnata 

disjunkcija i iska`i ja zavisnosta na nejzinata vrednosta na vistinitost vo 
zavisnost od vrednostite na vistinitost na promenlivite. 

4. Konstruiraj tablica na vistinitost za slednite iskazni formuli: 
  (a) ((p⇒(q⇒r))⇒((p⇒q)⇒(p⇒r)); 
 (b) ((p⇒q)∨(¬p)); 
 (v) ((p⇔q)⇒((¬p)∧q)). 
5. Konstruiraj skratena tablica na vistinitost za iskaznite 

formuli od 4.(a),(b) i (v) i za slednive iskazni formuli: 
((p⇒q)∨p) i ((p∨(¬r))⇔q). 
6. Slednite re~enici zapi{i gi kako iskazni formuli; pritoa so 

iskazni bukvi da se zamenat prostite re~enici (atomarnite re~enici). 
 (a) Ako barem eden od broevite a i b e ednakov so 0, toga{ i 

nivniot proizvod e ednakov so 0. 
 (b) Ako proizvodot na dva broja a i b e ednakov so 0, toga{ barem 

eden od tie broevi e ednakov so nula. 
 (v) Ako eden cel broj e deliv i so dva i so tri, toga{ toj e deliv 

so {est. 
 (g) Ako triagolnikot ABC e ramnokrak, toga{ negovite agli 

sproti kracite se ednakvi. 
7. Vo slednite iskazni formuli oslobodi se od zagradite: 
 (a) ((q⇔((¬r)∨(s∧p)))⇔(q⇒q)). 
 (b) (((p∧(¬q))∧r)∨s). 
8. Slednite iskazni formuli zapi{i gi so zagradi: 
 (a) r⇒¬(p∨r)∧p⇔q. 
 (b) r⇒p⇒p⇔¬p∨q. 
9.  Ako pi{uvame ¬A namesto (¬A), ⇒AB namesto A⇒B, ∨AB 

namesto A∨B, ∧AB namesto A∧B i ⇔AB namesto A⇔B, toga{ nema potreba od 
zagradi. Vakov zapis na formulite se vika inverzna polska notacija. 
Napi{i gi slednite iskazni formuli bez zagradi: 

 (a) ((¬p)⇒(q∨(¬s))). 
 (b) p∨((q∧(¬s))⇒p)). 
10. Iskaznite formuli zapi{ani vo inverzna polska notacija, 

zapi{i gi vo standarden zapis: 
 (a) ∨¬∧∨pqrs; 
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 (b) ∧p¬⇒¬q∨rs; 
 (v) ¬∨p⇒⇔qrs; 
 (g) ∨p⇒⇒∧¬p¬q∧p⇔qr. 
11. Ako na sekoj zbor A od mno`estvoto iskazni promenlivi i 

svrznici mu pridru`ime vrednost |A| (te`inska funkcija) na sledniov 
na~in:  

|⇒|=|∨|=|∧|=|⇔|=+1;  |¬|= 0; 
ako p e iskazna promenliva, toga{ |p|=−1; 

i 

∑
=

=
n

i
in uuuu

1
21 ... , 

toga{, vo inverzna polska notacija (vidi zada~a 9), eden izraz A e iskazna 
formula akko sumata na simbolite ima vrednost −1, a sumata na simbolite 
vo sekoja po~etna niza od A ima nenegativna vrednost. Doka`i! 
 

1.3. Iskazni funkcii. Kvantifikatori 

Neka M e dadeno neprazno mno`estvo i neka ϕ(x) e re~enica koja{to 
e iskaz za sekoja konkretna interpretacija na iskaznata promenliva x kako 
element od M. Toga{ ϕ(x) e iskazna funkcija vo mno`estvoto M. Vo toj 
slu~aj za mno`estvoto od site onie elementi x od M za koi ϕ(x) e to~en iskaz 
velime deka e re{enie na iskaznata funkcija ϕ(x) vo mno`estvoto M. Za M 
velime deka e univerzalno mno`estvo. 

Neka M e dadeno mno`estvo, ϕ(x) e dadena iskazna funkcija vo M. Za 
ϕ(x) velime deka e  to~na iskazna funkcija vo M ako mno`estvoto re{enija 
e ednakvo so mno`estvoto M. 

 
Primeri: 
1. Neka N go ozna~uva mno`estvoto prirodni broevi, N+ 

mno`estvoto pozitivni prirodni broevi, Z mno`estvoto celi broevi, Q 
mno`estvoto racionalni broevi, R mno`estvoto realni broevi, a C 
mno`estvoto kompleksni broevi. Da ja razgledame iskaznata funkcija ϕ(x): 
x2 +1=0. Toga{: 

{x|x2 +1=0∧x∈N}={x|x2 +1=0∧x∈N+}={x|x2 +1=0∧x∈Z}= 
  ={x|x2 +1=0∧x∈Q}={x|x2 +1=0∧x∈R}=∅. 
{x|x2 +1=0∧x∈C}={i,−i}. 
2. Neka U e univerzalno mno`estvo {to se sostoi od site 

podmno`estva od dadeno mno`estvo M. Slednive primeri se primeri na 
vistiniti iskazni funkcii, t.e. iskazni funkcii koi se to~ni za sekoja 
vrednost na promenlivite  X,Y∈U: 

∅⊆X; 
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X=X; 
X⊆Y⇔(x∈X⇒x∈Y); 
X=Y⇔(x∈X⇔x∈Y). 
Koristej}i re{enie na iskazna funkcija, dadeno mno`estvo A mo`e 

da se zapi{e i na sledniov na~in: neka A e mno`estvo, A⊆U, a ψ(x) e iskazna 
funkcija. Ako A se sostoi od onie elementi u od U koi po zamenata vo ψ(x) 
na mestoto na x davaat to~en iskaz, toga{ A e to~no re{enieto na iskaznata 
funkcija ψ(x). Vo ovoj slu~aj velime deka A e definirano so ψ(x) i pi{uvame 

A={x|ψ(x)}. 
 
Primeri: 
3. {1}={x|x=1} 
4. {1,2}={x|x=1∨x=2} 
5. ∅={x|x≠x}. 

Da ja razgledame re~enicata "Za sekoj realen broj x to~no e deka  
x2≠−1." Ovaa re~enica ne e iskazna funkcija, tuku iskaz, i toa to~en. 
Simboli~ki taa se zapi{uva na sledniov na~in 

(∀x∈R)x2 ≠−1.    (1.3.1) 
Simbolot ∀ se vika univerzalen kvantifikator. Ako univerzal-

noto mno`estvo (vo ovoj slu~aj R ) e "fiksirano", toga{ iskazot (1.3.1) 
mo`e da se zapi{e i na sledniov na~in 

(∀x) x2 ≠−1.    (1.3.2) 
 
Re~enicata: "Postoi realen broj x, takov {to x2 =2." e isto taka 

iskaz, i toa vistinit. Simboli~ki toj mo`e da se zapi{e na sledniov na~in: 
(∃x∈R) x2=2.  (1.3.3) 
Simbolot ∃ se vika egzistencijalen kvantifikator. 
 
Vrednosta na iskazite zadadeni so (1.3.1), (1.3.2) i (1.3.3) zavisi od 

univerzalnoto mno`estvo. Taka iskazot (1.3.3) e vistinit, dodeka 
(∃x∈Q)x2=2 

ne e vistinit. 
Da zabele`ime deka, ako M≠∅ e dadeno univerzalno mno`estvo, a  

ϕ(x) iskazna funkcija, toga{: 
 
(∀x)ϕ(x )⇔{x|x∈M ∧ ϕ(x)}=M 
(∃x)ϕ(x )⇔{x|x∈M ∧ ¬ϕ(x)}⊂M⇔ {x|x∈M ∧ ϕ(x)}≠∅. 
 
Da navedeme nekoi svojstva za kvantifikatorite, pri {to pret-

postavuvame deka M≠∅ e dadeno univerzalno mno`estvo. 

3.1o (∀x)ϕ(x )⇒(∃x)ϕ(x ). ■ 
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3.2o (∀x)(∀y)ϕ(x,y )⇔(∀y)(∀x)ϕ(x,y). ■ 
 
3.3o (∃x)(∃y)ϕ(x,y)⇔(∃y)(∃x)ϕ(x,y). ■ 
 
3.4o (∃x)(∀y)ϕ(x,y )⇒(∀y)(∃x)ϕ(x,y ). 
Dokaz: Neka x=xo e takvo {to za sekoe y∈M, ϕ(x,y)=T. Toga{ za sekoj y

∈M, ϕ(xo ,y) e vistinit, t.e. to~no e i (∀y)(∃x)ϕ(x,y ). ■ 
Obratnata implikacija ne e sekoga{ to~na i zavisi od iskaznata 

funkcija ϕ. Na primer, neka M=Z, a ϕ(x,y) e x+y=0. Toga{ (∀y)(∃x)ϕ(x,y) e 
vistinit, a (∃x)(∀y)ϕ(x,y) ne e vistinit iskaz. 

 
3.5o Neka ϕ(x) e iskazna funkcija, a p e iskaz. Toga{ 
(a)  (∀x)(ϕ(x )∧p)⇔((∀x)ϕ(x ))∧p. 
(b)  (∀x)(ϕ(x )∨p)⇔((∀x)ϕ(x ))∨p. 
(v)  (∃x)(ϕ(x )∧p)⇔((∃x)(ϕ(x ))∧p. 
(g)  (∃x)(ϕ(x )∨p)⇔((∃x)(ϕ(x ))∨p. 
(d)  ¬(∀x)ϕ(x )⇔(∃x)(¬ϕ(x )). 
(|) ¬(∃x)ϕ(x )⇔(∀x)(¬ϕ(x )). ■ 

1.3.1. Ve`bi 
 
1. Neka ϕ(x) i ψ(x) se iskazni funkcii na univerzalnoto mno`estvo 

M. Da se poka`e deka: 
 (a) ϕ(x)⇒ψ(x) e vistinita ako i samo ako {x|ϕ(x) }⊆{x|ψ(x)}. 
 (b) ϕ(x)⇔ψ(x) e vistinita ako i samo ako {x|ϕ(x) }={x|ψ(x)}. 
2. Ako M={1, 2, 3, 4, 5} e univerzalno mno`estvo, da se opredelat 

re{enijata na slednive iskazni funkcii: 
 (a) x=1∨x=2; 
 (b) x=1∨x=a; 
 (v) x=x; 
 (g) x≠x; 
 (d) x∈{1, 2}∨x∈{1, 3}; 
 (|) x∈{1, 2}⇒x∈{1, 3}. 
3. Neka Z e univerzalno mno`estvo. Da se re{at iskaznite funkcii: 
 (a) x e delitel na 12; 
 (b) 12 e delitel na x; 
 (v) x e vzaemno prost so 50 i |x|<50. 
Potoa istoto da se napravi koga univerzalnoto mno`estvo e  N. 
4. Da se re{i sekoja od iskaznite funkcii: 
 (a)  x4 − 1 = 0; 
 (b)  x4 + 1 = 0; 
 (v)  x2 − 10x + 23 = 0. 
Da se razgledaat posebno slu~aite koga univerzalnoto mno`estvo e 

Q, R, C. 
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1.4. Tavtologii 
 
Iskazna formula koja{to opredeluva konstantna funkcija na visti-

nitost ~ija vrednost e T se vika tavtologija. So drugi zborovi, edna 
iskazna formula e tavtologija ako pri sekoja zamena na iskaznite 
promenlivi vo dadenata iskazna formula so vrednost T ili ⊥ vrednosta na 
vistinitost na dadenata formula e sekoga{ T. 

Ako (p⇒q) e tavtologija, toga{ velime deka q e logi~ka posledica 
od p, a ako (p⇔q) e tavtologija, toga{ velime deka p i q se logi~ki 
ekvivalentni iskazni formuli. 

 
Da navedeme nekoi pova`ni tavtologii (ili logi~ki zakoni): 
(1)  (p∨(¬p))   (zakon za isklu~uvawe na tretoto) 
 
(2)  (p⇔(¬(¬p))), 
(3)  (¬(p∨q))⇔((¬p)∧(¬q)),   (De Morganovi stavovi) 
(4)  (¬(p∧q))⇔((¬p)∨(¬q)) 
 
(5)  (p∨q)⇔(q∨p), 
  (p∧q)⇔(q∧p),  (komutativni zakoni) 
 
(6)  (p∨(q∨r))⇔((p∨q)∨r)  
  (p∧(q∧r))⇔((p∧q)∧r)  (asocijativni zakoni) 
 
(7)  (p∧(q∨r))⇔((p∧q)∨(p∧r)) 
  (p∨(q∧r))⇔((p∨q)∧(p∨r))  (distributivni zakoni) 
 
(8)  ((p⇒q)⇔((¬p)∨q)))  (zakon za zamena na implikacijata) 
 
(9)  p∨(p∧q)⇔p, 
  p∧(p∨q)⇔p.  (zakoni za apsorpcija) 
 
Iskazna formula koja{to ima vrednost ⊥ za sekoja mo`na vrednost 

na vistinitost  na iskaznite bukvi se vika kontradikcija.  

Primeri: 
1.  (p⇔(¬p)), 
2.  (p∧(¬p)). 
 
O~igledno, iskazna formula e tavtologija akko nejzinata negacija 

e kontradikcija. 
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Da doka`eme nekoi svojstva na tavtologiite. 

4.1o (Modus ponens). Ako A i (A⇒B) se tavtologii, toga{ i B e 
tavtologija. 

Dokaz: Neka A i (A⇒B) se tavtologii i neka B ne e tavtologija. 
Toga{ za nekoja kombinacija vrednosti na iskaznite promenlivi {to se 
pojavuvaat vo B iskaznata formula B ima vrednost ⊥. Bidej}i A e 
tavtologija, za soodvetnite vrednosti na iskaznite promenlivi od B i 
proizvolni vrednosti za iskaznite promenlivi {to se pojavuvaat vo A, a ne 
se pojavuvaat vo B, iskaznata formula A }e ima vrednost T. No, toga{  
(A⇒B) ima vrednost ⊥, {to í protivre~i na pretpostavkata deka (A⇒B) e 
tavtologija. ■ 

4.2o (Pravilo za zamena). Ako A e tavtologija vo koja se pojavuvaat 
iskaznite promenlivi p1 , p2 ,..., pn , i B e iskazna formula dobiena koga 
sekoja iskazna promenliva pi vo A se zameni so iskazna formula Ai,  
i∈{1,2,...,n}, toga{ i B e tavtologija. 

Dokaz: Neka A e tavtologija. Za proizvolno pridru`uvawe 
vrednosti na vistinitost  na iskaznite promenlivi {to se pojavuvaat vo 
iskaznata formula B iskaznata formula A dobiva vrednost na vistinitost 
xi,  
i∈{1,2,...,n}. Toga{, ako na pi, i∈{1,2,...,n}, ñ pridru`ime vrednost na 
vistinitost xi , A  dobiva vrednost na vistinitost T (A e tavtologija), pa i B 
ima vrednost na vistinitost T. Zna~i i B e tavtologija. ■ 

4.3o Ako B1 se dobiva od A1 koga edno ili pove}e pojavuvawa na 
iskaznata formula A vo A1 se zameni so iskaznata formula B, toga{  

 
 ((A⇔B)⇒(A1⇔B1))  
 

e tavtologija. 
Dokaz: Ako A i B  imaat sprotivni vrednosti na vistinitost, toga{ 

(A⇔B) ima vrednost ⊥, pa ((A⇔B)⇒(A1⇔B1)) ima vrednost T.  
Ako pak A i B imaat ista vrednost na vistinitost, toga{ (A⇔B) ima 

vrednost na vistinitost T, pa i (A1⇔B1) ima vrednost na vistinitost T, 
zatoa {to B1 se razlikuva od A1 samo vo toa {to B1 sodr`i iskazna formula 
B na nekoi mesta na koi vo A1 se pojavuva iskaznata formula A. Zna~i  
((A⇔B)⇒(A1⇔B1)) e tavtologija.■ 

 
 
1.4.1. Ve`bi: 
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1. Opredeli dali slednive iskazni formuli se tavtologii: 
 (a) (((p⇒q)⇒q)⇒q). 
 (b) ((p⇔q)⇔(p⇔(q⇔p))). 
2. Proveri dali: 
 (a) (p⇒q) e logi~ka posledica od (p⇔q). 
 (b) ((¬p)∨q) e logi~ki ekvivalentno so ((¬q)∨p). 
3. Proveri dali sekoja od narednite iskazni formuli e tavtologija, 

kontradikcija ili ni edno ni drugo: 
 (a) p⇔(p∨p), 
 (b) (p⇒q)⇒((q⇒r)⇒(p⇒r)), 
 (v) ((p⇒q)∧q)⇒p, 
 (g) (¬p)⇒(p∧q) 
 (d) p∧(¬(p∨q)), 
 (|) (p⇒q)⇔((¬p)∨q), 
 (e) (p⇒q)⇔¬(p∨(¬q)). 
4.  (a) Poka`i deka ako A∧B e tavtologija, toga{ i A i B se tavtolo-

gii. 
  (b) Ako A e tavtologija, toga{ i A∨B i B∨A se tavtologii. 
5. Primeni go praviloto za zamena ako  
A e iskaznata formula (p∧q)⇒p ,  
A1 e q∧s, A2 e ¬q. 
Zabele`i deka od faktot {to (p∧q)⇒p e tavtologija, spored 

praviloto za zamena se dobiva deka i (q∧s∧¬q)⇒q∧s  isto taka e tavtologija. 
6. Poka`i deka slednite parovi iskazni formuli se logi~ki 

ekvivalentni: 
 (a) ¬(p∨q) i (¬p)∧(¬q); 
 (b) ¬(p∧q) i (¬p)∨(¬q); 
 (v) p∧(q∨r) i (p∧q)∨(p∧r); 
 (g) p∨(q∧r) i (p∨q)∧(q∨r); 
 (d) p∨(p∧q) i p; 
 (|) p⇒q i ¬q⇒¬p; 
 (e) (p∧q)∨(¬q) i p∨(¬q); 
 (`) p∧(p∨q) i p; 
 (z) p∧q i q∧p; 
 (y) p∨q i q∨p; 
 (i) (p∧q)∧r i p∧(q∧r); 
 (j) (p∨q)∨r i p∨(q∨r); 
 (k) p⇔q i q⇔p; 
 (l) (p⇔q)⇔r i p⇔(q⇔r); 
7. Iskazni formuli mo`e da se pretstavat so elektri~no kolo so 

prekinuva~i, so dijagram vo koj pokraj prekinuva~ot dodavame i iskazna 
bukva ili negacija na iskazna bukva, pri {to, formulata p∧q se pretstavuva 
so seriski vrzani prekinuva~i, a  p∨q  so paralelno vrzani prekinuva~i  
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(sl. 1.1), taka {to formulata pretstavuva nu`en i dovolen uslov niz koloto 
da te~e struja. Uslovot struja da te~e niz slednoto elektri~no kolo e 
iskaznata formula (p∧q)∨(r∧¬p). 

 

p q

r ¬ p   
sl. 1.1 

 
 

Iskaznata formula {to go pretstavuva koloto prika`ano na sl. 1.2. 
e (p∧q)∨((r∨p)∧¬q). 

 

 

p q

r

p
q¬

sl. 1.2  
 
Koristej}i ja prethodnata zada~a, mo`e da se poka`e deka taa e 

logi~ki ekvivalentna so iskaznata formula p∨(r∧¬q), koja go prika`uva 
koloto zadadeno na sl. 1.3. 

 

 

p

r ¬ q

sl. 1.3  
 
(a) Najdi poednostavni elektri~ni kola ekvivalentni na onie 

zadadeni na sl. 1.4., 1.5. i 1.6. 
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sl.1.4 sl.1.5

sl.1.6
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1.5. Generatorni mno`estva svrznici 
 
Sekoja iskazna formula {to sodr`i n iskazni promenlivi generira 

soodvetna funkcija na vistinitost so n promenlivi, t.e. preslikuvawe od  
{T,⊥}n→{T,⊥}. Logi~ki ekvivalentni formuli generiraat "ednakvi" 
funkcii na vistinitost. Imeno, dve logi~ki ekvivalentni formuli so 
ednakov broj iskazni promenlivi generiraat ednakvi funkcii na 
vistinitost. Dokolku imame logi~ki ekvivalentni formuli so razli~en 
broj iskazni promenlivi m i n, toga{ vsu{nost funkciite na vistinitost 
nemaat ednakvi domeni, t.e. tie ne se ednakvi kako preslikuvawa. Sepak, 
dvete funkcii na vistinitost mo`at da se smetaat za ednakvi, zatoa {to 
mo`e da se doka`e deka ako m<n, toga{ onaa {to dejstvuva na {T,⊥}n 
vsu{nost zavisi samo od m promenlivi, dodeka ostanatite ne vlijaat vrz 
nejzinata vrednost, t.e. ostanatite se fiktivni promenlivi. 
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Primer: 
1.  p∧(p∨q)  i p se logi~ki ekvivalentni formuli so funkcii na vis-

tinitost f i g soodvetno. Toga{ f(T,T)=f(T,⊥)=T=g(T); f(⊥, T)=f(⊥,⊥)=⊥=g(⊥). 
Zna~i, i dvete funkcii vo su{tina zavisat samo od edna promenliva, a 
vtorata promenliva na funkcijata f e fiktivna, pa iako tie dve funkcii 
nemaat isti domeni, mo`eme da gi smetame za ednakvi. 

Se postavuva pra{awe dali site funkcii na vistinitost se 
generirani so iskazni formuli. 

 
5.1o  Sekoja funkcija na vistinitost e opredelena od iskazna 

formula koja{to gi sodr`i svrznicite ¬, ∨ i ∧. 
Dokaz: Neka f(x1 ,...,xn) e dadena funkcija na vistinitost. f mo`e da se 

pretstavi so tablica {to sodr`i 2n redici, pri {to sekoj red sodr`i nekoe 
pridru`uvawe na vrednosti na vistinitost na promenlivite, sledeno so 
vrednosta na vistinitost na funkcijata f(x1 ,...,xn ). Ako 1<i<2n , neka Ci e 
konjunkcijata U1

i ∧U2
i ∧...∧Un

i , kade {to Uj
i e pj ako vo i-tiot red xj ima 

vrednost T, a ¬pj , ako xj ima vrednost ⊥. Neka D e disjunkcijata na site onie 
Ci, takvi {to vo i-tiot red f ima vrednost T (takvite elementarni 
konjunkcii se vikaat disjunkti). Za svoja soodvetna funkcija na 
vistinitost D ja ima funkcijata f. (Da zabele`ime deka ako ne postoi red vo 
tablicata takov {to f ima vrednost T, toga{ zemame D da bide p1∧¬p1 , {to 
ja zadovoluva teoremata.) Da pretpostavime deka na iskaznite bukvi p1 ,...,pn 
e pridru`ena n-torka od mno`estvoto {T,⊥}, i deka taa n-torka odgovara na 
k-tiot red od tablicata na funkcijata f. Toga{ Ck ima vrednost T, dodeka 
sekoe drugo Cj ima vrednost ⊥. Ako f ima vrednost T za redot k, toga{ Ck e 
disjunkt na D, pa i D }e ima vrednost T. Ako f ima vrednost ⊥, toga{ Ck ne e 
disjunkt na D i sekoj drug disjunkt na D ima vrednost ⊥, {to zna~i deka i D 
ima vrednost ⊥. Zna~i, D ja generira funkcijata na vistinitost f. ■ 

 
Dokazot na ova svojstvo dava algoritam za nao|awe iskazna formula 

{to ja definira funkcijata na vistinitost od dadenata tablica na vistini-
tost. 

 
Primeri: 1. 
 

x1 x2 f(x1,x2 ) 
T T ⊥ 
⊥ T T 
T ⊥ T 
⊥ ⊥ T 

   
 D e (¬p1 ∧p2 )∨(p1 ∧¬p2 )∨(¬p1 ∧¬p2 ). 
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2. 
 

x1 x2 x3 f(x1,x2,x3 ) 
T T T T 
⊥ T T ⊥ 
T ⊥ T T 
T T ⊥ ⊥ 
⊥ ⊥ T T 
⊥ T ⊥ T 
T ⊥ ⊥ ⊥ 
⊥ ⊥ ⊥ T 

 
D e formulata  

(p1∧p2 ∧p3 )∨(p1∧¬p2∧p3 )∨(¬p1∧¬p2∧p3)∨(¬p1∧p2∧¬p3)∨(¬p1∧¬p2∧¬p3). 
 
Koristej}i go algoritmot zadaden so dokazot na 5.1o, zaklu~uvame 

deka formulata {to mo`e da ñ se pridru`i na funkcijata na vistinitost f e 
zapi{ana vo oblik D1∨D2∨...∨Dn, kade {to Di se izrazi dobieni so 
konjunkcija na iskazni promenlivi ili nivni negacii, i velime deka toa e 
formula vo disjunktivna normalna forma (DNF). (Imeno, za edna iskazna 
formula velime deka e vo disjunktivna normalna forma ako taa e zapi{ana 
kako disjunkcija od takvi formuli, {to sekoja od niv e konjunkcija od 
iskazni promenlivi ili negacija na iskazni promenlivi.) 

Posledica 5.2o Sekoja funkcija na vistinitost odgovara na iskazna 
formula {to gi sodr`i samo svrznicite ¬ i ∨, ¬ i ∧ , ¬ i ⇒. 

Dokaz: Da zabele`ime deka p∧q e logi~ki ekvivalentno so ¬(¬p∨¬q). 
Zna~i, od tvrdeweto 4.3o sekoja iskazna formula {to gi sodr`i svrznicite 
¬ , ∨ i ∧ e ekvivalentna so iskazna formula koja{to sodr`i svrznici ¬ i ∨ 
(dobiena so zamena na sekoj izraz od oblik A∧B so ¬(¬A∨¬B)). Drugite de-
lovi od tvrdeweto se posledici od slednive tavtologii: 

 p∨q⇔¬(¬p∧¬q); 
 p∨q⇔((¬p)⇒q); 
 p∧q⇔¬(p⇒¬q). ■ 

Vidovme deka postoi takvo mno`estvo svrznici {to sekoja funkcija 
na vistinitost e generirana od formula izgradena samo so pomo{ na 
svrznicite od toa mno`estvo.  

Mno`estvo svrznici takvo {to sekoja funkcija na vistinitost 
mo`e da se dobie od formula izgradena samo so pomo{ na negovite elementi 
se vika generatorno mno`estvo svrznici.  

Se poka`uva deka postoi eden svrznik, ↓ (funkcijata generirana od 
ovoj svrznik se vika [eferova ili nili), koj gi generira site funkcii na 
vistinitost. Negovata tablica na vistinitost e:  
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p q p↓q 
T T ⊥ 
⊥ T ⊥ 
T ⊥ ⊥ 
⊥ ⊥ T 

 
Lesno se proveruva deka slednive iskazni formuli se tavtologii: 

¬p⇔(p↓p) i p∧q⇔((p↓p)↓(q↓q)). Zna~i, kako posledica od 5.2o se dobiva deka 
sekoja funkcija na vistinitost mo`e da se generira so iskazni formuli 
koi{to go sodr`at samo svrznikot ↓. 

Drug svrznik so ova svojstvo e ↑ (funkcijata {to ja generira ovoj 
svrznik se vika Pirsova ili ni). Negovata tablica na vistinitost e:  

 
p q p↑q 
T T ⊥ 
⊥ T T 
T ⊥ T 
⊥ ⊥ T 

 
Faktot deka ↑ e generatoren svrznik sleduva od slednive 

tavtologii: ¬p⇔(p↑p) i (p∨q)⇔((p↑p)|(q↑q)). 

5.3o Edinstveni binarni svrznici koi sami za sebe se ednoelementno 
generatorno mno`estvo svrznici se ↓ i ↑. 

Dokaz: Da pretpostavime deka h(p,q) e generatoren svrznik. Ako 
h(T,T)=T, toga{ sekoja iskazna formula koja{to e izgradena samo so pomo{ 
na svrznikot h }e ima vrednost T sekoga{ koga site promenlivi imaat 
vrednost T. Zna~i, ¬p ne bi mo`ela da se definira so pomo{ na h. Zna~i, 
h(T,T)=⊥, a h(⊥,⊥)=T. Ja dobivame slednava tablica: 

 
p q h(p,q) 
T T ⊥ 
⊥ T  
T ⊥  
⊥ ⊥ T 

  

 

Ako vo vtoriot i tretiot red imame T, T ili ⊥, ⊥, toga{ se dobivaat ↑ 
ili ↓, soodvetno. Ako e ⊥, T, toga{ h(p,q)⇔¬q bi bila tavtologija, a ako se 
T, ⊥, toga{ h(p,q)⇔¬p bi bila tavtologija. I vo dvata slu~ai h bi mo`el da 
se definira samo so pomo{ na ¬, t.e. ¬ bi bil generatoren svrznik, {to ne e 
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mo`no, zatoa {to funkcijata na vistinitost koja sekoga{ ima vrednost T ne 
mo`e da se dobie samo so pomo{ na negacijata. ■ 

Kako {to mo`at da se definiraat binarni svrznici, mo`at da se de-
finiraat i ternarni, kvarterni, ...n-arni svrznici. Imeno, ternaren svrz-
nik mo`e da se pretstavi so tablica na vistinitost vo koja{to se poja-
vuvaat tri promenlivi, p, q i r, i vrednostite na izrazot zadaden so 
ternarniot svrznik (da re~eme h) vo zavisnost od vrednostite na iskaznite 
promenlivi. Taka, na primer, so slednava tablica na vistinitost e zadaden 
eden ternaren svrznik: 

 
p q r h(p,q,r) 
T T T T 
T T ⊥ ⊥ 
T ⊥ T T 
⊥ T T T 
T ⊥ ⊥ ⊥ 
⊥ T ⊥ ⊥ 
⊥ ⊥ T ⊥ 
⊥ ⊥ ⊥ T 

 
Vo slu~aj da imame definirano i ternarni svrznici i niv gi 

smetame za osnovni svrznici pri formirawe na iskazni formuli, toga{ po 
analogija so dadenata definicija za iskazni formuli i vo ovoj slu~aj mo`e 
da se dade definicija na iskaznite formuli. Imeno, neka h e ternaren 
svrznik, a ¬, ∨, ∧, ⇒, ⇔ se unarniot i binarnite svrznici od iskaznoto 
smetawe. Toga{ iskazna formula mo`e da se definira i na sledniov na~in: 

(i)  Sekoja iskazna promenliva e iskazna formula. 
(ii) Ako A,B i C se iskazni formuli, toga{ i (¬A), (A∨B),  

(A∧B), (A⇒B), (A⇔B) i h(A,B,C) se isto taka iskazni formuli. 
(iii) Eden izraz e iskazna formula akko mo`e da se dobie so kone~na 

primena na (i) i (ii). 

Vo ovoj del doka`avme deka edinstveni binarni svrznici koi{to 
sekoj za sebe se generatorno mno`estvo svrznici se "ni" i "nili". Vo slu~aj 
koga rabotime so ternarni svrznici, mo`at da se najdat i drugi koi{to se 
ednoelementni generatorni mno`estva svrznici. 
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1.5.1. Ve`bi. 
 
1. Da se najde iskaznata formula formirana so pomo{ na svrznicite 
¬, ∨ i ∧ koja ja ima slednata funkcija na vistinitost: 

 
p q r h(p,q,r) 
T T T T 
⊥ T T T 
T ⊥ T ⊥ 
T T ⊥ ⊥ 
⊥ ⊥ T ⊥ 
⊥ T ⊥ ⊥ 
T ⊥ ⊥ ⊥ 
⊥ ⊥ ⊥ T 

 
2. Da se poka`e deka sekoj od parovite ⇒, ∨ i ¬, ⇔ ne e generatorno 

"mno`estvo" svrznici. 
3. Disjunktivna normalna forma i konjunktivna normalna forma. 

Dokazot na tvrdeweto 5.1o poka`uva deka sekoja iskazna formula A mo`e da 
se zapi{e vo DNF. Definiraj konjunktivna normalna forma (KNF) (so 
zamena na konjunkcija so disjunkcija, i obratno) i primenuvaj}i go 
rezultatot od 5.1o na ¬A, poka`i deka sekoja iskazna formula A e isto taka 
logi~ki ekvivalentna so konjunktivna normalna forma. 

4. Da se najde logi~ki ekvivalentni konjunktivni i disjunktivni 
normalni formi za iskaznite formuli 

(p⇒q)∨(¬p∧r) i p⇔(q∧¬p). 
5. Neka g e ternaren svrznik opredelen so 





=⊥
=

=
pr
pq

rqpg
,
,

),,(
T

 

 (a) Da se izrazi ternarniot svrznik g so pomo{ na obi~nite, 
binarni, logi~ki svrznici. 

 (b) Da se poka`e deka mno`estvoto {T,⊥,g} e generatorno 
mno`estvo svrznici. (Zabele`i deka i konstantite T i ⊥ mo`at da se 
smetaat za "nularni svrznici".) 

 (v) Da se izrazi, so pomo{ na elementite od mno`estvoto dadeno 
pod b, formulata p⇔q. 

 (g) Da se poka`e deka g(p,q,r)⇔(p⇒q)∧(¬p⇒r). 
 (Upatstvo: Poka`i deka g⇔(p∧q)∨(¬p∧r), ¬p⇔g(p,⊥,T), a 

p∨q⇔g(p,p,q).)  
6. Neka h e ternaren svrznik definiran so tablicata na vistinitost 

{to odgovara na iskaznata formula (q∨r)⇒¬p. Da se poka`e deka {h} e 
generatorno mno`estvo svrznici. (Upatstvo: Poka`i deka h(p,q,q)⇔p↓q). 

7. Neka * e binaren svrznik definiran so p*q⇔¬(p⇒q). 
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Dali {⇒,*} e generira~ko mno`estvo svrznici? Obrazlo`i! 

 

1.6. Operacii so mno`estva  
 
Vo ovoj del }e definirame nekoi operacii so mno`estva (unija, 

presek, razlika, simetri~na razlika) i }e navedeme i doka`eme nekoi 
svojstva za ovie operacii.  

Ako M i N se mno`estva, toga{ nivniot presek M∩N i unija M∪N se 
definiraat na sledniov na~in:  

 x∈M ∩ N⇔ x∈M∧x∈N, (1.6.1)  
 x∈M ∪ N⇔ x∈M∨x∈N (1.6.2)  

ili  
 M ∩ N={x|x∈M∧x∈N}, (1.6.1')  
 M ∪ N={x|x∈M∨x∈N}. (1.6.2')  
 
Primeri:  
1. Ako A={a,b,c,d,e}, a B={a,b,c,1,2,3}, toga{  
 A ∩ B={a,b,c}, a A ∪B={a,b,c,d,e,1,2,3}.  
 
Za dve mno`estva M i N velime deka se disjunktni ako M ∩ N=∅.  
 
6.1o(i)   X ∩ Y⊆X;  X∩ Y⊆Y;  
 (ii)  X⊆X ∪Y; Y⊆X ∪ Y. ■ 
 
6.2o(i)   X∩ Y=X⇔ X⊆Y; 
 (ii)  X∪Y=X⇔ Y⊆X.  
Dokaz: ]e go doka`eme tvrdeweto (i). Neka X∩Y=X. Toga{  
 x∈X⇔x∈X∩ Y⇒ x∈Y.  
Zna~i, doka`avme deka X∩ Y=X⇒ X⊆Y.  
Obratno, neka X⊆Y. Toga{ x∈X⇒x∈X ∧ x∈Y⇒ x∈X∩ Y. ■ 
 
6.3o  X1 ⊆Y1 , X2 ⊆Y2 ⇒ X1 ∩ X2 ⊆Y1 ∩ Y2 , X1 ∪ X2 ⊆Y1 ∪ Y2 . ■ 
 
6.4o (i)  X ∩ ∅=∅;  
 (ii) X ∪ ∅=X. ■ 
 
6.5o  (Zakoni za idempotentnost)  
 (i)  X ∩ X=X;  
 (ii) X ∪ X=X. ■ 
 
6.6o  (Zakoni za komutativnost)  
 (i)  X ∩ Y=Y ∩ X;  
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 (ii) X ∪ Y=Y ∪ X. ■ 
 
6.7o  (Zakoni za asocijativnost)  
 (i)  X ∩ (Y ∩ Z)=(X ∩ Y) ∩ Z;  
 (ii) X ∪ (Y ∪ Z)=(X ∪ Y) ∪ Z. ■ 
 
6.8o (i)  x∉X ∩ Y ⇔ x∉X ∨ x∉Y;  
 (ii) x∉X ∪ Y ⇔ x∉X ∧ x∉Y. ■ 
 
6.9o  (Zakoni za apsorpcija)  
 (i)  X ∩ (X ∪ Y)=X;  
 (ii) X ∪ (X ∩ Y)=X.  
Dokaz:  
 (ii) X ∩ Y ⊆ X ⇒ X ∪ (X ∩ Y) ⊆X ∪ X=X.  
Obratno, X⊆X∪Y za sekoe mno`estvo Y, {to zna~i deka X⊆X∪(X∩Y).  
Od dvete neravenstva sleduva deka e to~no ravenstvoto X∪(X∩Y)=X. 

 ■ 
 
6.10o  (Distributivni zakoni)  
 (i)  X ∪ (Y ∩ Z)=(X ∪ Y) ∩ (X ∪ Z);  
 (ii) X ∩ (Y ∪ Z)=(X ∩ Y) ∪ (X ∩ Z). ■ 
 
6.11o  X ∩ Y=X ∩ Z, X ∪ Y=X ∪ Z ⇒ Y=Z.  
Dokaz:Y = Y∪(Y∩X) = Y∪(Z∩X) = (Y∪Z)∩(X∪Y) = (Y∪Z) ∩ (X∪Z) =  
                                                             =Z ∪ (X ∩ Y)=Z ∪ (X ∩ Z)=Z. ■ 
 
Neka M i N se mno`estva. Razlika M \ N na mno`estvata M i N 

definirame so:  
 M \ N={x|x∈M ∧ x∉N}, (1.6.3)  

ili  
 x∈M \ N⇔ x∈M ∧ x∉N. (1.6.3')  
 
Primeri:  
2. Ako A={a, b, c, d, e}, B={a,b,c,1,2,3}, toga{  
 A \ B={d,e}, B \ A={1,2,3}, A \ A=∅.  
 
6.12o (i)  X \ Y⊆X;  
 (ii) (X \ Y) ∩ Y=∅;  
 (iii) X ∪ Y=X ∪ (Y \ X). ■ 
 
6.13o (i)  X \ X=∅;  
 (ii) X \ ∅=X;  
 (iii) ∅ \ X=∅.■ 
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6.14o (i)  X \ Y=∅ ⇔ X ⊆ Y;  
 (ii) X \ Y=X ⇔ X ∩ Y=∅.  
Dokaz: (i) Neka X \ Y=∅, i neka x∈X. Toga{ od definicijata na 

razlika na mno`estva i faktot deka x∉X \ Y, dobivame deka x∈Y, t.e. X ⊆ Y.  
Obratno, neka X ⊆ Y. Koga bi postoel element x∈X \ Y, toga{ bi 

imale x∈X i x∉Y, {to protivre~i na uslovot X⊆Y.■ 
 
6.15o  x∉X \ Y ⇔ x∉X ∨ x∈Y.■ 
 
6.16o  X⊆Y ⇒ X=Y \ (Y \ X).■ 
 
6.17o (i)  X \ (Y ∪ Z)=(X \ Y) ∩ (X \ Z);  
 (ii) X \ (Y ∩ Z)=(X \ Y) ∪ (X \ Z).  
Dokaz: (i) x∈X \ (Y ∪ Z) ⇔ x∈X ∧ x∉(Y ∪ Z) ⇔ x∈X ∧ x∉Y ∧ x∉Z ⇔ 
       ⇔ x∈X ∧ x∉Y ∧ x∈X ∧ x∉Z ⇔ x∈(X \ Y) ∩ (X \ Z). ■ 
 
Da definirame u{te edna operacija so mno`estva. Simetri~na 

razlika M + N (ili M∆ N) na mno`estvata M i N se definira so slednovo 
ravenstvo:  

 M+N=(M ∪ N) \ (M ∩ N). (1.6.4)  
 
6.18o  M+N se sostoi od elementite {to pripa|aat na edno i samo 

edno od mno`estvata M, N. ■ 
 
6.19o  X+Y=Y+X. ■ 
 
6.20o (i)  X+X=∅;  
 (ii) X+∅=X. ■ 
 
Ako X⊆M, toga{ mno`estvoto elementi od M {to ne se vo X se vika 

komplement na X vo M i se ozna~uva so X'M, ili samo so X' dokolku znaeme vo 
koe mno`estvo M se bara komplement na mno`estvoto X, t.e. mno`estvoto M 
go smetame za fiksno, univerzalno mno`estvo. Spored toa:  

 X'=M \ X. (1.6.5)  
 
6.21o  (De Morganovi teoremi)  
 (i)  (X')' = X;  
 (ii)  (Y ∪ Z)' = Y' ∩ Z';  
 (iii)  (Y ∩ Z)' = Y' ∪ Z';  
 (iv)  X ⊆ Y ⇔ Y' ⊆ X'.  
Dokaz: (i) (X')' = M \ (M \ X) = X.  
 (ii)  (Y ∪ Z)' = M \ (Y ∪ Z) = (M \ Y) ∩ (M \ Z) =Y' ∩ Z'.  
 (iv)  Y' = M \ Y⊂ M \ X = X'. ■ 
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Koristej}i komplement na mno`estva, simetri~nata razlika na 

mno`estva mo`e da se definira i na poinakov na~in, imeno so  
M+N = (M'∩N) ∪ (M∩N'). Za da poka`eme deka dvete definicii opredeluvaat 
isto mno`estvo, }e go iskoristime slednovo svojstvo:  

 
6.22o (i)  A \ B=A ∩ B';  
 (ii) A+B = (A \ B) ∪ (B \ A).  
Dokaz: (i) x∈A \ B ⇔x∈A ∧ x∉B ⇔ x∈A ∧ x∈B' ⇔ x∈A ∩ B'.  
 (ii) A+B = (A∪B) \ (A∩B) = (A∪B) ∩ (A∩B)' = (A∪B) ∩ (A'∪B') = 
                        =((A ∪ B) ∩ A') ∩ ((A ∪ B) ∩ B') = 
                        = ((A ∩ A') ∪ (B ∩ A')) ∪ ((A ∩ B') ∪ (B ∩ B')) =  
                        =(A' ∩ B) ∪ (A ∩ B') = (A \ B) ∪ (B \ A). ■ 
 
Od narednite tvrdewa sleduva deka operacijata + e asocijativna i 

deka va`i distributivniot zakon na ∩ vo odnos na +.  
 
6.23o  X+(Y+Z) = (X+Y)+Z. ■ 
 
6.24o  X ∩ (Y+Z) = (X ∩ Y)+(X ∩ Z). ■ 
 
1.6.1. Ve`bi:  
 
1. Da se doka`e:  
 (a) A ∩ (B ∪ C) ⊆ (A ∩ B) ∪ C;  
 (b) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C);  
 (v) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C). 
2. Da se doka`e:  
 (a) A \ (B ∩ C) = (A \ B) ∪ (A \ C);  
 (b) A \ (B ∪ C) = (A \ B) ∩ (A \ C);  
 (v) B(A ∩ B)=B(A) ∩ B(B).  
3. X ∩ Y=X ∩ Z ∧ X ∪ Y=X ∪ Z⇒Y=Z. Doka`i!  
4. Neka A i B se proizvolni mno`estva. Doka`i deka slednive uslovi 

se ekvivalentni:  
 (i) A ⊆ B,  
 (ii) A ∩ B=A,  
 (iii) A ∪ B=B.  
5. Neka A i B se proizvolni mno`estva. Doka`i deka: 
 (a) A ⊆ B⇔A ∩ B'=∅;  
 (b) A ∪ B = ∅⇔A=∅ ∧ B=∅;  
 (v) A=B⇔A+B=∅.  
6. Da se poka`e deka (A ∩ B) ∪ (C ∩ D) ⊆ (A ∪ C) ∩ (B ∪ D). Dali va`i 

ravenstvo?  
7. Da se doka`e to~nosta na ravenstvata:  
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 (a) A ∩ (B+C) = (A ∩ B)+(A ∩ C);  
 (b) A+(A ∩ B) = A \ B;  
 (v) (A+B) + (A ∩ B) = A ∪ B;  
 (g) A+ (B+C) = (A+B)+C.  
 
 
 
 
 
1.7. Unija i presek od pove}e mno`estva  
 
Definiravme unija i presek od dve mno`estva, A1  i A2 . Prirodno se 

nametnuva pra{aweto kako da se definira unija, odnosno presek, od kone~en 
broj mno`estva A1 , A2 ,...,Ak.  

Mo`ni se pove}e na~ini za definirawe na unija (presek) od kone~no 
mnogu mno`estva. ]e dademe dve definicii, edna direktna i edna 
indirektna.  

Presekot (unijata) od k mno`estva direktno go definirame na 
sledniov na~in:  

 x A A A A i k x Ak i i
i

k
∈ ∩ ∩ = ⇔ ∀ ∈ ∈

=
1 2

1
1... ( { , ... , })I , (1.7.1) 

 x A A A A i k x Ak i i
i

k
∈ ∪ ∪ = ⇔ ∃ ∈ ∈

=
1 2

1
1 2... ( { , , ... , })U , (1.7.2) 

a indirektno, so koristewe na asocijativniot zakon, na sledniov na~in: 

 A A A A Ai
i

k
k

=
= ∩ ∩ ∩ ∩

1
1 2 3I (... ( ( ) ) )... ) , (1.7.1') 

 A A A A Ai
i

k
k

=
= ∪ ∪ ∪ ∪

1
1 2 3U (... ( ( ) ) )... ) . (1.7.2') 

Po analogija na direktnata definicija na presek (odnosno unija) od 
kone~en broj mno`estva mo`e da se definira i presek (unija) na proizvolna 
familija mno`estva. Prethodno da go vovedeme poimot familija 
mno`estva!  

Neka I e neprazno mno`estvo i na sekoj element i∈I da mu 
pridru`ime mno`estvo Ai. Toga{ za I velime deka e mno`estvo indeksi, a 
mno`estvata Ai  dobieni na ovoj na~in so edno ime gi vikame familija 
mno`estva (ili I-sistem mno`estva) i za nea ja koristime oznakata (Ai 
|i∈I).  

Ako mno`estvoto indeksi I e mno`estvoto prirodni broevi N i (Ai 
|i∈N) e familija mno`estva, toga{ nea mo`eme da ja ozna~ime i kako 
beskone~na niza mno`estva A1, A2,...,An,.... No, ako I=R, toga{ familijata 
mno`estva (Ai |i∈R) ne mo`eme da ja zapi{eme "ubavo" kako vo prethodniot 
slu~aj. Mo`no e mno`estvoto indeksi da bide i neprazno kone~no 
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mno`estvo, na primer I={1,2,...,k}. Vo ovoj slu~aj familijata (Ai |i∈I) se 
sostoi to~no od mno`estvata A1 , A2 ,...,Ak.  

Sega sme podgotveni da definirame presek (unija) od proizvolna 
familija mno`estva. Po analogija na direktnata definicija za presek 
(unija) od kone~na familija mno`estva imame:  

 
 x A i I x Ai

i I
i∈ ⇔ ∀ ∈ ∈

∈
I ( ) , (1.7.3) 

 x A i I x Ai
i I

i∈ ⇔ ∃ ∈ ∈
∈
U ( ) . (1.7.4) 

]e navedeme nekoi obop{tuvawa na svojstvata dadeni vo pogorniot 
del za presek i unija.  

 
7.1o  (Obop{ten asocijativen zakon). Neka A e mno`estvo, I≠∅ 

indeksno mno`estvo, a (Bi |i∈I) familija mno`estva. Toga{:  
 ( ) ( ) ( )i A B A Bi

i I
i

i I
 ∩ = ∩

∈ ∈
I I ; 

 ( ) ( ) ( )ii A B A Bi
i I

i
i I

 ∪ = ∪
∈ ∈
U U .■ 

7.2o  (Obop{ten distributiven zakon). Neka A e mno`estvo, I≠∅ 
indeksno mno`estvo, a (Bi |i∈I) familija mno`estva. Toga{:  

 ( ) ( ) ( )i A B A Bi
i I

i
i I

 ∩ = ∩
∈ ∈
U U ; 

 ( ) ( ) ( )ii A B A Bi
i I

i
i I

 ∪ = ∪
∈ ∈
I I .■ 

 
1.7.1.Ve`bi:  
 
1. Neka (Ai |i∈I), I≠∅, e proizvolna familija mno`estva. Ako  

P Ai
i I

=
∈
I , a S Ai

i I
=

∈
U , toga{ za sekoj k∈I, R⊆Ak⊆S. Doka`i!  

2. Da se najde presekot B i unijata C na mno`estvata A1,...,Ak,  ako  
 (a) Ak = {1,2,3,...,k}; 
 (b) Ak ={x|x∈R, 0≤x<k};  

 (v) A x x R k
k

x kk = ∈
−

≤ <{ | , }1
. 

3. Neka A e neprazno mno`estvo i neka Ax=A\{x}, x∈A. Da se opredelat 
Ax

x A∈
U  i Ax

x A∈
I .  

4. Neka A e neprazno mno`estvo i (Aj |j∈J), J≠∅, (Bk |k∈K), K≠∅, se fa-
milii mno`estva. Da se doka`e deka  

 (a) A B A Bk
k

k
k

∩ = ∩( ) ( )U U ;  

 (b)  A B A Bk
k K

k
k K

∪ = ∪
∈ ∈

( ) ( )I I ;  

 (v) ( ) ( ) ( )
,

A B A Bj
j

k j
j kk

kU UU∩ = ∩ ; 
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 (g) ( ) ( ) ( )
,

A B A Bj
j

k
k

j
k j

kI I I∪ ⊆ ∪ .  

5. Da se doka`e deka:  
 (a) (A1 ∪ ...∪ An) + (B1 ∪...∪ Bn) ⊆ (A1+B1) ∪ ... ∪ (An + Bn); 
 (b) (A1 ∩ ...∩ An) + (B1 ∩...∩ Bn) ⊆ (A1+B1) ∩ ... ∩ (An + Bn).  
 
6. Da se doka`e deka: 
 (a) ( Ai

i I∈
U ) '= Ai

i I

'

∈
I ; 

 (b) ( Ai
i I∈
I ) '= Ai

i I

'

∈
U .  

 
1.8. Direkten proizvod  
 
Direkten (ili Dekartov) proizvod, M×N, na mno`estvata M i N e 

mno`estvoto od site podredeni parovi (m, n), kade {to m∈M i n∈N, t.e so:  
 M×N={(m, n) |m∈M ∧ n∈N}. (1.8.1)  
Pritoa  
 (x, y) = (u, v)⇔x = u ∧ y = v. (1.8.2)  
 
Primer  
1. A = {a, b, c}, B = {a, b, d}, A×B={(a, a),(a, b),(a, d),(b, a),(b, b),(b, d),(c, 

a),(c, b),(c, d)}.  
Da navedeme nekolku svojstva za direktniot proizvod na mno`estva: 
 
8.1o  (i)  ∅×Y = ∅;     (ii)  X×∅ = ∅.■ 
 
8.2o  X1 ⊆X2 , Y1 ⊆Y2  ⇒ X1 ×Y1 ⊆X2 ×Y2 .  
Dokaz: Neka (x,y) ∈X1 ×Y1 . Od definicijata sleduva deka x∈X1 , a  

y∈Y1 . No, toga{, od uslovot na svojstvoto imame deka x∈X2 , a y∈Y2 , t.e. (x, y) 
∈X2 ×Y2. ■ 

  
8.3o  X×Y=Y×X ⇔ X=Y. ■ 
 
8.4o (i)  M×(N ∪ P)=(M×N) ∪ (M×P);  
 (ii) (A×B) ∩ (C×D) = (A ∩ C)×(B ∩ D); 
 (iii) (A×B) ∪ (C×D) ⊆ (A ∪ C)×(B ∪ D).  
Dokaz: (i) (x,y)∈M×(N ∪ P)⇔x∈M ∧ y∈N ∪ P⇔x∈M ∧ (y∈N ∨ y∈P)⇔ 
 ⇔(x∈M ∧ y∈N) ∨ (x∈M ∧ y∈P)⇔(x,y)∈M×N ∨ (x,y)∈M×P⇔ 
 ⇔(x,y)∈(M×N) ∪ (M×P).  
 (iii) Za doka`uvawe na inkluzijata se koristi tavtologijata 

(A∧B)∨(C∧D)⇒(A∨C)∧(B∨D). Dokolku implikacijata se zameni so ekvivalen-
cija, ne se dobiva tavtologija. Imeno, }e poka`eme deka implikacijata 

  (A∨C)∧(B∨D)⇒(A∧B)∨(C∧D) 
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 ne e tavtologija. 
 Neka τ((A∧B)∨(C∧D)) =⊥. Zna~i, τ(A∧B) =⊥ i τ(C∧D) =⊥. No, za τ(A) 

=⊥, a τ(B)=T, i za τ(C)=T, a τ(D)=⊥ imame deka τ((A∨C)∧(B∨D))=T. Zna~i, ako 
na mestoto na implikacijata se stavi ekvivalencija, ne se dobiva 
tavtologija. ■ 

 
Da zabele`ime deka direkten proizvod od tri mno`estva mo`e da se 

definira na pove}e na~ini. Imeno: 
 (A×B)×C={((a,b),c)|a∈A,b∈B, c∈C}; 
 A×(B×C)={(a,(b,c)|a∈A,b∈B, c∈C}; 
 A×B×C={(a,b,c)|a∈A,b∈B, c∈C}, 

pri {to  definiranive tri mno`estva se par po par disjunktni. Ako se 
razgleduva direkten proizvod od kone~na familija mno`estva, povtorno }e 
se dojde do pove}e mo`nosti, koi davaat par po par disjunktni mno`estva. 
Od ovie pri~ini, za direktniot proizvod A1×...×An  na kone~na familija 
mno`estva A1,...,An  da bide ednozna~no opredelen, toj se definira na sled-
niov na~in:  

 A1×...×An ={(a1,...,an)|a1∈A1 ,...,an∈A }. (1.8.3) 

Namesto A1×...×An se koristi i oznakata Ak
k

n

=
∏

1
. 

Isto taka, ako vo (1.8.3) A1=A2=...=An=A, toga{ namesto A1×...×An  
skrateno pi{uvame An. 

  
1.8.1. Ve`bi. 
 
1. Da se poka`e deka: 
 (A×B = A×S i A≠∅) ⇒ B= S. 
2. Da se poka`e deka: 
 A×( Bk

k
U ) = ( )A Bk

k
×U , k∈K. 

3. Neka {Ak|  k∈K} i {Bk|  k∈K} se dve familii mno`estva, pri {to  
K≠∅. Da se doka`e deka: 

( ) ( ) ( )A B A Bk k k k
kkk

× = ×III . 

Dali e to~no ravenstvoto: 
( ) ( ) ( )A B A Bk k k k

kkk
× = ×UUU ? 

4. Da se doka`e deka: 
(a) ( ) \ ( ) [( \ ) ] [( ( \ )]A A B B A B B A A B1 2 1 2 1 1 2 1 2 2× × = × ∪ × ; 

(b) A B A A B A Ak
k

n

k
k

n

k

n

k k k n\ [ ( \ ) ]
= ==

+∏ ∏ = × × × × ×
1

1
11

1U L L . 
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1.9. Re{avawe ravenki so mno`estva  
 
^estopati problemite {to ni se postaveni baraat da se opredeli 

vrednost na nekoja nepoznata veli~ina koja gi zadovoluva ograni~uvawata 
{to proizleguvaat od problemot. Mo`e da se postavi problem vo koj kako 
nepoznata se javuva mno`estvo. Za da se zapoznaeme so eden na~in na 
re{avawe na vakvi problemi, }e dademe postapka za re{avawe ravenki so 
mno`estva koi{to sodr`at samo edno nepoznato mno`estvo, pri {to 
pretpostavuvame deka rabotime vo odnapred zadadeno univerzalno 
mno`estvo U.  

Neka A1,...,An se dadeni mno`estva, a X e nepoznato mno`estvo. Neka 
t1 i t2  se izrazi formirani od prethodno navedenite mno`estva koristej}i 
gi operaciite so mno`estva, pri {to barem vo eden od izrazite, t1 ili t2, se 
pojavuva nepoznatoto mno`estvo X. Dozvolena e najmnogu edna od slednive 
dve mo`nosti: t1 = ∅ ili t2 = ∅.  

Za ravenstvoto  
 t1 = t2  (1.9.1)  

velime deka e ravenka so mno`estva so edna promenliva. Da se re{i 
ravenkata (1.9.1), zna~i da se najdat site mno`estva X koi{to go 
zadovoluvaat ravenstvoto t1 = t2.  

Vo nekoi poednostavni slu~ai ravenki so mno`estva mo`at da se 
re{at i direktno, koristej}i poznati svojstva za operacii so mno`estva. 

Na primer, ravenkata 
X∪A=B 

e ravenka so nepoznato mno`estvo X. Taa ima re{enie akko A⊆B, i re{enie 
e sekoe podmno`estvo od B koe go sodr`i B\A. 

Podolu }e dademe postapka za re{avawe ravenki so mno`estva so 
edna nepoznata vo dadeno univerzalno mno`estvo, koja, primeneta i na 
poslo`eni ravenki, sekoga{ doveduva do uslovot za egzistencija na re{enie 
i do re{enieto na ravenkata. 

Postapkata za re{avawe na vakov vid ravenki e dadena so slednive 
nekolku ~ekori:  

I.   t1 = t2  ⇔ t1 + t2 =∅.  
II.  Postoi priroden broj k i ednozna~no opredeleni mno`estva F1 

,...,Fk , takvi {to  
 t1 + t2 = F1  ∪ F2  ∪ ... ∪ Fk .  
Pritoa Fi  e presek na nekoi od mno`estvata Ai , Ai ', X ili X', i Fi≠ ∅.  
III. Ako vo nekoj Fj  ne se pojavuva ni X ni X', toga{ od toa {to  
 Fj =Fj ∩ U=Fj ∩ (X ∪ X')=(Fj  ∩ X) ∪ (Fj  ∩ X'),  

Fj  go zamenuvame so (Fj  ∩ X) ∪ (Fj  ∩ X'). Zna~i, mo`e da se pretpostavi deka 
za sekoj j∈{1,2,...,k} Fj  sodr`i ili X ili X'.  

IV.  Koristej}i gi distributivnite zakoni, dobivame:  
 F1  ∪ F2  ∪ ... ∪ Fk = (A ∩ X) ∪ (B ∩ X'),  
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kade {to A i B se mno`estva dobieni vo postapkava kako presek, unija ili 
komplement na mno`estvata Ai.  

V.   (A ∩ X) ∪ (B ∩ X')=∅ ⇔ A ∩ X=∅ ∧ B ∩ X'=∅ ⇔ X⊆A' ∧ B⊆X,  
t.e. re{enieto na ravenkata (1.9.1) e sekoe mno`estvo X takvo {to B⊆X⊆A', 
{to zna~i deka ravenkata (1.9.1) ima re{enie akko B⊆A'.  
 

Primer 1. 
Da se re{i ravenkata P ∪ X=Q, kade {to P i Q se dadeni mno`estva.  
I.    P ∪ X= Q⇔(P ∪ X) + Q = ∅,  
 (P ∪ X) + Q = ((P ∪ X) ∩ Q') ∪ ((P ∪ X)' ∩ Q) = ∅.  
II.   (P ∩ Q') ∪ (Q' ∩ X) ∪ (P' ∩ X' ∩ Q) = ∅.  
III.  (P ∩ Q') = (P ∩ Q' ∩ X) ∪ (P ∩ Q' ∩ X').  
Zna~i, imame:  
 (P ∩ Q' ∩ X) ∪ (P ∩ Q' ∩ X') ∪ (Q' ∩ X) ∪ (P' ∩ X' ∩ Q) = ∅.  
IV. (((P ∩ Q') ∪ Q') ∩ X) ∪ (((P ∩ Q') ∪ (P' ∩ Q)) ∩ X') = ∅⇔ (Q' ∩ X) ∪ 

((P+Q) ∩ X') = ∅.  
Od gornovo dobivame deka A= Q', a B=P+Q.  
V.  Q' ∩ X= ∅, i (P+Q) ∩ X'= ∅ ⇔ P+Q⊆X⊆Q. Zna~i, ravenkata P∪X= 

Q ima re{enie akko P+Q⊆X⊆Q.  
 P+Q=(P\Q) ∪ (Q\P),  

{to zna~i deka ravenkata ima re{enie akko P\Q⊆Q, t.e. akko P⊆Q. No, 
toga{ P\Q=∅, pa P+Q=Q\P, {to zna~i deka re{enie na ravenkata e sekoe 
mno`estvo X, takvo {to  

 Q\P⊆X⊆Q.  
 
Ovoj metod za re{avawe ravenki so mno`estva mo`e da se primeni i 

za re{avawe neravenki so mno`estva, koristej}i gi slednive 
ekvivalentnosti:  

 A⊆B ⇔ A ∪ B=B,  
 A⊆B ⇔ A ∩ B=A.  
 
Primer 2. 
Da se re{i neravenkata P∪X⊆Q, kade {to P i Q se dadeni mno`estva.  
I.  P∪X⊆Q⇔P∪X∪Q=Q⇔(P∪X∪Q)+Q=∅⇔  
       ⇔((P∪X∪Q)∩Q')∪((P∪X∪Q)'∩Q)=∅.  
II. ((P∪Q)∩Q')∪(Q'∩X)∪(P'∩Q'∩X'∩Q)=∅⇔  
         ⇔(P∩Q')∪(Q∩Q')∪(Q'∩X)=∅⇔  
     ⇔(P∩Q')∪(Q'∩X)=∅.  
III.  Od ravenstvoto P∩Q'=(P∩Q'∩X)∪(P∩Q'∩X') sleduva 
 (P∩Q'∩X)∪(P∩Q'∩X')∪(Q'∩X)=∅.  
IV. (((P∩Q')∪Q')∩X)∪(P∩Q'∩X)=∅⇔  
 ⇔(Q'∩X)∪(P∩Q'∩X')=∅.  
V. (Q'∩X)∪(P∩Q'∩X')=∅⇔ Q'∩X=∅∧P∩Q'∩X'=∅⇔P∩Q'⊆X⊆Q.  
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Poslednoto neravenstvo e mo`no akko P∩Q'⊆Q. No, toga{ imame: P∩Q'=∅ i 
neravenkata e zadovolena za site mno`estva X takvi {to X∈B(Q).  

Isto taka, istiov metod mo`e da se iskoristi i za re{avawe na 
sistemi ravenki so mno`estva so edna nepoznata vo dadeno univerzalno 
mno`estvo U, pri {to re{enie na sistemot e sekoe podmno`estvo od 
univerzalnoto mno`estvo {to gi zadovoluva site ravenki od sistemot, {to 
e ekvivalentno so presekot od re{enijata na sekoja ravenka od sistemot. 

 
1.9.1. Ve`bi:  
 
1. Neka M e univerzalno mno`estvo i A,B⊆M. Da se re{at slednive 

ravenki i neravenki: 
(a)  A+X=B\A; 
(b)  A∩X=B\X; 
(v) A\X=A+B; 
(g) A+X⊆B\X; 
(d) A\(B+X)⊆A+X. 
2. Neka M e univerzalno mno`estvo, A, B⊆M. Da se re{at sistemive 

ravenki vo univerzalnoto mno`estvo M i da se opredelat uslovite pri koi 
sistemot ima re{enie:  

(a)  A∪X=B  
 B∩X=A;  
(b)  A∩X=B  
      A∪X=C;  
(v)   A\X=X\B  
      X\A=C\X.  
3.  Neka M e univerzalno mno`estvo, A, B, C⊆M. Neka za A,B,C va`i 

B⊆A i A∩C=∅. Da se re{i sistemot  
 A\X=B  
 X\A=C. 



 

2.  RELACII, PRESLIKUVAWA I PODREDENI 
MNO@ESTVA 

 
2.1.Korespondencii 
  
Neka A i B se dve mno`estva. Sekoe podmno`estvo α od A×B se vika 

korespondencija od A vo B; mno`estvoto A go vikame domen, a B kodomen na α. 
Natamu namesto (x,y)∈α ~estopati }e pi{uvame xαy.  

 
Primeri:  
1. A={1,2,3}, B={a,b,c,d}, α={(1,a),(2,b),(3,d)}  
2. A={1,2,3}, B={a,b,c,d}, β={(1,a),(1,b),(2,c)}. 
  
Ako α e korespondencija od A vo B, a β od B vo C, toga{ definirame 

sostav (proizvod, kompozicija) αβ na korespondenciite α i β so:  
 xαβy⇔(∃b∈B)(xαb ∧ bβy),  

ili  
 αβ={(x,y)∈A×C|(∃b∈B)(x,b)∈α∧ (b,y)∈β}.  
Za sostav na korespondencii va`i asocijativnosta. Imeno: 
 
1.1o Neka α⊆A×B, β⊆B×C i γ⊆C×D. Toga{  
 (αβ)γ = α(βγ).  
Dokaz: aα(βγ)d⇔(∃b∈B)(aαb∧bβγd)⇔ (∃b∈B)(aαb∧(∃c∈C)(bβc∧cγd))⇔ 
         ⇔(∃b∈B)(∃c∈C)(aαb∧bβc∧cγd)⇔(∃c∈C)((∃b∈B)((aαb∧bβc)∧cγd)⇔  
 (∃c∈C)(aαβc∧cγd)⇔a(αβ)γd. ■ 
 
Za sekoja korespondencija α⊆A×B definirame inverzna korespon-

dencija α−1⊆B×A so:  
 yα -1x⇔xαy.  
 
1.2.o  α⊆A×B, β⊆B×C⇒(αβ)-1=β−1 α−1  . ■ 
  
Primeri:  
3.  A={1, 2, 3}, B={a, b}, C={x, y, z},  
 α={(1, a),(2, b),(3, a)},  
 β={(a, x),(a, y)},  
 αβ={(1, x),(1, y),(3, x),(3, y)},  
 α-1 ={(a, 1),(b, 2),(a, 3)},  
 β-1={((x, a),(y, a)},  
 β-1α-1 ={(x, 1),(x, 3),(y, 1),(y, 3)},  
 (αβ) -1={(x, 1),(x, 3),(y, 1),(y, 3)}.  
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Natamu }e razgleduvame specijalen vid korespondencii, a imeno ko-
respondencii od edno mno`estvo vo sebe. Ovakov vid korespondencii se 
vikaat relacii.  

 
2.1.1. Ve`bi:  
 
1. Neka α e korespondencija od A={2,3,5,6} vo B={3,4,6,9} definirana 

so xαy⇔x|y.  
 (a) Da se zapi{e korespondencijata α eksplicitno kako pod-

mno`estvo od A×B. 
 (b) Da se opredeli α−1. 
 (v) Da se najde α({2,6}), kade {to so α(X), X⊆A, e ozna~eno 

mno`estvoto {y|y∈B, (∃x∈X)(x,y)∈α}.  
2. Neka e α e korespondencija od A={2,3,4,5} vo B={3,6,7,10} defini-

rana so xαy⇔x|y, a β⊆BhB definirana so xβy⇔x+y=13. Da se opredeli 
sostavot αβ.  

3. Neka |A|=m, |B|=n. Da se opredeli brojot na korespondencii od A vo 
B.  

4. Neka α⊆A×B, a {βi|i∈I} familija korespondencii od B vo C. Da se 
poka`e deka:  

 (a) α β αβ( ) ( );∪ = ∪
i

i
i

i   

 (b) α β αβ( ) ( );∩ ⊆ ∩
i

i
i

i   

 (v) ( ) ;∪ = ∪− −

i
i

i
iβ β1 1  

 (g)  ( ) .∩ = ∩− −

i
i

i
iβ β1 1  

Da se opredelat mno`estva A, B i C i korespondencii α, βi takvi {to 
vo (b) da va`i stroga inkluzija. 

 
 
2.2. Relacii  
 
Neka A e mno`estvo. Za sekoja korespondencija α od A vo A velime 

deka e relacija na A. Zna~i, α e relacija na A ako e podmno`estvo od A×A.  
 
Primeri:  
1. Za relacijata α=∅⊆A×A velime deka e prazna relacija.  
2. Za relacijata ∆A={(a,a)|a∈A} velime deka e dijagonala na A. 
(Za ∆A  va`i x∆Ay⇔x=y. Zatoa za ∆A  velime deka e relacija za 

ravenstvo na A.)  
3. Za relacijata ∇A=A×A velime deka e univerzalna relacija na A i 

taa ja sodr`i, kako svoe podmno`estvo, sekoja  relacija na A.  
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Neka α e relacija na A, a β na B. Velime deka α i β se ednakvi (α=β) 
akko tie se ednakvi kako korespondencii, t.e. akko A=B i α i β se ednakvi 
mno`estva.  

 
Primeri:  
4. A={1,2,3}, B={1,2},  
α={(1,1),(1,2),(2,1)} e relacija na A, β={(1,1),(1,2),(2,1)} e relacija na 

B.  
α i β ne se ednakvi relacii zatoa {to A≠B, iako razgleduvani kako 

mno`estva α i β se ednakvi.  
 
Razlikuvame pove}e vidovi relacii. Neka M e mno`estvo i α 

relacija na M. Toga{:  
α e refleksivna relacija akko (∀x∈M)xαx                      
α e simetri~na relacija akko (∀x,y∈M)xαy⇒yαx                 
α e tranzitivna relacija akko (∀x,y,z∈M)xαy∧yαz⇒xαz        
α e antisimetri~na relacija akko (∀x,y∈M)xαy∧yαx⇒x=y        
α e antirefleksivna relacija akko (∀x∈M)¬(xαx)                  
α e relacija za ekvivalentnost akko α e refleksivna, simetri~na i 

tranzitivna relacija;  
α e relacija za podreduvawe akko α e refleksivna, antisimetri~na i 

tranzitivna relacija; 
α e relacija za pretpodreduvawe akko α e nerefleksivna i 

tranzitivna relacija.  
 
Se dogovarame mno`estvoto od site refleksivni relacii na dadeno 

mno`estvo M da go ozna~uvame so R, mno`estvoto simetri~ni relacii na M 
so S, tranzitivni so T, antisimetri~ni so AS, antirefleksivni so AR, 
ekvivalentnosti so E, podreduvawa so P i pretpodreduvawa na M so PP. Na 
ovoj na~in pokratko mo`e da se zapi{e tvrdeweto deka nekoja relacija na M 
ima opredeleno svojstvo. Taka, na primer, ako sakame da istakneme deka 
relacijata α⊆M×M e simetri~na, pi{uvame α∈S. 

 
Primeri:  
5. ∅ e nerefleksivna, simetri~na, tranzitivna, antisimetri~na, no 

ne e refleksivna relacija za neprazno mno`estvo. Dokolku se razgleduva 
praznata relacija nad praznoto mno`estvo, toga{ taa e i refleksivna 
relacija.  

6. ∆M e refleksivna, simetri~na, tranzitivna, antisimetri~na, 
ekvivalentnost, podreduvawe. (Da zabele`ime deka dijagonalata e 
edinstvenata relacija (nad neprazno mno`estvo) koja{to istovremeno e i 
ekvivalentnost i podreduvawe.) 
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7. ∇M e refleksivna, simetri~na, tranzitivna, ekvivalentnost. ∇M e 
antisimetri~na akko M=∅ ili M e ednoelementno mno`estvo, a 
antirefleksivna akko M=∅.  

8. M={1,2,3,4},  
 α={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4),(4,3),(4,4)},  
 β={(1,2),(2,1)},  
 γ={(1,1),(4,4)},  
 δ={(1,1),(1,2),(2,2),(1,3),(3,3),(4,4)}.  
α e ekvivalentnost, β e nerefleksivna i simetri~na, γ ne e ni 

refleksivna ni antirefleksivna, no e simetri~na, tranzitivna i 
antisimetri~na relacija, δ e podreduvawe.  

 
Ako α e relacija na mno`estvoto M, toga{ so xα  go ozna~uvame 

slednovo podmno`estvo od M  
xα ={y∈M|xαy}.  
 
Primeri:  
 9. x∅ =∅;  
10. x xM∆ = { } ;  

11. x y y M x y M M MM∇ = ∈ ∈ × ={ | ,( , ) } ;  
12. Ako α,β,γ,δ se kako i vo primerot 8, toga{ 1α ={1,2}=2α , 

3α ={3,4}=4α;  
1β ={2}, 2β ={1}, 3β =4β =∅;  
1γ ={1}, 2γ =3γ =∅, 4γ ={4};  
1δ ={1,2,3}, 2δ ={2}, 3δ ={3}, 4δ ={4}.  
 
2.1o  α e tranzitivna relacija na M akko  
 (∀x,y∈M)(y∈xα ⇒yα ⊆xα ).                            (2.2.1)  
Dokaz: Neka α e tranzitivna relacija i neka e z∈yα . Toga{ e:  
 yαz∧xαz⇒xαz⇒z∈xα .  
Obratno, neka va`i (2.2.1). Toga{ e: 
 xαy, yαz⇒y∈xα  ∧ z∈yα ⇒z∈xα ⇒xαz. ■ 
 
Ako M e kone~no mno`estvo, toga{ sekoja relacija α na M mo`e da 

se zadade kako {ema od dva simbola, 0 i 1 (ili T, ⊥). Pritoa, ako e  
xαy, toga{ na mestoto kade {to se se~e redicata na x so kolonata na y se 
pi{uva znakot 1 (ili T), a ako ne se vo relacija, znakot 0 (ili ⊥). Taka, za 
posledniot primer relacijata α mo`e da se zapi{e i na sledniov na~in  

 
 
 
 

α 1 2 3 4  α 1 2 3 4 
1 T T ⊥ ⊥ 1 1 1 0 0 
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2 T T ⊥ ⊥  2 1 1 0 0 
3 ⊥ ⊥ T T  3 0 0 1 1 
4 ⊥ ⊥ T T  4 0 0 1 1 

 Edna relacija e refleksivna akko glavnata dijagonala od {emata so 
koja{to e zadadena se sostoi samo od edinici, a simetri~na akko e 
simetri~na vo odnos na glavnata dijagonala. Edna relacija e 
antirefleksivna akko glavnata dijagonala se sostoi samo od nuli, a 
antisimetri~na akko za sekoja edinica vo {emata so koja e zadadena 
simetri~niot element vo odnos na glavnata dijagonala e nula. 

 
Primer  
13.  

β 1 2 3 4  β 1 2 3 4 
1 ⊥ T ⊥ ⊥ 1 0 1 0 0 
2 T ⊥ ⊥ ⊥  2 1 0 0 0 
3 ⊥ ⊥ ⊥ ⊥  3 0 0 0 0 
4 ⊥ ⊥ ⊥ ⊥  4 0 0 0 0 

 
O~igledno, relacijata β e antirefleksivna i simetri~na.  
 
2.2o  α e ekvivalentnost na mno`estvoto M akko  
 (∀x,y∈M)(x∈xα∧ (y∈xα ⇒xα=yα)). (2.2.2)  
Dokaz: Neka α e ekvivalentnost. Toga{  
 α∈R⇒(∀x∈M)xαx, t.e. (∀x∈M)x∈xα.  
Od (2.2.1)  imame  
 α∈T⇔(y∈xα⇒yα⊆xα).  
Ako se zeme predvid deka α e i simetri~na relacija, toga{  
 y∈xα ∧ z∈xα⇒xαz ∧ xαy⇒xαz ∧ yαx⇒yαz⇒z∈yα.  
Zna~i, ako α e ekvivalentnost, toga{ va`i (2.2.2).  
Obratno, neka α e relacija na M za koja va`i (2.2.2). Toga{ α e 

refleksivna i tranzitivna relacija. Natamu,  
 xαy⇒y∈xα ⇒xα =yα , (2.2.3)  
 x∈xα ∧ xα =yα ⇒x∈yα ⇒yαx. ■ 
  
2.3o  Neka α e ekvivalentnost na M. Toga{  
 (∀x,y∈M)(xα ∩ yα =∅ ∨ xα =yα). (2.2.4)  
Dokaz: Neka z∈xα ∩ yα. Toga{  
 z∈xα , z∈yα ⇒xα = zα=yα . ■ 
 
Spored 2.3o, sekoja ekvivalentnost α na M go deli mno`estvoto M na 

neprazni disjunktni podmno`estva od M. Zna~i, ako α e ekvivalentnost na 
M, toga{ M x x

x M
= ≠ ∅

∈

α αU ,   i xα ∩ yα =∅⇒xα =yα.  
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So α
M  da go ozna~ime podmno`estvoto od B(M) {to se sostoi od 

site mno`estva xα , x∈M, t.e.  

α
M ={xα |x∈M}.  

Za α
M  velime deka e faktor mno`estvo na M po α ili koli~nik na 

M po α, a za xα deka e klasa na ekvivalentnosta α so pretstavnik x (klasa 
ekvivalentni elementi so x).  

 
Primer:  
14. 

M
M

∆  ={{x}|x∈M},  

 
M

M
∇  ={M},  

 α
M  ={{1,2},{3,4}}, kade α e relacijata od primerot 8. 

  
Da zabele`ime deka sekoj element od xα mo`eme da go smetame za 

pretstavnik na xα, zatoa {to tie opredeluvaat ista klasa.  
 
Razbivawe (particija, podelba) na mno`estvoto M e podmno`estvo π

⊆B(M) od buleanot na M so slednite svojstva:  
(i)   A∈π⇒A≠∅;  
(ii)  A,B∈π, A∩B≠∅⇒A=B;  
(iii) A M

A
=

∈π
U .  

Spored "komentarot" na 2.3o, imame: 
 

2.4o  Ako α e ekvivalentnost na M, toga{ α
M   e razbivawe na M. ■ 

 
No, va`i i obratno tvrdewe na tvrdeweto 2.4o. Imeno: 
 
2.5o  Ako π e razbivawe na M, toga{ postoi ekvivalentnost α na M, 

takva {to α
M =π.  

Dokaz: Neka π e razbivawe na M. Definirame relacija α na M so  
 xαy⇔(∃A∈π)x,y∈A.  
Bidej}i π e razbivawe, za sekoj x∈M, postoi A∈π takov {to x∈A. No 

toga{ i x,x∈A, t.e. za sekoj x∈M, xαx, pa α e refleksivna relacija.  
Od definicijata na α o~igledno deka α e simetri~na relacija.  
Da doka`eme deka α e i tranzitivna relacija. Imeno: 
 xαy, yαz⇔(∃A,B∈π)x,y∈A∧y,z∈B.  
No toga{ y∈A∩B⇒A=B, {to zna~i deka x,z∈A, t.e. xαz.  
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Ostanuva da doka`eme deka M/α=π. Neka e A∈π. Bidej}i A≠∅, postoi 
x∈M takov {to x∈A. Zatoa, za da doka`eme deka M/α=π, dovolno e da 
doka`eme deka x∈A⇒xα =A.  

 y∈xα ⇔xαy⇔x,y∈A⇔y∈A. ■  (2.2.5)  
 
Da razgledame u{te nekoi svojstva na nekoi vidovi relacii.  
 

2.6o  α∈S⇔α=α−1  .  
Dokaz: Neka α e simetri~na relacija. Toga{  
 (x,y)∈α⇔(y,x)∈α⇔(x,y)∈α−1 , t.e. α=α−1  .  
Obratno, neka α=α−1  i neka (x,y)∈α. Toga{ (x,y)∈α−1⇒(y,x)∈α, t.e. α e 

simetri~na relacija. ■ 
 
2.7o  α∈T⇔αα⊆α.  
Dokaz: Neka α e tranzitivna relacija. Toga{  
 xααy⇒(∃z∈M)(xαz, zαy)⇒(∃z∈M)xαy.  
Zna~i, αα⊆α.  
Obratno, neka e αα⊆α. Toga{  
 xαy∧yαz ⇒xααz ⇒xαz,  

{to zna~i deka α e tranzitivna relacija. ■ 
 

2.8o α⊆β⇔α−1⊆β−1.■ 
 
2.9o  Ako α e (a) simetri~na, (b) refleksivna, (v) nerefleksivna, (g) 

antisimetri~na, (d) tranzitivna relacija, toga{ soodvetnoto svojstvo go 
ima i α−1 .  

Dokaz: ]e go doka`eme samo tvrdeweto pod (d). Neka α e tranzitivna 
relacija, t.e. αα⊆α. Toga{  

 α−1α−1=(αα) −1⊆α−1 . ■ 
 
2.10o  α1⊆α2 ,β1⊆β2 ⇒α1β1 ⇒α2β2 . ■  
 
2.11o  Neka e α⊆M×M. Toga{  
 (i)    α,β∈R⇒αβ∈R;  
 (ii)  α,β∈S∧αβ=βα⇒αβ∈S;  
 (iii) α,β∈T∧αβ=βα⇒αβ∈T.  
Dokaz: (ii) αβ=α−1β−1=(βα) −1=(αβ) −1.  
 (iii) (αβ)(αβ)=α(βα)β=α(αβ)β=(αα)(ββ)⊆αβ.■  
 
2.12o  (i)  α,β∈R⇒α∩β∈R, α∪β∈R;  
 (ii)  α,β∈S⇒α∩β∈S, α∪β∈S;  
 (iii) α,β∈AR⇒α∩β∈AR, α∪β∈AR; 
 (iv)  α,β∈T⇒α∩β∈T;  
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 (v)   α,β∈A⇒α∩β∈A. ■ 
  
Primeri:  
15. M={1,2}, α={(1,2)}, β={(2,1)}, α∪β={(1,2),(2,1)}. α,β se 

antisimetri~ni i tranzitivni relacii, no α∪β ne e ni antisimetri~na ni 
tranzitivna relacija.  

16. M={0,1,2,3,4,5},α={(1,2),(3,4)},β={(2,3),(4,5)}, 

 α∪β={(1,2),(3,4),(2,3),(4,5)}. 

Vo ovoj slu~aj α,β∈T, no α∪β∉T.  
17. δ={(1,2),(2,1)}, γ={(2,3),(3,2)} se simetri~ni relacii, no δγ≠γδ, pa 

δγ={(1,3)} ne e simetri~na relacija.  
18. ε={(1,2),(2,3),(3,4),(4,1)} e antisimetri~na relacija, no εε=ε2 

={(1,3),(3,1),(2,4),(4,2)} ne e antisimetri~na relacija.  
19. θ={((1,2),(2,1)} e nerefleksivna relacija, no θ2 ={(1,1),(2,2)} ne e 

antirefleksivna relacija.  
20. M={1,2,3,4}, α={(1,2),(3,4)}, β={(2,3),(4,4)} se tranzitivni relacii, 

αβ≠βα, pa αβ={(1,3),(3,4)} ne e tranzitivna relacija.  
 
Neka α e relacija na mno`estvoto M. Za sekoj priroden broj n 

induktivno definirame  stepen αn  na relacijata α na sledniov na~in:  
(i) αo =∆M ; α1 =α;  
(ii) Ako za nekoj priroden broj k e definiran stepenot αk , toga{  
 αk+1   =αkα. 
  
2.13o  aαnb⇔(∃co,c1,...,cn∈M)(a=co ,b=cn, ciαci+1, i=0,n-1),  

{to pokratko mo`e da se zapi{e i na sledniov na~in  
 aαnb⇔(∃co,c1,...,cn∈M)(a=co αc1α...α cn-1αcn=b).  
Dokaz: Dokazot }e go sprovedeme so indukcija po stepenot n. Imeno, 

za n=0 ili n=1 imame  
aαob⇔(∃co∈M)((a=co ∆Mco= b)⇒a=b),  
aα1b⇔(∃co,c1∈M)(a=co αc1=b).  

Zna~i, za n=0 i n=1 tvrdeweto e to~no. Neka toa e to~no do nekoj priroden 
broj k≥1. Toga{  

aαk+1b⇔aαkαb⇔(∃ck∈M)(aαkckαb)⇔(∃c1,...,ck∈M)(aαc1α...αckαb).  
Zna~i, postojat a,c1,...,ck,b∈M so baranite svojstva, {to i treba{e da 

se doka`e. ■ 
  
2.14o Ako α e tranzitivna (refleksivna, simetri~na) relacija, 

toga{ za sekoj priroden broj n i αn e tranzitivna (refleksivna, 
simetri~na) relacija, soodvetno.  

Dokaz: Neka α e tranzitivna relacija, t.e. αα⊆α. Toga{  

 αnαn =α2n =(α2)n⊆αn,  

{to e ekvivalentno so αn  e tranzitivna relacija. ■ 
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Kako posledica od poslednovo svojstvo direktno sleduva deka ako α 

e ekvivalentnost, toga{ za sekoj priroden broj n  i αn  e ekvivalentnost.  
 
Neka α⊆M×M. Tranzitivno pro{iruvawe (tranzitivno zatvorawe) 

na α e relacijata 
 β α α α α= = ∪ ∪ ∪ ∪

≥

i n

i

2

1
... ...U   

 
2.15o  Tranzitivnoto pro{iruvawe β na relacijata α e najmalata 

tranzitivna relacija vo koja{to se sodr`i α.  
(Za β velime deka e tranzitivna relacija generirana od α i 

pi{uvame β=<α>).  
Dokaz: aβb∧bβc⇔(∃i,j∈N)aαib∧bαjc⇔ 
(∃i,j∈N)(∃co,c1,...,ci)(∃di+1,...,di+j)a=coαc1α...αci=diαdi+1α...αdi+j=c 
                                                       ⇔aαi+jc⇔aβc.  

Neka γ e tranzitivna relacija {to ja sodr`i relacijata α. Toga{ od 
α⊆γ, γ2⊆γ, pa imame  

 α2⊆γ, α3⊆γ, ...,αn⊆γ,...  
{to povlekuva β⊆γ.■ 

 
Da zabele`ime deka ako α e relacija nad kone~no mno`estvo M, 

toga{ tranzitivnoto zatvorawe na α e relacijata β α=
=

i

i

M

1

| |

U  , t.e. unijata e 

kone~na so najmnogu |M| ~lenovi, pri {to so |M| e ozna~en brojot na elementi 
vo M. 

  
2.16o  Ako α e refleksivna i simetri~na relacija, toga{ <α> e ekvi- 

valentnost. ■ 
  
2.2.1. Ve`bi:  
 
1. Neka e M={1,2,3,4}. Da se opredeli relacija α na M {to }e bide 

tranzitivna, antisimetri~na i za koja{to }e va`i 1α2, 2α3, 3α4.  
2. Da se najde gre{kata vo dokazov deka od simetri~nost i 

tranzitivnost na relacijata α sleduva refleksivnost:  
"Od simetri~nosta na α imame aαb⇒bαa, a od tranzitivnosta, pak, 

aαb∧bαa⇒aαa. Zna~i α e refleksivna."  
3. Neka e α⊆A×A. Toga{ α2∩α=∅ akko aαb∧bαc⇒¬(aαc). Doka`i! 
4. Neka α1, α2  i β se relacii vo B, pri {to α1⊆α2 . Da se poka`e deka  
 (a) βα1⊆βα2;         
 (b) α1β⊆α2β.  
5. Neka e α⊆A×A. Toga{ αα−1   e simetri~na relacija na A.  
6. Neka e α⊆A×A. Da se poka`e deka:  
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 (a) α e refleksivna akko ∆A ⊆α;  
 (b) α e antirefleksivna akko α∩∆A =∅;  
 (v) α e antisimetri~na akko α∩α−1=∆A . 
7. Neka α i β se ekvivalentnosti na mno`estvoto A. Doka`i deka: 
 αβ e ekvivalentnost na A akko αβ=βα.  
8. Neka α,β,γ se ekvivalentnosti na mno`estvoto A, takvi {to α⊆γ i 

β⊆γ. Doka`i deka α⊆αβ, β⊆αβ, αβ⊆γ.  
9. Neka e M≠∅. Toga{:  
 α e ekvivalentnost akko ∆M⊆α ∧ α⊆α−1 ∧ αα⊆α.  
10. Da se doka`e deka: 
 (a) Presek od proizvolna neprazna familija ekvivalentnosti e 

ekvivalentnost.  
 (b) Unija od proizvolna neprazna familija ekvivalentnosti ne 

mora da bide ekvivalentnost.  
11. Neka α e pretpodreduvawe na A, a β pretpodreduvawe na B. Na  

A×B definirame relacija γ so:  
 (a1 ,b2 )γ(a2 ,b2 )⇔b1βb2 ∨ (a1αa2 ∧ b1 =b2 ).  
Da se doka`e deka i γ e pretpodreduvawe.  
12. Neka α e ekvivalentnost vo A, a β ekvivalentnost vo B, i neka γ e 

relacija vo A×B definirana so:  
 (a1 ,b2 )γ(a2 ,b2 )⇔a1αa2 ∧ b1βb2.  
Da se doka`e deka γ⊆(A×B)2 e relacija za ekvivalentnost.  
13. Da se doka`e deka αα−1 e simetri~na relacija. 
14. Da se doka`e deka relacijata α⊆A×A e ekvivalentnost akko se 

ispolneti slednive uslovi:  
 (i) α=α−1  ,  
 (ii) (∀a∈A)(∃b∈A)aαb,  
 (iii) aαb ∧ cαb⇒aαc.  
15. Relacijata α⊆A×A e ekvivalentnost akko ∆A⊆α i α−1α⊆α. 

Doka`i!  
16. Relacijata α⊆A×A e podreduvawe akko α∩α−1=∆A  i αα⊆α.  
17. Vo mno`estvoto podelbi na dadeno mno`estvo H definirame 

relaci ja "e pofina od" na sledniov na~in:  
 π1  e pofina od π2  akko A∈π1 ⇒(∃B∈π2 )A⊆B.  
Da se poka`e deka ovaa relacija e podreduvawe.  
18. Neka α e refleksivna i tranzitivna relacija na A. Da se poka`e 

deka:  
 (a) β=α∩α−1   e ekvivalentnost.  

 (b) Relacijata α
_

 vo A/β  definirana so :  

 aβα
_

bβ ⇔(∃a1∈aβ ,b1∈bβ )a1αb1   
e podreduvawe.  

19. Vo N i N×N se definirani slednive relacii:  
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 (a) (a,b)∈α⇔4|(a-b);  
 (b) m>0⇒((a,b)∈αm ⇔m| |a-b|);  
 (v) ((a,b),(c,d))∈β⇔a+d=b+c;  
 (g) ((a,b),(c,d))∈γ⇔(ad=bc ∧ b≠0, d≠0) ∨ (a=c, b=0, d=0).  
Da se poka`e deka α, αm ,β i γ se ekvivalentnosti i da se najdat 

faktor mno`estvata N/αm  , N×N/β i N×N/γ .  
20. Neka e A={1,2,3,4,5,6,7,8,9} i α relacija vo A opredelena so:  
 α={(1,3),(3,1),(1,5),(5,3),(1,7),(7,1),(1,9),(2,4),(4,2)}.  
Da se najde:  
 (a) tranzitivnoto zatvorawe α* ;  
 (b) najmalata ekvivalentnost β vo A {to ja sodr`i relacijata α, 

t.e. relacijata β=α*∩(α* ) −1  .  
21. Da se poka`e deka:  
 (a) Tranzitivno pro{iruvawe na refleksivna relacija e 

refleksivna relacija. 
 (b) Tranzitivno pro{iruvawe na simetri~na relacija e 

simetri~na relacija.  
22. Neka e α⊆A×A i neka β=α∪α−1∪∆A .  
Ako β*  e tranzitivnoto pro{iruvawe na β, toga{:  
 (a) α⊆β∗ ,  
 (b) β∗  e ekvivalentnost vo A,  
 (v) β∗  e minimalnata ekvivalentnost vo A {to ja sodr`i α. 

Doka`i!  
 
 
2.3. Preslikuvawa 
 
Neka M i N se dve neprazni mno`estva i neka f e korespondencija od 

M vo N, {to gi zadovoluva slednive uslovi: 
(∀a∈M)(∃b∈N)(a,b)∈f; 
(a ,b1),(a ,b2)∈f ⇒b1 =b2. 
Velime deka f e preslikuvawe od M vo N i pi{uvame f:M→N, ili 

NM f→ . 
Za b velime deka e slika na a i pi{uvame b=f(a), ili f:aab, ili pak 

ba
f
a . Mno`estvoto M go vikame domen, a N kodomen na preslikuvaweto f. 

Zna~i, f e preslikuvawe so domen M i kodomen N akko  
 (∀x∈M)(∃!y∈N)y= f(x), (2.3.1) 

kade {to ∃! ozna~uva egzistencija na ednozna~no opredelen element y od N. 
Za dve preslikuvawa f i g velime deka se ednakvi ako imaat ednakvi 

domeni i kodomeni i ako 
 (∀x∈M)f(x)=g(x). (2.3.2) 
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Primeri: 

x

f(x)M N

sl.1  
1. Neka M e mno`estvoto to~ki od polukrugot (sl.1), N e mno`es-

tvoto to~ki od dijametarot, a P e mno`estvoto to~ki od pravata na koja{to 
le`i dijametarot. Neka f:M→N i g:M→P se proekciite od M na N i od M vo P, 
soodvetno. Vo ovoj slu~aj to~no e tvrdeweto (∀x∈M)f(x)=g(x), no sepak f i g 
ne se ednakvi preslikuvawa zatoa {to nivnite kodomeni ne se ednakvi. 

2. Neka M e mno`estvoto imiwa na `itelite od Skopje, a N e 
mno`estvoto `iteli od Skopje. Definirame korespondencija f so koja na 
sekoe ime mu pridru`uvame `itel od Skopje {to go nosi toa ime. 

f ne e preslikuvawe! 
Dali obratnata korespondencija e preslikuvawe? 
 
Neka f:M→N, g:N→K se dve preslikuvawa. Ako stavime  
 (∀x∈M)h(x)=g(f(x)), (2.3.3) 

dobivame preslikuvawe h:M→K. Za h velime deka e sostav (kompozicija, 
proizvod) na preslikuvawata f i g. 
 

Primer: 
3. Neka A={1,2,3}, B={3,4,5,6}, C={a,b,c} i neka f:A→B, i g:B→C se 

preslikuvawa opredeleni so: 
 f: 1a3, 2a4, 3a6; 
 g: 3aa, 4aa, 5ab, 6ac. 

Toga{ 
 gf: 1aa, 2aa, 3ac 

e sostav na preslikuvawata f i g. 
Vo nekoi slu~ai, koga domenot na preslikuvaweto e "mal", zgodno e 

da se koristi i sledniov na~in za pretstavuvawe na dadeno preslikuvawe: 

.
).....(.....

................








=

xf
x

f  

Koristej}i ja ovaa oznaka, primerot 3 mo`eme da go ispi{eme i na 
sledniov na~in: 

.
    
3  2  1

      
6  5  4  3

6  4  3
3  2  1

 ;
      
6  5  4  3

 ;
6  4  3
3  2  1









=
















=








=








=

caacbaa
gf

cbaa
gf  

Sostavot na preslikuvawa go zadovoluva asocijativniot zakon. 
Imeno: 
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3.1o  Ako f:M→N, g:N→K, h:K→T se preslikuvawa, toga{ 
 h(gf)=(hg)f. 
Dokaz: Jasno e deka h(gf) i (hg)f imaat ist domen M i kodomen T. Neka 

x∈M. Toga{ 
(h(gf))(x)=h((gf)(x))=h(g(f(x))), ((hg)f)(x)=(hg)(f(x))=h(g(f(x))). ■ 
 
Mno`estvoto od site preslikuvawa so domen M i kodomen N se 

ozna~uva so NM. Za MM velime deka e mno`estvoto transformacii na M. 
 
Primer: 
4. Ako se A={1,2,3}, B={a,b}, toga{ 

.
  
  

,
  
  

,
  
  

,
  
  

;
3  3

  
,

2  3
  

,
1  3

  
,

3  2
  

,
2  2

  
,

1  2
  

,
3  1

  
,

2  1
  

,
1  1

  













































=





















































































=

bb
ba

ab
ba

ba
ba

aa
ba

B

bababababababababa
A

B

B

 

 
Za sekoe neprazno mno`estvo M definirame transformacija 1M na 

M so: 
 (∀x∈M)1M(x)=x. (2.3.4) 
 
Za 1M velime deka e identi~na transformacija na M. 
 
3.2o  Neka f:M→N e preslikuvawe. Toga{: 
 (i)   f1M =f; 
 (ii)  1Nf=f. 
Dokaz: (i) f1M e definirano preslikuvawe od M vo N.  Pritoa, za 

sekoj x∈M imame: 
 (f1M)(x)=f(1M(x))=f(x). ■ 
 
Za sekoe preslikuvawe f:M→N i za sekoe podmno`estvo A od M 

mo`eme da definirame preslikuvawe fA :A→N. Imeno, stavaj}i  
 (∀x∈A)fA(x)=f(x), (2.3.4) 

dobivame preslikuvawe za koe velime deka e restrikcija na f nad A, a za f 
velime deka e pro{iruvawe na fA. Za fA ~esto se koristi i oznakata f/A.  

Podmno`estvoto {y|(∃x∈A)f(x)=y} od N go ozna~uvame so f(A) i go 
vikame mno`estvo sliki  na A pri f. ^estopati }e pi{uvame 

 f(A)={f(x)|x∈A}. (2.3.5) 
Specijalno, za A=M, f(M) se vika opseg na f. 
Neka e B⊆N. So f−1(B) go ozna~uvame mno`estvoto od site elementi 

od M {to imaat slika vo B, t.e. 
 f−1(B)={x|x∈M∧f(x)∈B}. (2.3.6) 
Mno`estvoto f−1(B) go vikame inverzna slika na V pri f. 
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3.3o Ako f:M→N e preslikuvawe i A1,A2⊆M, a B1,B2⊆N, toga{: 
 (i)     A1⊆A2⇒f(A1)⊆f(A2); 
 (ii)    B1⊆B2⇒f-1(B1)⊆f-1(B2);  
 (iii)   f(A1∩A2)⊆f(A1)∩f(A2);  
 (iv)  f−1(B1∩B2)=f−1(B1)∩f−1(B2);  
 (v)   f(A1∪A2)=f(A1)∪f(A2);  
 (vi)  f−1(B1∪B2)=f−1(B1)∪f−1(B2).  
Dokaz: (ii) Neka e x∈f−1(B1). Toga{  
 f(x)∈B1⊆B2⇒f(x)∈B2⇒x∈f−1(B2). 
 (iii) A1∩A2⊆A1 ∧ A1∩A2⊆A2⇒f(A1∩A2)⊆f(A1)∧f(A1∩A2)⊆f(A2)⇒ 
                                            ⇒f(A1∩A2)⊆f(A1)_∩f(A2). 
 (vi)B1,B2⊆B1∪B2⇒f−1(B1),f−1(B2)⊆f−1(B1∪B2) 
 ⇒f−1(B1)∪f−1(B2)⊆f−1(B1∪B2). 
Obratno, neka e x∈f−1(B1∪B2). Toga{  
 f(x)∈B1∨f(x)∈B2⇒x∈f−1(B1)⇒ x∈f−1(B2)⇒x∈f−1(B1)∪f−1(B2). 
Zna~i, 
 f−1(B1∪B2)⊆f−1(B1)∪f−1(B2). 
Od dvete inkluzii se dobiva baranoto ravenstvo. ■ 
 
]e dademe eden primer koj poka`uva deka znakot ⊆ vo (i) ne mo`e da 

se zameni so ⊂, a vo (iii) so =. 
 
Primer: 

5. Neka A={3,4,5,6}, B={a,b,c} i f
a a b c

=








3 4 5 6
.  

Toga{  
 f({3,4,5})={a,b}=f({3,5}), 
 f({3,5}∩{4,5})=f({5})={b}⊂f({3,5})∩f({4,5})={a,b}. 
 
Od sprovedenata diskusija sleduva deka so pomo{ na dadeno presli-

kuvawe f:M→N mo`at da se definiraat dve novi preslikuvawa: 
 f* :B(M)→B(N) 

i 
 f *:B(N)→B(M), 

so: 
 f* :Aaf(A), a f * :Caf-1(C), (2.3.7) 

kade {to se A∈B(M), a C∈B(N). 
 
3.4o  (gf)* =f *g*. 
Dokaz: f:M→N, g:N→K, gf:M→K, 
 (gf)* :B(K)→B(M), 
 f *:B(N)→B(M), 
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 g*:B(K)→B(N), 
 f *g*:B(K)→B(M). 
Zna~i, (gf)* i f *g* imaat ist domen i ist kodomen. 
Neka e Y⊆K, t.e. Y∈B(K). Toga{ 
 (gf)*(Y)={x∈M|gf(x)∈Y}={x∈M|g(f(x))∈Y}. 
 f *g*(Y)=f *(g*(Y))=f *({z∈N|g(z)∈Y})={x∈M|f(x)∈{z∈N|g(z)∈Y}} 
                  ={x∈M|g(f(x))∈Y}.■ 
 
Neka M e mno`estvo i D M⊆ . Za preslikuvaweto f D M: →  velime 

deka e funkcija vo M, a za preslikuvaweto g M M M: × →  operacija vo M. 
Ako e D M M⊆ × , toga{ za preslikuvaweto g D M: →  velime deka e delum-
na operacija vo M so domen D. 

 
Primeri: 
6. Na mno`estvoto prirodni broevi N definirame relacija  

α = {(n, n-1)|n∈N}. Ovaa relacija opredeluva funkcija od N\{0} vo N. 

7. Neka β e korespondencija od Q×Q vo Q definirana so (x,y)∈β 
akko  x/y∈Q. Toga{ β e delumna operacija vo Q. 

 
2.3.1. Ve`bi: 
 
1. Neka e f:X→Y, a A,B⊆Y. Doka`i deka f−1(A\B)=f−1(A)\f−1(B). 
2. Neka f:X→Y e preslikuvawe i A⊆X. Ako g e restrikcijata na f nad 

A, t.e. g=fA, da se poka`e deka 
 B⊆Y⇒g−1(B)=A∩f−1(B). 
3. Doka`i deka f * i f* se preslikuvawa. 
 
 
2.4. Nekoi vidovi preslikuvawa 
 
]e razgledame nekolku specijalni vidovi preslikuvawa. Za presli-

kuvaweto f:M→N velime deka e injekcija akko  
 f(x)=f(y)⇒x=y. (2.4.1) 
 
4.1o  Preslikuvaweto f:M→N e injekcija akko 
 x≠y⇒f(x)≠f(y). ■ 
 
Za preslikuvaweto f:M→N velime deka e surjekcija akko  
 (∀y∈N)(∃x∈M)f(x)=y, (2.4.2) 

t.e. ako sekoj element na N e slika na barem eden element od M ili ako 
f(M)=N. 

Za preslikuvaweto f:M→N velime deka e biekcija akko e i injekcija 
i surjekcija, t.e. ako za f va`at i (2.4.1) i (2.4.2). 
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Primer: 
1. Preslikuvaweto f od primerot 5 od 2.3 e surjekcija, no ne e 

injekcija.  
2. Preslikuvaweto f od primerot 1 od 2.3 e surjekcija, no ne e  

injekcija, g ne e ni surjekcija nitu pak injekcija, a preslikuvaweto f od 
primerot 3 od 2.3 e injekcija, no ne e surjekcija. 

 
4.2o  1M  e i surjekcija i injekcija. ■ 
 
4.3o  Ako f:M→N, g:N→K se 
 (a) injekcii, 
 (b) surjekcii, 

toga{ soodvetnoto svojstvo go ima i nivniot sostav gf. 
Dokaz: (a) Neka f i g se injekcii. Toga{  
 gf(x)=gf(y)⇒g(f(x))=g(f(y))⇒f(x)=f(y)⇒x=y. 
 (b) Neka f i g se surjekcii i neka e z∈K. Bidej}i g e  surjekcija, 

postoi y∈N takov {to g(y)=z. No, zatoa {to f e surjekcija, postoi x∈M takov 
{to za izbranoto y∈N, f(x)=y. Toga{ e gf(x)=g(f(x))=g(y). ■ 

 
4.4o  Ako gf e injekcija (surjekcija), toga{ f e injekcija (g e 

surjekcija). 
Dokaz: ]e go doka`eme samo tvrdeweto za injekcija. Neka gf e 

injekcija i neka e f(x)=f(y). Toga{  
 g(f(x))=g(f(y))⇒gf(x)=gf(y)⇒x=y. ■ 
 
Primer: 
3. M={1,2,3}, N={a,b,c,d}, 

.1
3  2  1
3  2  1

 ;
3  1  2  1
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Mgf
dcba

g
dba

f =







=








=








=  

gf e i injekcija i surjekcija, no g ne e injekcija, a f ne e surjekcija. 
 

4.5o  (i) f:M→N e injekcija akko za proizvolno mno`estvo L i  
proizvolni preslikuvawa g1,g2:L→M 

 fg1=fg2⇒g1=g2, (2.4.3) 
{to zna~i deka so injekcija mo`e da se krati odlevo. 

 (ii) f:M→N e surjekcija akko za proizvolno mno`estvo K i 
proizvolni preslikuvawa h1,h2:N→K 

 h1f=h2f⇒h1=h2, (2.4.4) 
{to zna~i deka so surjekcija mo`e da se krati oddesno. 

Dokaz: (i) Neka f e injekcija i neka fg1=fg2. Toga{ za sekoj x∈L imame 
 fg1(x)=fg2(x)⇒f(g1(x))=f(g2(x))⇒g1(x)=g2(x). 
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Obratno, neka f ne e injekcija, t.e. neka postojat x, y∈M, x≠y i f(x)=f(y). 
Definirame dve preslikuvawa, g1 i g2, od L={x,y} vo M na sledniov na~in: 

 g1(x)=y, g1(y)=y, g2(x)=x, i g2(y)=x.  
Toga{ g1≠g2, no  
 fg1(x)=f(g1(x))=f(y)=f(x)=f(g2(x))=fg2(x), 
 fg1(y)=f(g1(y))=f(y)=f(x)=f(g2(y))=fg2(y). ■ 
 
4.6o  (i) f:M→N e injekcija akko postoi preslikuvawe g:N→M takvo 

{to 
 gf=1M . 
 (ii)  f:M→N e surjekcija akko postoi preslikuvawe g:N→M takvo 

{to fg=1N . 
Dokaz: (i) Ako e gf=1M, toga{ gf e injekcija, pa i f e injekcija. Neka f 

e injekcija, i a proizvolen fiksiran element od M. Toga{ definirame 
preslikuvawe g:N→M so 

 


 =∈

=
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)()(  ,
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a

yxfMfyx
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Od uslovot f e injekcija sleduva deka g e dobro definirano presli-
kuvawe, a od samata definicija na g deka gf=1M . ■ 

 
Kako posledica od definicijata na biekcija i od gornite svojstva se 

dobiva slednovo tvrdewe: 
 
4.7o  (i) 1M  e biekcija. 
 (ii) Ako f:M→N, g:N→K se biekcii, toga{ i gf e biekcija. 
 (iii) Ako gf e biekcija, toga{ f e injekcija, a g e surjekcija. 

 (iv) f e biekcija akko za proizvolni mno`estva L i K i 
proizvolni preslikuvawa g1,g2:L→M, h1,h2:N→K imame 

 (fg1=fg2⇒g1=g2)∧(h1f=h2f⇒h1=h2). (2.4.5) 
 (v) f:M→N e biekcija akko postojat preslikuvawa h,g:N→M, takvi 

{to gf=1M i fh=1N. ■ 
 
Neka e gf=1M . Toga{ za g velime deka e leva inverzija na f, a za f deka 

e desna inverzija na g. 
 
4.8o  Sekoja biekcija ima to~no edna leva i to~no edna desna 

inverzija, i, pritoa, tie se ednakvi. 
Dokaz: Neka f:M→N e biekcija, g leva inverzija na f, a h desna 

inverzija na f, t.e. 
 gf=1M, a fh=1N. 

Toga{ imame 
 g=g1N =g(fh)=(gf)h=1Mh=h. (2.4.6) 
Ako g1, h1:N→M se takvi {to 
 g1f=1M, a fh1=1N,  
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toga{ od (2.4.6) imame 
 g1=h1, g=h1, g1=h, g=h⇒g=g1, h=h1. ■ 
 
Edinstvenata leva i desna inverzija na edna biekcija f se ozna~uva so 

f−1 i se vika inverzija ili inverzno preslikuvawe na preslikuvaweto f. 
Zna~i 

 f−1f=1M , a ff−1=1N. 
 
Od pogore ka`anoto zaklu~uvame deka za edno preslikuvawe 

postoi inverzija, ili inverzno preslikuvawe, ako i samo ako toa e 
biekcija. 

 
4.9o  Ako f e biekcija, toga{ i f−1 e biekcija. ■ 
 
4.10o  Neka f e biekcija. Toga{  
 y=f(x)⇔x=f−1(y). 
Dokaz: y=f(x)⇔f−1(f(x))=f−1(y)⇔(f−1f)(x)=f−1(y)⇔ 
          ⇔1M(x)=f−1(y)⇔x=f−1(y). ■ 
 
4.11o  1M

−1=1M. ■ 
 
4.12o  Neka f:M→N, i g:N→K se biekcii. Toga{  
 (i)  (f−1) −1=f; 
 (ii) (gf) −1=f−1g−1. 
Dokaz: (i) f−1f=1M , a ff−1=1N.  Zna~i f e inverzija na f−1, pa imame  
 (f−1) −1=f. 
 (ii) (gf)(f−1g−1)=g(ff−1)g−1=g1N g−1=gg−1=1M. 
Zna~i f−1g−1 e inverzija na gf, pa (gf) −1=f−1g−1. ■ 
 
Site biekcii, {to se transformacii na edno mno`estvo M 

obrazuvaat mno`estvo S(M), koe go vikame mno`estvo permutacii na M. 
 
Dosega razgleduvavme preslikuvawa so neprazen domen i neprazen 

kodomen. Se nametnuva pra{aweto dali mo`e da se definira preslikuvawe 
f:M→N, pri {to ili M=∅ ili pak N=∅. Da go zapi{eme uslovot (2.1.1) od 
definicijata na preslikuvawe na sledniov na~in: 

 
 x∈M⇒(∃!y∈N)f(x)=y. (2.4.7) 
 
Ako e M=∅, toga{ x∈M e iskazna funkcija {to sekoga{ ima 

vrednost na vistinitost ⊥. Zna~i, vo ovoj slu~aj implikacijata (2.4.7) e 
to~na, t.e. postoi preslikuvawe od ∅ vo N. Za ova preslikuvawe velime deka 
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e prazno preslikuvawe, go ozna~uvame so ∅N i smetame deka za sekoe 
mno`estvo N toa e ednozna~no opredeleno. 

Ako pak e N=∅, toga{ implikacijata (2.4.7) e to~na akko M=∅, {to 
zna~i deka mo`e da se definira preslikuvawe od M vo ∅ akko M=∅. 

 
4.13o  (i)  ∅N e injekcija za sekoe mno`estvo N. 
 (ii)  ∅N e biekcija akko N=∅. 
 (iii) Ako f:M→N e preslikuvawe, toga{ f∅M=∅N. ■ 
 
2.4.1. Ve`bi: 
 
1. Da se proveri koe od slednive preslikuvawa e injekcija, 

surjekcija, odnosno biekcija: 

 (a) ;
12

)(QN:   
+

=→
x
xxff ,  

 (b)  f :C→R+ ∪{0},  f(a+bi)=a2 +b2; 
 (v) f:Z→N,  f(x)=x +1. 
2. Neka X i Y se neprazni mno`estva i neka F⊆X×Y e so svojstvata:  
 (i) (∀x∈X)(∃y∈Y)(x,y)∈F, 
 (ii) (∀x∈X)(∃y,y'∈Y)((x,y),(x,y')∈F⇒y=y'). 
Ako stavime y=f(x)⇔(x,y)∈F, da se poka`e deka f e preslikuvawe od X 

vo Y. Koi uslovi treba da gi zadovoluva mno`estvoto F za f da bide 
 (a) injekcija, 
 (b) surjekcija. 
3. Neka f:X→Y e injekcija i A,B⊆X. Toga{: 
 (a) A⊂B⇒ f(A)⊂f(B); 
 (b) f(A∩B)=f(A)∩f(B). 
4.Neka f:X→Y e preslikuvawe. Toga{  f* e biekcija akko f e biekcija. 
5. Neka f:X→Y e preslikuvawe i A⊆X, a B⊆Y. Kakov e odnosot me|u 

mno`estvata: 
 (a) f−1(f(A)) i A; 
 (b) f(f−1(B)) i B? 
Pritoa so f−1(B) e ozna~eno mno`estvoto {x| x∈X, f(x)∈B}. 
6. Neka f:X→Y e preslikuvawe. Da se poka`e deka: 
 (a) f e injekcija akko za sekoe A⊆X va`i f−1(f(A))=A; 
 (b) f e surjekcija akko za sekoe B⊆Y va`i f(f−1(B))=B. 
7. Neka A⊆X, f:X→Y e preslikuvawe, a g=fA e restrikcijata na f nad A. 

Toga{ 
 (a) ako f e injekcija, i g e injekcija; 
 (b) ako g e surjekcija, i f e surjekcija. 
Da se dadat primeri so koi }e se poka`e deka obratnata implikacija 

ne mora da va`i. 
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8. Neka f:A→B e preslikuvawe. Da se poka`e deka postojat injekcija 
i  i surjekcija s takvi {to f=is. 

9. Neka A e kone~no mno`estvo i neka f:A→A e preslikuvawe. Da se 
poka`e deka f e injekcija akko f e surjekcija. 

10. Neka f e preslikuvawe od X vo Y. Kakov e odnosot me|u 
mno`estvata: 

 (a) );(  )(U U
i i

ii AfAf i  

 (b) ;)(  )(I I
i i

ii AfAf i  

 (v) ),(\  )\( AfYAXf i  

kade {to Ai , A⊆N. 
11. Neka f:X→Y e preslikuvawe i neka f *:B(Y)→B(X) e definirano so: 

(∀B⊆Y)f *(B)=f−1(B)={x|x∈X, f(x)∈B}. 
Da se poka`e deka 
 (a) f * e preslikuvawe; 
 (b) f * e injekcija akko f e surjekcija; 
 (v) f * e surjekcija akko f e injekcija. 
 
 
2.5. Ekvivalentni mno`estva 
 
So pomo{ na biekciite se definira i poimot ekvivalentni  mno-

`estva. 
Imeno, za mno`estvata M i N velime deka se ekvivalentni akko 

postoi biekcija od M vo N i pi{uvame M∼N. 
 
5.1o  (i)   X∼X; 
 (ii)  X∼Y⇒Y∼X; 
 (iii) X∼Y∧Y∼Z⇒X∼Z. ■ 
 
5.2o  Ako se M1∼N1 , M2 ∼N2  i M1∩M2 =N1∩N2=∅, toga{ e 
 M1∪M2∼N1∪N2. 
Dokaz: Neka f1:M1→N1, f2:M2→N2 se biekcii, i neka 

 f x
f x x M
f x x M( )

( ),
( ), .=

∈
∈





1 1

2 2

  
   

Od M1∩M2=∅ sleduva deka f e dobro definirano preslikuvawe, a od 
toa {to f1 i f2 se injekcii i N1∩N2=∅ sleduva deka i f e injekcija. Natamu, od 
toa {to f1 i f2 se surjekcii, sleduva deka i f e surjekcija. ■ 

 
5.3o. Ako e N∩P=∅, toga{ e MN∪P∼MN×MP, kade {to so MN e ozna~eno 

mno`estvoto od site preslikuvawa od N vo M. 
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Dokaz: Neka e f∈MN∪P i neka e 
 ξ:fa(fN, fP). 
Toga{ ξ e preslikuvawe od MN∪P→MN×MP. Od uslovot N∩P=∅ se 

dobiva deka ξ e biekcija. ■ 
 
Primeri: 
1.N∼{2n|n∈N}=2N. 
2. N∼Z. 
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kade {to so 2N+1 e ozna~eno mno`estvoto {2n| n∈N}. 
 
5.4o  (i)   M×N∼N×M; 
 (ii)  M1∼N1, M2∼N2⇒M1×M2∼N1×N2; 
 (iii) M×(N×P)∼(M×N)×P; 
 (iv)  ( ) .M MS T S T∼ ×  
Dokaz: (iv) Neka e f:T→MS , a f(t)=g:S→M. Za sekoe preslikuvawe  

f:T→MS definirame preslikuvawe h:S×T→M so h(s,t)=gt(s). Toga{, ako na f mu 
go pridru`ime preslikuvaweto h, dobivame preslikuvawe ξ:(MS)T→MS×T. ξ e 
biekcija. ■ 

 
2.5.1. Ve`bi: 
 
1. X1∼Y1∧X2∼Y2⇒X1×X2∼Y1×Y2. 
2. Za proizvolno mno`estvo X i ednoelementno mno`estvo {a} va`i 

X∼X{a}. 
3. N∼2N+1= {2n+1|n∈N}. 
4. Da se doka`e deka: 
 (a) (0,1]∼[0,1); 
 (b) [0,1]∼[0,1), 
kade {to (0,1] ={x|0<x≤1}, [0,1]={x|0≤x≤1}, a [0,1)={x|0≤x<1}. 
 
 
2.6. Vrska me|u preslikuvawa i ekvivalentnosti 
 
Vo naredniov del }e dademe nekoi definicii i svojstva {to }e ni 

dadat vrska pome|u relacii za ekvivalentnost i preslikuvawa. 
 
Neka f:M→N e preslikuvawe. Na f mu ja pridru`uvame relacijata kerf  

(ja vikame jadro na f) na sledniov na~in: 
 kerf={(x,y)∈M×M|f(x)=f(y)}. 
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Primer: 
1. M={1,2,3,4,5,6}, N={a,b,c}, 

 
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 kerf=∆M∪{(1,2),(2,1),(1,6),(6,1),(2,6),(6,2),(3,4),(4,3)}. 
 
6.1o  Jadroto na sekoe preslikuvawe f:M→N e ekvivalentnost na M. ■ 
 
Da zabele`ime deka ako α=kerf, toga{  
 xα ={y∈M|xαy}={y∈M|f(x)=f(y)}=f-1({f(x)}). 
Zna~i, na sekoe preslikuvawe mo`eme da mu pridru`ime ekvivalen-

tnost. Se postavuva pra{awe dali e mo`no obratnoto, t.e. dali na sekoja 
ekvivalentnost α mo`e da se pridru`i preslikuvawe takvo {to jadroto na 
toa preslikuvawe da bide ekvivalentnosta α. Odgovorot e pozitiven. 
Imeno, neka α e ekvivalentnost na M. Definirame preslikuvawe natα:M→
M/α so 

 (∀x∈M) natα(x)=xα. 
Za ova preslikuvawe velime deka e prirodno preslikuvawe oprede-

leno od α. 
 
6.2o  natα e preslikuvawe takvo {to ker(natα)=α. 
Dokaz: Od faktot deka klasite na ekvivalentnosta α se ili ednakvi 

ili disjunktni sleduva deka natα e preslikuvawe. Natamu,  
 (a,b)∈ker(natα)⇔natα(a)=natα(b)⇔aα=bα⇔(a,b)∈α. ■ 
 
6.3o  natα e surjekcija. ■ 
 
Narednoto pra{awe koe se nametnuva e dali za dadeno preslikuvawe 

f:M→N i α=kerf, mo`e da se definira preslikuvawe f α od M/α vo N takvo {to 
f=f α(natα), t.e. takvo {to sledniov dijagram 

 

M N
f

M /α

fαnatα

 
da komutira. 

Odgovorot e pozitiven. Imeno, definirame preslikuvawe f α:M/α→N 
so 

 f α(xα)=f(x). 
Pritoa 
 xα=yα⇔xαy⇔f(x)=f(y), 
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{to zna~i deka f α ne zavisi od izborot na pretstavnikot na klasata xα. 
]e poka`eme deka ova preslikuvawe e injekcija i deka e ednozna~no 

opredeleno. Imeno, 
 f α(xα)=f α(yα)⇔f(x)=f(y)⇔xαy⇔xα=yα. 
Neka f ' e drugo preslikuvawe od M/α vo N, takvo {to f=f '(natα). 

Toga{ 
 f ' (xα)=f(x)=f α(xα). 
So gornava diskusija go doka`avme slednovo svojstvo: 
6.4o Ako f e preslikuvawe od M vo N, α=kerf, toga{ postoi ednozna~-

no opredelena injekcija f α:M/α→N, takva {to sledniov dijagram 
 

 

M N
f

M /α

fαnatα

 
da komutira. ■ 
 

2.6.1.Ve`bi: 
 
1.Neka e f:A→B, g:B→C. Kakva e vrskata pome|u kerf i ker(gf)? 
2. Neka α i β se dve relacii za ekvivalentnost vo A, takvi {to α⊆β. 

Da se poka`e deka  postoi edno i samo edno preslikuvawe f:A/α→A/β , takvo 
{to f(natα)=natβ. 

3.Neka f:A→B e preslikuvawe. Da se opredelat klasite na 
ekvivalentnosta kerf, ako 

 (a) { } ;
4 3 1 5 4 2 1 1 2
9 8 7 6 5 4 3 2 1

 9,8,7,6,5,4,3,2,1 



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 (b) A=R, B=R+∪{0}, f:xax2. 
 
 
2.7. Podredeni mno`estva  
 
Sekoja refleksivna, antisimetri~na i tranzitivna relacija α na 

mno`estvoto M e podreduvawe na M. Ako α e podreduvawe na M, toga{ za  
podredenata dvojka (M;α) velime deka e podredeno mno`estvo (ili delumno 
podredeno mno`estvo).  

 
Primeri:  
1. (R;≤), (Q;≤), (Z;≤), (N;≤) se podredeni mno`estva.  
2. Inkluzijata ⊆ na B(M) e podreduvawe na B(M). Imeno , neka se A,B 

i C∈B(M). Toga{ 
 (i)  A⊆A,  
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 (ii) A⊆B∧B⊆A⇒A=B,  
 (iii) A⊆B∧B⊆C⇒A⊆C.  
Vo ovoj primer, ako M=∅, dobivame B(M)={∅}, a ⊆ = {(∅,∅)}.  
Koga se razgleduvaat kone~ni podredeni mno`estva, podreduvaweto 

mo`e da se zadade i grafi~ki na sledniov na~in:  
ako (M;≤) e podredeno mno`estvo, a≤b, a≠b i (∀x∈M)a≤x≤b⇒a=x∨x=b, 

toga{ zapi{uvame: 

 a

b

 
Ovoj grafi~ki prikaz na podreduvaweto e poznat pod imeto Haseov 

dijagram.  
Taka, na primer, ako M={a,b} i podreduvaweto e inkluzijata na B(M), 

toga{ grafi~ki toa e prika`ano na sledniov na~in  

 

{a} {b}

{a,b}

∅  
 

Primer: 
3. Neka M={1,2,3}, α={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2)}. α e podreduvawe na M 

koe- {to grafi~ki mo`e da se prika`e na sledniov na~in: 
 

  1

2

3

 
Voobi~aeno e za podreduvawe da se koristi oznakata ≤, a za 

inverznoto podreduvawe, (≤)−1, oznakata ≥. Ako stanuva zbor za inkluzija, 
toga{ se koristi standardnata oznaka za inkluzija ⊆. 

  
7.1o Neka e M≠∅. Toga{ ∆M e edinstvenata relacija {to e i 

ekvivalentnost i podreduvawe na M.  
Dokaz: Neka e α∈E∩P. Toga{ e ∆M⊆α. Ako e aαb, toga{ od 

simetri~nosta na α imame i bαa, a od antisimetri~nosta na α proizleguva 
deka a=b, {to zna~i deka aαb⇒a∆Mb. Zna~i aαb⇔a∆Mb. ■  
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Ako α e nerefleksivna i tranzitivna relacija na M, toga{ velime 
deka α e pretpodreduvawe na M. So PP da go ozna~ime mno`estvoto od site 
pretpodreduvawa na M. Toga{ pi{uvame α∈PP ako α e pretpodreduvawe na 
M. 

 
7.2o Neka e ∆M⊆α. Toga{ e: 
 α∈P⇔α*=α\∆M∈PP.  
Dokaz: Neka α e podreduvawe. Od definicijata na α* e jasno deka  
 α*∈AR. Natamu,  
 aα*b∧bα*c⇒aαb∧a≠b∧bαc∧b≠c. (2.7.1)  
Od faktot {to α e podreduvawe, t.e. α e tranzitivna relacija i od 

(2.7.1) dobivame  
 aαc∧a≠b∧b≠c.  
Od a≠b∧b≠c vo op{t slu~aj ne sleduva a≠c. Zatoa neka a=c. Toga{  
 cαb∧bαc⇒b=c, 

{to mu protivre~i na faktot deka b≠c. Zna~i, dobivame  
 aαc∧a≠c, t.e. aα*c.  
Obratno, neka α*=α\∆M e pretpodreduvawe. Toga{ α=α*∪∆M e 

refleksivna relacija.  
 aαb∧bαc⇒(aα*b∨a=b)∧(bα*c∨b=c)⇔  
       ⇔(aα*b∧bα*c)∨(aα*b∧b=c)∨(bα*c∧b=c)∨(a=b∧b=c)⇒ 
 ⇒aα*c∨aα*c∨aα*c∨a=c⇒aα*c∨a=c⇔aαc.  
Od faktot deka α*  e antirefleksivna relacija, t.e. ¬(aα*a), imame  
 aαb∧bαa⇔(aα*b∨a=b)∧(bα*a∨a=b)⇒  
 ⇒(aα*b∧bα*a)∨(aα*b∧a=b)∨(a=b∧bα*a)∨(a=b)⇒a=b.  
Zna~i, α e podreduvawe. ■ 
 
Voobi~aeno e pretpodreduvawe da se ozna~uva so simbolot < names-

to a≤b∧a≠b.  
Vo slu~aj koga rabotime so mno`estva, pretpodreduvaweto {to 

odgovara na podreduvaweto ⊆ go ozna~uvame so ⊂ i go vikame striktna ili 
vistinska inkluzija.  

 
Neka M e podredeno mno`estvo, a N podmno`estvo od M. Toga{ 

restrikcijata na podreduvaweto ≤ na M, odnosno podmno`estvoto od ≤ 
definirano so ≤∩N×N opredeluva podreduvawe na N koe se vika podre-
duvawe inducirano od podreduvaweto na M.  

 
Za podreduvaweto α na M velime deka e linearno ili potpolno ako 
 
 (∀a,b∈M)aαb∨bαa. (2.7.2) 
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Ako (M;α) e podredeno mno`estvo, pri {to α e linearno 
podreduvawe, toga{ za (M;α) velime deka e veriga (ili linearno podredeno 
mno`estvo). 

 
Primeri:  
4. (Z;≤), (N;≤), (R;≤) se verigi.  
5. Ako M ima barem dva elementa a, b, a≠b, toga{ (B(M);⊆) ne e 

veriga. Imeno ¬({a}⊆{b}).  
 
Neka (M;≤) e podredeno mno`estvo i A⊆M. Za elementot b∈M velime 

deka e majorant (gorna granica, desna granica) na A akko  
 (∀x∈A) x≤a. (2.7.3)  
Za elementot a∈M velime deka e minorant (dolna granica, leva 

granica) na A akko  
 (∀x∈A) a≤x. (2.7.4)  
Ako postoi element b∈M takov {to  
 (∀x∈M) x≤b, (2.7.5)  

toga{ za b velime deka e najgolem element vo M.  
Ako pak postoi element a∈M so svojstvoto  
 (∀x∈M) a≤x, (2.7.6)  

toga{ za a velime deka e najmal element vo M.  
Najmaliot majorant na A vo M, ako postoi, se vika supremum na A vo 

M i se bele`i so supMA, a najgolemiot minorant na A vo M, ako postoi, se 
vika infimum na A vo M i se bele`i so infMA.  

Da zabele`ime deka ako A e podmno`estvo od podredenoto 
mno`estvo M i A ima najmal (najgolem) element a ,toga{ infMA=a (supMA=a). 

 
7.3o Edno podmno`estvo A od podredenoto mno`estvo (M;≤) ima 

najmnogu eden najgolem element i najmnogu eden najmal element.  
Dokaz: Neka a i b se najgolemi elementi na A. Toga{ od toa {to a e 

najgolem imame b≤a, a od toa {to b e najgolem imame a≤b. Natamu, poradi 
antisimetri~nosta na podreduvaweto, dobivame deka a=b. ■ 

 
Za edno podredeno mno`estvo (M;≤) velime deka e dobro podredeno 

ako sekoe neprazno podmno`estvo na M ima najmal element.  
 
 
Primeri:  
6. (N;≤) e dobro podredena veriga.  
7. (Q;≤) e veriga, no ne e dobro podredeno mno`estvo. 
8. (R;≤) e veriga, no ne e dobro podredeno podmno`estvo.  
 
7.4o Sekoe dobro podredeno mno`estvo (M;≤) e veriga.  
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Dokaz: Neka e a,b∈M. Toga{ A={a,b} e podmno`estvo od M i ima 
najmal element. Ako a e najmal element na A, toga{ a≤b, vo sprotivno b≤a. ■ 

 
Za elementot m od podredenoto mno`estvo (M;≤) velime deka e 

minimalen vo M ako  
 (∀a∈M) (a≤m⇒a=m). (2.7.7) 
Za elementot m od podredenoto mno`estvo (M;≤) velime deka e 

maksimalen vo M ako  
 (∀a∈M) (a≥m⇒a=m). (2.7.8) 
Da zabele`ime deka ako vo edno podredeno mno`estvo (M;≤) ima 

najmal (najgolem) element, toga{ toj e minimalen (maksimalen), no edno 
podredeno mno`estvo mo`e da ima pove}e minimalni (maksimalni) 
elementi. 

 
Primer: 
9. Neka M={1,2,3,4,5,6} e podredeno mno`estvo so podreduvawe 

zadadeno grafi~ki so 
 

 4

1 2 3

5 6  
Podredenovo mno`estvo (M;≤) nema ni najmal ni najgolem element. 

Minimalni se 4, 5 i 6, a maksimalni 1, 2, 3 i 6. 
 
2.7.1.Ve`bi:  
 
1. Vo mno`estvoto N definirame relacija ≤ so 
 x≤y⇔(∃z∈N)y=xz.  
Da se poka`e deka ≤ e delumno podreduvawe na N. 
2. Da se pretstavat so Haseov dijagram slednive podredeni 

mno`estva: 
 (a) (B(A),⊆), kade {to A={a,b,c}; 
 (b) (A,α), kade {to A={a,b,c,d,e}, a  
 α=∆A ∪{(a,b).(a,c),(b,c),(a,d),(a,e),(d,e)}; 
 (v) (B(B),⊆), kade {to B={a,b,c,d}.  
3. Neka α e podreduvawe na mno`estvoto M i A⊆M. Neka β=α∩(A×A). 

Da se poka`e deka  
 (a) β e podreduvawe na A. 
 (b) Ako α e linearno, toga{ i β e linearno podreduvawe na A. 
 (v) Poka`i so primer deka obratnata implikacija od (b) ne mora 

da va`i. 
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4. Vo koj slu~aj sekoj element od edno podredeno mno`estvo e 
minimalen? 

5. Da se poka`e deka vo sekoe kone~no podredeno mno`estvo ima 
barem eden minimalen i barem eden maksimalen element. Dali ova tvrdewe 
e to~no i za beskone~ni mno`estva? 

6. Ako a i b se razli~ni minimalni (maksimalni) elementi vo 
podredenoto mno`estvo M, toga{ {a,b} nema minorant (majorant) vo M.  

7. Neka M e podredeno mno`estvo i A⊆M. So A* da go ozna~ime 
mno`estvoto od site majoranti na A vo M, a so A* mno`estvoto od site 
minoranti na A vo M. Da se poka`e deka:  

 (a) ∅*=∅*=M; 
 (b) ako M ima najmal element a i najgolem element b, toga{ 

M*={a}, a M*={b}; 
 (v) A⊆B⇒B*⊆A*, B*⊆A*; 
 (g) A*=((A*)*)*; 
 (d) (A∪B)*=A*∩B*. 
8. Neka (αi|i∈I) e veriga podreduvawa na A. Da se poka`e deka i α i

i I∈
U  

e podreduvawe na A.  
9. Da se poka`e deka za sekoe podreduvawe α na edno mno`estvo M 

postoi linearno podreduvawe µ na M, takvo {to α⊆µ. 
 
 
2.8. Mre`i  
 
Ako (M;≤) e podredeno mno`estvo takvo {to sekoe dvoelementno 

podmno`estvo od M ima i supremum i infimum vo M, toga{ za (M;≤) velime 
deka e mre`a. 

 
Primeri:  
1. (B(M);⊆) e mre`a, vo koja  
 supB(M){A,B}=A∪B,  
 infB(M){A,B}=A∩B. 

 2. 
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Vo ovoj primer podredenoto mno`estvo zadadeno grafi~ki pod (d) 
ne e mre`a, zatoa {to ne postoi supremum od {p,q}, nitu pak infimum od 
{r,s}.  

 
Neka M1 i M2 se podredeni mno`estva i f:M1→M2 e preslikuvawe. Za  

f velime deka go zapazuva podreduvaweto akko  
a≤1b⇒f(a)≤2f(b),  (2.8.1)  

kade {to ≤1 e podreduvaweto na M1, a ≤1 na M2. 
Neka M1 i M2 se mre`i. Za M1 i M2 velime deka se izomorfni ako 

postoi biekcija f:M1→M2 takva {to i f i f−1 go zapazuvaat podreduvaweto 
 
 

 Primer 3.  

 

b

a

c

d

a'

b'

c'

d'
f  

f e biekcija {to zapazuva podreduvawe, no f−1 ne zapazuva podreduvawe. 
Imeno, x≤y vo M1 povlekuva f(x)≤f(y), no c'<b' vo M2, a f−1(c') = c ne e sporedliv 
so f−1(b') = b vo M1. Zna~i, dadenite dve mre`i ne se izomorfni.  
 

Neka M e mre`a i ∅≠A⊆M. Za A velime deka e podmre`a od M akko  
 (∀a,b∈A)supM{a,b}; infM{a,b}∈A. 
 
Primer:  
4. M={a,b,c,d,e}, A={b,c,d,e} i B={a,c,d,e} se podmno`estva od M.  
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Neka M e mre`ata zadadena so slednovo podreduvawe: 

 

c d

e

b

a

.

 
Toga{ A e podmre`a od M, no B ne e, iako B vo odnos na induciranoto 

podreduvawe od M e mre`a. Zna~i, edna mre`a ne mora da bide podmre`a od 
druga mre`a. 

Ako M e podredeno mno`estvo so podreduvawe ≤, toga{ dolen 
segment na M e podmno`estvo A od M takvo {to  

 a∈A, m∈M, m≤a⇒m∈A.  (2.8.2) 
 
8.1o Mno`estvoto dolni segmenti na mre`ata M e mre`a, pri {to 

sup{A,B}=A∪B, inf{A,B}=A∩B. ■ 
 
Ako M e mre`a, toga{ za dolniot segment A na M {to e zatvoren vo 

odnos na supremum velime deka e ideal na M. Zna~i, dolniot segment A na 
mre`ata M e ideal na M akko  

 a,b∈A⇒supM{a,b}∈A.  
Vo natamo{niot tekst namesto supM{a,b} }e pi{uvame a∨b, a namesto 

infM{a,b}, a∧b. 
 
8.2o Sekoja kone~na mre`a ima i najgolem i najmal element. ■ 
 
Za edno podredeno mno`estvo (M;≤) velime deka e kompletna mre`a 

ako sekoe podmno`estvo A od M ima i supremum i infimum vo M. 
 
8.3o Sekoja kone~na mre`a e kompletna. ■ 
 
Primer:  
5. Mno`estvoto realni broevi R so voobi~aenoto podreduvawe e 

mre`a, no ne e kompletna mre`a. Imeno, koe bilo dvoelementno 
podmno`estvo ima i supremum i infimum, no celoto mno`estvo R nema ni 
supremum ni infimum. 

 
8.4o Neka M e kompletna mre`a i f:M→M e preslikuvawe {to go 

zapazuva podreduvaweto, t.e. a≤b⇒f(a)≤f(b).   
Toga{:  
 (i) A={x|x∈M,x≤f(x)}≠∅.  
 (ii) Ako a=supA, toga{ f(a)=a.  
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Dokaz: (i) Bidej}i M e kompletna mre`a, taa ima najmal element 0. 
Toga{ 0≤f(0), {to zna~i deka 0∈A, t.e. A≠∅.  

 (ii) Neka a=supA. Toga{ e x≤a za sekoj x∈A, {to poradi svojstvoto 
na f povlekuva deka f(x)≤f(a). Zna~i, x≤f(x)≤f(a), t.e. f(a) e majorant na A. 
Bidej}i a=supA e najmal majorant na A, imame a≤f(a), t.e. a∈A. No, od (2.8.1) 
dobivame f(a)≤f(f(a)), t.e. f(a)∈A, {to zna~i deka f(a)≤a. Od dvete neravenstva 
{to gi dobivme sleduva baranoto ravenstvo. ■ 

 
2.8.1.Ve`bi:  
 
1. Neka ≤ e podreduvawe na N opredeleno so:  
 x≤y⇔ (∃k∈N)y=kx.  
Da se proveri dali se mre`i slednive podmno`estva od N:  
 (a) M={1,2,3,6,7,14,21,42};  
 (b) P={1,2,3,4,6,8,12,24}.  
2. Neka M e mre`a i A e kone~no podmno`estvo od M. Toga{ vo M 

postojat supA i infA.  
3. Sekoja kone~na mre`a ima najmal i najgolem element. Doka`i! 
4. Sekoja kone~na mre`a e kompletna. Doka`i!  
5. Neka (M,≤) i (M',≤') se dve izomorfno podredeni mno`estva. 

Poka`i deka ako ednoto e mre`a, toga{ i drugoto e mre`a.  
6. Neka M={1,2,3,4,5} e podredeno kako na dijagramot  

 

3 2

5

1

4  
 
Neka Φ e familijata linearno podredeni podmno`estva od M so 

barem dva elementa. Toga{ Φ e podredeno mno`estvo vo odnos na ⊆. Da se 
nacrta dijagramot na Φ.  

7. Vo koj slu~aj sekoe podmno`estvo od podredenoto mno`estvo M e 
veriga? 

8. Neka M i M' se dobro podredeni mno`estva so najmali elementi a 
i a', soodvetno. Ako ϕ:M→M' e izomorfizam, toga{ ϕ(a)=a'. Doka`i!  

9. Neka M e mre`a. Da se doka`e deka: 
 (a) ako A e podmre`a od mre`ata M, toga{ i A e mre`a;  
 (b) edno podmno`estvo A od mre`ata M ne mora da bide 

podmre`a od M; 
 (v) edno podmno`estvo A od mre`ata M mo`e da bide mre`a, no 

sepak da ne bide podmre`a od M.  
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10. Da se najdat site razli~ni (do izomorfizam) mre`i so 3, 4 i 5 
elementi. 

11. Neka M e mre`a i A e mno`estvoto ideali na M. Da se doka`e 
deka A e mre`a vo odnos na relacijata inkluzija na mno`estva.  

 
 

2.9. Kone~ni i prebroivi mno`estva  
 
Mno`estvoto od prvite k prirodni broevi {0, 1, 2,..., k-1} }e go 

ozna~uvame so Nk, pri {to No=∅.  
Za edno mno`estvo M velime deka e kone~no ako postoi priroden 

broj k i biekcija ϕ:Nk→M.  
Za edno mno`estvo M velime deka e prebroivo ako postoi biekcija 

ϕ:N→M. Mno`estvoto M e beskone~no ako postoi injekcija ϕ:N→M.  
Ako ϕ:N→M e biekcija, toga{ za sekoj priroden broj i postoi 

ednozna~no opredelen element m∈M, takov {to ϕ(i)=m. Vo toj slu~aj namesto 
m }e pi{uvame mi. Na ovoj na~in vr{ime indeksirawe na elementite od M i 
niv mo`eme da gi zapi{eme vo niza. 

 
9.1o Sekoe prebroivo mno`estvo e beskone~no.  
Dokaz: Dokazot sleduva od faktot {to sekoja biekcija e i injekcija. 
■ 
 
9.2o Ako ne postoi injekcija od N vo M, toga{ M e kone~no 

mno`estvo.  
Dokaz: Tvrdeweto }e go doka`eme so kontrapozicija, t.e. }e 

poka`eme deka ako M ne e kone~no mno`estvo, toga{ postoi injekcija od N 
vo M, {to e ekvivalentno so  tvrdeweto {to treba da go doka`eme. Neka M 
ne e kone~no mno`estvo. Toga{ M≠∅, pa postoi element ao∈M. Neka ϕ(0)=ao. 
Bidej}i M ne e kone~no mno`estvo, M\{ao}≠∅, pa postoi a1∈M\{ao}. Neka 
ϕ(1)=a1. Da pretpostavime deka e definirano ϕ(k)=ak za sekoj priroden broj 
k≤n, pri {to ao,...,ak se poparno razli~ni elementi od M. Toga{ od uslovot 
deka M ne e kone~no mno`estvo dobivame deka M\{ao,...,ak}≠∅, pa postoi 
element ak+1 od M\{ao,...,ak} i mo`eme da definirame ϕ(k+1)=ak+1. Na ovoj 
na~in definiravme injekcija ϕ:N→M, t.e. dobivme deka M e beskone~no 
mno`estvo. Zna~i, doka`avme deka ako M ne e kone~no, toga{ postoi 
injekcija od N vo M, {to e ekvivalentno so tvrdeweto {to treba{e da go 
doka`eme. ■ 

 
Primeri:  
1.  N e prebroivo mno`estvo (1N e biekcija od N vo N).  
2. 2N e prebroivo mno`estvo (ϕ(n)=2n e biekcija od N vo 2N, kade 

{to so 2N e ozna~eno mno`estvoto parni prirodni broevi (vidi primer 1. 
od 2.5)).  
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3. Z e prebroivo mno`estvo. 

 

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nϕ  

e biekcija od N vo Z. (Ova e vsu{nost istiot primer so primerot 2 od 2.5, 
kade {to doka`avme deka  N i Z se ekvivalentni mno`estva.) 
 

9.3o Kone~na ili prebroiva unija od prebroivi mno`estva e 
prebroivo mno`estvo.  

Dokaz: ]e go doka`eme tvrdeweto za prebroiva unija od prebroivi 
mno`estva. Neka A1, A2,... e prebroiva familija od prebroivi mno`estva. 
Toga{ za sekoj priroden broj k elementite od Ak mo`eme da gi zapi{eme vo 
niza, imeno Ak={ak1, ak2,...}. Elementite od dadenite mno`estva toga{ gi 
pi{uvame vo beskone~na {ema  

 

LLLL
34333231

24232221

14131211

aaaa
aaaa
aaaa

 

Elementite od ovaa {ema gi zapi{uvame vo niza na sledniov na~in:  
 a11, a12, a21, a13, a22, a31,.... 
Imeno, prvo go pi{uvame elementot a11, potoa onie ~ij zbir na 

indeksi e 3, pa onie so zbir na indeksi 4, itn.  
Na ovoj na~in sekoj element od A Ai

i
= U  e zapi{an vo ovaa niza, no 

mo`no e nekoi elementi da se zapi{ani i pove}e pati. Zatoa prvoto 
pojavuvawe odlevo na nekoj element vo nizata go zadr`uvame, a ostanatite 
pojavuvawa na toj element gi bri{eme. Bidej}i sekoe mno`estvo Ai e 
podmno`estvo od A, dobivame deka A e beskone~no mno`estvo (inkluzijata e 
injekcija od Ai vo A), a bidej}i elementite od A mo`eme da gi zapi{eme kako 
niza, dobivame deka A e prebroivo mno`estvo. ■ 

 
9.4o Mno`estvoto Q od racionalni broevi e prebroivo. 
Dokaz: Da stavime  

 { }






 ∈∈ 0\nm

n
m

n NQ Z|  ,= . 

Jasno e deka Qn e prebroivo mno`estvo, i deka Q Q= nU  e 
prebroiva unija od prebroivi mno`estva. Od prethodnoto svojstvo toga{ 
dobivame deka Q e prebroivo mno`estvo. ■ 

 
9.5o Mno`estvoto R od realni broevi e beskone~no i neprebroivo.  
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Dokaz: ]e poka`eme deka intervalot [0,1] e neprebroivo, 
beskone~no podmno`estvo od R, od {to se dobiva i tvrdeweto za celoto 
mno`estvo R.  

Preslikuvaweto ϕ:i
i

a
1

1+
 e injekcija od N vo [0,1], zna~i [0,1] e 

beskone~no mno`estvo. Elementite od segmentot [0,1] gi zapi{uvame vo 
oblik na beskone~ni deseti~ni dropki, pri {to ne go koristime zapisot so 
kone~en broj nenulti decimali, tuku onoj zapis {to odgovara na istiot ovoj 
broj {to sodr`i periodi~en del od devetki. Da pretpostavime deka ovie 
broevi mo`eme da gi zapi{eme vo niza:  

 a1=0,a11a12...  
 a2=0,a21a22...  
 a3=0,a31a32...  
 ..........................  
Formirame broj b=0,b1b2b3..., takov {to bi=1 akko aii≠1, a vo 

sprotivno bi=2. Ovoj broj b se razlikuva od sekoj od broevite aj barem vo  
j-tata decimala, a sepak e element od dadeniot segment. Zna~i, elementite 
od segmentot [0,1] ne mo`at da se zapi{at kako niza, pa segmentot [0,1] ne e 
prebroivo mno`estvo. ■ 

 
 
 
 
2.9.1.Ve`bi:  
 
1. Da se doka`e deka sekoe podmno`estvo od prebroivo mno`estvo e 

kone~no ili prebroivo mno`estvo. 
2. Kone~na unija od prebroivi mno`estva e prebroivo mno`estvo. 

Doka`i!  
3. Da se poka`e deka prebroiva unija od kone~ni mno`estva e 

prebroivo ili kone~no mno`estvo.  
4. Neka M e beskone~no, a A prebroivo ili kone~no mno`estvo. 

Toga{ e M∼A∪M.  
5. Doka`i deka N×N e prebroivo mno`estvo.  
6. Mno`estvoto Φ od site kone~ni podmno`estva na edno prebroivo 

mno`estvo M e prebroivo mno`estvo.  
7. Da se poka`e deka mno`estvoto od site polinomi so racionalni 

koeficienti e prebroivo mno`estvo. 
8. Neka A1 i A2 se mno`estvata to~ki od dve kru`nici, B1 i B2 se 

mno`estvata to~ki od dve otse~ki, B3 mno`estvoto realni broevi od 
intervalot (0,1) i C mno`estvoto to~ki od edna prava. Da se poka`e deka e 
A1 ~ A2 ~ B1 ~ B2 ~ B3 ~ C. 

8. Neka A={x|m≤x≤n}⊆N, pri {to m,n se dadeni prirodni broevi. Da 
se poka`e deka A e kone~no mno`estvo.  
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2.10. Kardinalni broevi  
 
Ako postoi priroden broj k i biekcija od Nk vo A (t.e. ako A e 

kone~no mno`estvo), toga{ velime deka kardinalen broj na A e k i 
pi{uvame |A|=k. Od svojstvata na ekvivalentni mno`estva toga{ sleduva: 

Dve kone~ni mno`estva imaat ist kardinalen broj akko tie se 
ekvivalentni.  

Da navedeme nekoi svojstva za brojot na elementi kaj kone~ni 
mno`estva: 

 
10.1o |A|=n, |B|=m, A∩B=∅⇒|A∪B|=m+n.  
Dokaz: Ako A={a1, a2,..., an}, B={b1, b2,..., bm}, toga{ 

A∪B={a1,a2,...,an,b1,b2,...,bm}, pri {to site elementi se razli~ni, pa mo`eme 
da definirame preslikuvawe ϕ:N→A∪B so  

 ϕ(i)=ai+1, ako i≤n, a ϕ(n-1+j)=bj, j∈{1,2,...,m}.■ 
 
10.2o |A|=n, |B|=m, A⊆B⇒n≤m, |B\A|=m-n.  
Dokaz: Da odbele`ime deka A∩(B\A)=∅ i B=A∪(B\A). Spored 10.1o 

imame  
 |B|=|A∪(B\A)|=|A|+|B\A|, t.e.  
 m=n+|B\A|, t.e. |B\A|=m-n. ■ 
 
10.3o Ako A i B se kone~ni mno`estva, toga{ |A∪B|=|A|+|B|-|A∩B|.  
Dokaz: A∪B=A∪(B\(A∩B)), pri {to A∩B⊆B i A∩(B\(A∩B))=∅. Toga{ 

spored prethodnite dve svojstva imame  
 |A∪B|=|A|+|B\(A∩B)|=|A|+|B|-|A∩B|.■ 
 
Svojstvoto 10.3o mo`e da se obop{ti za proizvolna kone~na 

familija kone~ni mno`estva. Imeno : 
 
10.4o (Zakon za vklu~uvawe i isklu~uvawe). Ako A1 ,...,Ak se kone~ni 

mno`estva, toga{  
 |∪Ai|=Σ|Ai|-Σ|Ai∩Aj|+...+(-1)n+1|A1∩...∩Ak|.  
Dokaz: ]e napomeneme samo deka dokazot se izveduva so indukcija po 

brojot k. ■ 
 
Ako go izostavime ograni~uvaweto mno`estvata da bidat kone~ni, 

doa|ame do poimot kardinalen broj kaj proizvolni mno`estva. Imeno 
velime deka mno`estvata A i B imaat ednakov kardinalen broj ili "ednakov 
broj elementi" akko tie se ekvivalentni, t.e. akko postoi biekcija od A vo 
B. Zna~i, na dve ekvivalentni mno`estva im pridru`uvame eden ist 
kardinalen broj.  
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Najmal kardinalen broj na beskone~no mno`estvo e onoj na 
prirodnite broevi (zna~i na prebroivite mno`estva)  i toj se ozna~uva so 
ℵo, t.e |N| = ℵo. 

Vo prethodniot del vidovme deka N i R ne se ekvivalentni 
mno`estva. Kardinalniot broj na mno`estvoto R obi~no se ozna~uva so c 
(od zborot continuum). Zna~i, ℵo≠c.  

So narednive nekolku svojstva sakame da doka`eme deka postojat 
beskone~no mnogu razli~ni beskone~ni kardinalni broevi. 

 
10.5o Ne postoi surjekcija od A vo B(A).  
Dokaz: Neka ϕ:A→B(A) e surjekcija i neka B={a∈A|a∉ϕ(a)}. Bidej}i ϕ 

e surjekcija, postoi b∈A, takvo {to ϕ(b)=B. Se postavuva pra{aweto dali b e 
elemnt od B. Koga bi bilo to~no tvrdeweto deka b∈B, toga{ od 
definicijata na B bi dobile deka b∉B. Zna~i, b∉B. No vo toj slu~aj imame 
b∉ϕ(b), taka {to od definicijata na mno`estvoto B se dobiva b∈B. Zna~i, 
pretpostavkata deka postoi surjekcija ϕ:A→B(A) doveduva do apsurd. ■ 

 
Mo`eme da definirame relacija za podreduvawe na kardinalni 

broevi. Imeno, ako |A|=α, |B|=β i postoi injekcija od A vo B, toga{ velime 
deka kardinalniot broj α e pomal od kardinalniot broj β i pi{uvame α≤β.  

Lesno se proveruva refleksivnosta i tranzitivnosta na ovaa 
relacija pome|u kardinalni broevi. Za da se doka`e antisimetri~nosta se 
koristi slednava teorema, poznata kako teorema na Kantor Ber{tajn, koja 
poradi glomaznost na dokazot }e ja navedeme bez dokaz (vidi [8] str.86). 

 
10.6o Ako f:A→B i g:B→A se injekcii, toga{ postoi biekcija h:A→B. 

■ 
 
So narednoto svojstvo se doka`uva postoewe na beskone~no mnogu 

razli~ni beskone~ni kardinalni broevi. 
Neka |A|=α, |B(A)|=2α , toga{ od 10.5o go dobivame i slednoto svojstvo: 
 
10.7o Za sekoj kone~en ili beskone~en kardinalen broj a mo`e da se 

formira beskone~na veriga  

 ...22 2 <<<
ααα  

od razli~ni kardinalni broevi.  
Dokaz: Ova svojstvo e posledica od 10.5o i faktot deka xa{x} e 

injekcija od A vo B(A). ■ 
 
So poslednovo svojstvo poka`avme deka za sekoj kardinalen broj 

(kone~en ili beskone~en) postoi beskone~na raste~ka niza razli~ni 
kardinalnio broevi. So toa poka`avme i egzistencija na beskone~no mnogu 
razli~ni beskone~ni kardinalni broevi, a so toa ja opravdavme i potrebata 
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da se gradi cela teorija za kardinalnite broevi, kako i da se voveduvaat 
operacii so niv. 

  
 
 
2.10.1. Ve`bi: 
 
1.  Neka A1, A2 se mno`estva to~ki od dve kru`ni linii, B1, B2 

mno`estva to~ki od dve otse~ki, a C mno`estvoto to~ki od edna prava. Da se 
poka`e deka |A1| = |A2| = |B1| = |B2| = |C|. 

2. Neka f e surjekcija od mno`estvoto S na mno`estvoto T. Ako S e 
prebroivo, da se doka`e deka T e prebroivo ili kone~no. Poop{to, da se 
doka`e deka vo sekoj slu~aj va`i |T| ≤ |S|. 

3. Da se doka`e deka mno`estvoto iracionalni broevi ima ist 
kardinalen broj kako i  R. 

4. Da se poka`e deka: 
 (a) |A| ≤ |B|, |B| ≤ |C| ⇒ |A| ≤ |C|; 
 (b) |A| ≤ |B|, |B| ≤ |A| ⇒ |A| = |B|; 
 (v) A⊆B ⇒  |A| ≤ |B|, no mo`e da bide  |A| = |B| i pri A ⊂ B. 
 (g) Da se poka`e deka preslikuvaweto f: R→ B(Q), definirano 

so 
 (∀a∈ R)f(a) = {x|x∈Q, x<a}, 

e injekcija, t.e. |R|≤|B(Q)|. 
5. Da se poka`e deka |I| = |I×I|, kade {to I = (0,1). 
6. Da se poka`e deka |R| = |C|. 
7. Ako mno`estvoto B ima barem dva elementa, toga{ za koe bilo 

mno`estvo X va`i |X|<|BX|. (Pritoa so BX e ozna~eno mno`estvoto od site 
preslikuvawa od X vo B.) 

 
 
2.11. Operacii so kardinalni broevi  
 
Zbir α+β na kardinalnite broevi α=|A| i β=|B|, kade {to A∩B=∅, se 

definira so α+β=|A∪B|.  
Vaka definiran zbir e dobro definiran. Toa }e go poka`eme vo 

11.1o. Pokraj toa ako α=|A|, β=|B|, pri {to A∩B≠∅, toga{ stavame 
A'={(x,1)|x∈A}, B'={(y,2)|y∈B}, pri {to α=|A'|, β=|B'| i A'∩B'=∅, pa α+β=|A'∪B'|.  

Neka α=|A|, a β=|B|. Definirame proizvod α⋅β na kardinalnite 
broevi α i β so α⋅β=|A×B|.  

Narednoto svojstvo poka`uva deka definiranite operacii se vo so- 
glasnost so ednakvosta na kardinalnite broevi. 

 
11.1o Ako |A|=|C|, |B|=|D|, toga{ |A|+|B|=|C|+|D|, |A|⋅|B|=|C|⋅|D|. 
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Dokaz: Ako f e biekcija od A na C, a g biekcija od B na D, toga{ 
h:A×B→C×D definirano so h(x,y)=(f(x),g(y)) e biekcija od A×B vo C×D.  

Neka A∩C=∅ i B∩D=∅ i neka U=A∪C, V=B∪D. Ako e x∈U, toga{ x mu 
pripa|a samo na edno od mno`estvata A odnosno C, na primer na A, i toga{ 
stavame h*(x)=f(x), a ako e y∈C, toga{ h*(y)=g(y). Na toj na~in e definirana 
biekcija h od A∪C vo B∪D. ■ 

Koristej}i gi svojstvata na unijata i direktniot proizvod, se 
dobiva slednoto svojstvo: 

 
11.2o Mno`eweto i sobiraweto na kardinalni broevi se 

komutativni i asocijativni operacii. Pritoa mno`eweto e distributivno 
vo odnos na sobiraweto. ■ 

 
Stepenuvaweto na kardinalni broevi se definira so  
 |X||Y| =|XY|,  
 

kade {to, kako i dosega, so XY e ozna~eno mno`estvoto preslikuvawa od Y vo 
X. 

 
11.3o (i) |X||Y|⋅|X||Z| =|X||Y|+|Z|;  
  (ii) (| | ) | | ;| | | | | | | |X XY Z Y Z= ⋅  

 (iii) |B(X)|=2|X| .  
Dokaz: ]e go doka`eme samo svojstvoto (iii). Treba da poka`eme deka 

postoi biekcija od mno`estvoto {0,1}X vo B(X). Neka e f∈{0,1}X , t.e. f e 
preslikuvawe od X vo {0,1}. So A da go ozna~ime podmno`estvoto od X 
definirano so  

 x∈Af ⇔f(x)=1.  
Ako f i g se razli~ni elementi od {0,1}X , toga{ }e imame f(a)≠g(a) za 

nekoj a∈X. Od toa sleduva deka i mno`estvata Af i Ag }e bidat razli~ni. 
Spored toa preslikuvaweto ϕ:faAf e injekcija. Neka e B⊆X. Definirame 
preslikuvawe h:X→{0,1} so:  

 




∉
∈

=
Bb
Bb

bh
  ,0
  ,1

)( . 

Toga{ h e preslikuvawe od X vo {0,1}, pa ϕ e i surjekcija. ■ 
 
Da navedeme nekoi svojstva za sobirawe i mno`ewe na beskone~ni 

kardinalni broevi, od koi }e se vidi deka za niv ne va`at zakonite za 
kratewe:  

 
11.4o ℵ +ℵ =ℵ =ℵ ⋅ℵo o o o o.  
Dokaz: Prviot del od ravenstvoto sleduva od svojstvoto 9.3o, t.e. 

deka unija od kone~no mnogu (vo ovoj slu~aj dve) prebroivi mno`estva e 
prebroivo mno`estvo.  
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Da stavime S=N×N, t.e. neka C e mno`estvoto od site parovi 
prirodni broevi. So Sk da go ozna~ime mno`estvoto {(1,k),(2,k),...,(n,k),...}. 
Toga{ S=∪Sk , t.e S mo`e da se pretstavi kako prebroiva unija od prebroivi 
mno`estva, {to, povtorno od 9.3o, go dava baraniot rezultat deka S e 
prebroivo mno`estvo. ■ 

 
Obop{tuvawe na ovie svojstva mo`e da se dade na sledniov na~in.  
11.5o Ako γ e beskone~en kardinalen broj, toga{  
 α+γ=γ=γ⋅γ  

za proizvolen kardinalen broj α, takov {to α≤γ.■ 
 

Da zabele`ime deka dokaz na del od ova svojstvo }e dademe vo 
naredniot del.  

Spomnavme deka ℵo e najmaliot beskone~en kardinalen broj. Potoa 
sleduvaat  

 ℵ1,ℵ2,....  
Se postavuva pra{aweto kade se nao|a vo ovaa niza kardinalniot 

broj c {to odgovara na mno`estvoto realni broevi.  
Kantor ja dal slednava hipoteza na kontinuum: c=ℵ1. Gedel doka`al 

deka ovaa hipoteza ne e protivre~na so standardnata teorija na 
mno`estvata. Vo 1963 godina Koen doka`al deka hipotezata ℵ1<c isto taka 
ne e protivre~na so standardnata teorija na mno`estvata. Od ovie tvrdewa 
pak, sleduva deka hipotezata na kontinuum ne e re{liva vo standardnata 
teorija na mno`estvata. 

 
2.11.1.Ve`bi: 
  
1. Neka A e beskone~no, a B prebroivo mno`estvo. Toga{ |A∪B|=|A|.  
2. Ako α, β, i γ se kardinalni broevi, da se poka`e deka: 
 (a) (α+ β)+γ = α+ (β+γ); 
 (b) (αβ)γ = α(βγ); 
 (v) α+ β=β+ α; 
 (g) αβ = βα; 
 (d) α(β+γ)=αβ+ αγ. 
3. Ako α i β se kardinalni broevi od koi barem eden e beskone~en, 

toga{ α+β=max{α,β}.  
4. Ako α, β, γ i δ se kardinalni broevi, takvi {to α≤β, γ≤δ, toga{  
 (a) α+γ≤β+δ, 

 (b) αγ≤βδ.  
5. Stepen so priroden eksponent kaj kardinalni broevi mo`e da se 

definira na voobi~aen na~in, a imeno so 
α1=α,  αn+1=αn α. 
Da se poka`e deka ovaa definicija na stepen e vo soglasnost so 

op{tata definicija za stepen dadena vo razdelot 2.11. 
6. Da se doka`e deka ako α, β, γ se kardinalni broevi, toga{: 
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 (a) αβαγ=αβ+γ; 
 (b) (αβ)γ=αγβγ; 
 (v) (αβ)γ=αβγ. 
7. Neka α, β, γ se kardinalni broevi i α≤β. Da se poka`e deka: 
 (a) αγ≤βγ; 
 (b) γα≤γβ; 
 (v) ako α i β se kone~ni, pogolemi od 1, a γ beskone~en, toga{ 

αγ=βγ. 
 
 
2.12. Lemata na Corn i nejzini ekvivalenti  
 
Vo ovoj del }e spomneme edno pra{awe {to predizvikuva golema 

diskusija me|u matemati~arite. Neka (Ai|i∈I) e familija neprazni 
mno`estva i neka vo sekoe mno`estvo Ai od taa familija fiksirame 
element ai. Funkcijata f(Ai)=ai se vika funkcija na izbor, a tvrdeweto {to 
obezbeduva egzistencija na takva funkcija aksioma na izbor. Vo algebrata 
se dobivaat mnogu rezultati so pomo{ na ovaa aksioma, no ne e mal broj na 
matemati~ari koi odbivaat da ja priznaat nejzinata univerzalna 
legitimnost.  

^estopati namesto aksiomata na izbor koristime drugi, 
ekvivalentni so nea, tvrdewa. Da navedeme nekolku.  

 
Lema na Corn: Ako L e neprazno podredeno mno`estvo vo koe{to 

sekoja veriga e majorirana, toga{ za sekoj element x∈L postoi barem eden 
maksimalen element m∈L, takov {to x≤m.  

 
Teorema na Cermelo: Sekoe mno`estvo mo`e dobro da se podredi.  
 
Aksioma na izbor (drug oblik): Za sekoe neprazno mno`estvo A 

postoi preslikuvawe f:B(A)→A takvo {to X≠∅⇒(∀X∈B(A))f(X)∈X.  
 
Da navedeme nekolku primeni na Lemata na Corn.  
 
12.1o Ako A i B se mno`estva, toga{ ili postoi injekcija od A vo B 

ili postoi injekcija od B vo A. (So drugi zborovi, kardinalnite broevi se 
linearno podredeno mno`estvo.)  

Dokaz: Neka L={(Ai, Bi, fi)|Ai⊆A, Bi⊆B, fi:Ai→Bi e biekcija}. L≠∅, 
bidej}i ∅:∅→∅ e biekcija. Vo L definirame relacija ≤ na sledniot na~in  

 (Ai, Bi, fi)≤(Aj, Bj, fj)⇔Ai⊆Aj, Bi⊆Bj , i fj/Ai =fi .  
Jasno e deka ovaa relacija e refleksivna i tranzitivna.  
Ako (Ai, Bi, fi)≤(Aj, Bj, fj) i (Aj, Bj, fj)≤(Ai, Bi, fi), toga{ Ai =Aj , Bi =Bj , i 

fj/Ai=fj/Aj=fj=fi.  
Zna~i ≤ e podreduvawe.  
Neka V e veriga vo L. Da stavime  
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U U,  .  

Definirame preslikuvawe fo :Ao→Bo so fo(x)=fi(x) akko x∈Ai . Ova 
preslikuvawe e dobro definirano, bidej}i ako x∈Aj , toga{ od faktot deka 
V e veriga imame Ai⊆Aj ili Aj⊆Ai , t.e. za Ai⊆Aj, fj/Ai =fi, pa fj(x)=fi(x), za sekoj 
x∈Ai. ]e poka`eme deka e (Ao,Bo,fo)∈L, od {to vedna{ }e sleduva deka 
(Ao,Bo,fo) e majorant na V.  

fo e injekcija. Neka e x,y∈Ao i fo(x)=fo(y). Postojat Ai, Aj takvi {to 
x∈Ai, y∈Aj. Zna~i, fo(x)=fi(x), fo(y)=fj(y) i fi(x)=fj(y). No, ili Ai⊆Aj ili Aj⊆Ai. 
Neka e Ai⊆Aj. Toga{ fi(x)=fj(x). No, bidej}i fj e biekcija i fj(x)=fj(y), dobivame 
x=y.  

f e surjekcija. Neka e z∈Bo. Toga{ e z∈Bk za nekoj priroden broj k. 
Bidej}i fk e biekcija, postoi x∈Ak  takov {to fk(x)=z, t.e. fo(x)=z.  

Spored lemata na Corn L sodr`i nekoj maksimalen element (A',B',f'). 
Da zabele`ime deka A=A' ili B=B', bidej}i vo sprotivno }e se dobie 
(A",B",f") takov {to (A',B',f')≤(A",B",f"). Imeno, ako a∈A\A', b∈B\B', 
A"=A'∪{a}, B"=B'∪{b},toga{ definirame biekcija f":A"→B" na o~igleden 
na~in:  

 f"(x)=f'(x), za x≠a, f"(a)=b,  
{to protivre~i na maksimalnosta na (A',B',f'). ■ 
 

12.2o Sekoe beskone~no mno`estvo A mo`e da se pretstavi kako 
disjunktna unija od prebroivi podmno`estva.  

Dokaz: Formirame mno`estvo L od elementi X i podreduvawe na L na 
sledniov na~in:  

 X se sostoi od prebroivi podmno`estva na A koi se me|usebno 
disjunktni. 

 L e podredeno so inkluzija.  
Neka V e veriga vo L. Zna~i, V={Xi|i∈I}, kade {to Xi, Xj ∈V povlekuva 

Xi⊆Xj ili Xj⊆Xi za sekoi i,j∈I. Neka S=∪Xi. ]e poka`eme deka S e majoranta na 
V {to pripa|a na L. Elementite na S se prebroivi mno`estva. Neka C i D se 
elementi od S. Toga{ se C∈Xi , D∈Xj za nekoi i i j od I. Bidej}i V e veriga, 
Xi⊆Xj ili Xj⊆Xi. Neka e Xi⊆Xj. Toga{ C i D se elementi od Xj, pa C i D se 
prebroivi me|usebno disjunktni mno`estva. Zna~i, S∈V. Spored lemata na 
Corn, vo L e sodr`an maksimalen element M.  

Neka B Y
Y M

=
∈
U . Ako A\B e beskone~no mno`estvo, toga{ postoi 

prebroivo podmno`estvo C⊆A\B, pa M∪{C} ne e podmno`estvo od M, {to ñ 
protivre~i na maksimalnosta na M. Zna~i, A\B e kone~no mno`estvo. Neka 
sega Yo e fiksiran element od M i neka Y1 =Yo ∪{A\B}. Dobivame deka Y1 e 
prebroivo mno`estvo i deka A=Y1∪( )Y

Y M∈
U e baranoto pretstavuvawe na A 

kako disjunktna unija od prebroivi mno`estva. ■ 
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Sega da dademe dokaz na prviot del od 11.5o, t.e. ako d e beskone~en 
kardinalen broj, a e takov kardinalen broj {to a≤d, toga{ a+d=d.  

Jasno e deka d≤a+d≤d+d. ]e doka`eme deka d+d=d, od {to }e sleduva 
tvrdeweto. Neka d=|D| i neka d e beskone~en kardinalen broj. Spored 12.2o 
D=∪Si, kade {to Si se prebroivi mno`estva i Si∩Sj=∅ za sekoi i,j, i≠j. Sekoe 
od mno`estvata Si e unija od dve disjunktni prebroivi mno`estva, t.e. 
Si=Ai∪Bi, Ai∩Bi=∅. Da stavime A=∪Ai, B=∪Bi. O~igledno d=|A|=|B|, i A∩B=∅, a 
ottuka i od D=A∪B dobivame deka d=d+d. ■ 

 
 
2.13. Dobro podredeni mno`estva  
 
Da se potsetime, ako A e podredeno mno`estvo vo koe sekoe neprazno 

podmno`estvo ima najmal element, toga{ velime deka A e dobro podredeno 
mno`estvo. Doka`avme deka sekoe dobro podredeno mno`estvo e veriga i 
dadovme primeri na podredeni mno`estva koi{to se verigi, no ne se dobro 
podredeni mno`estva.  

Slednovo svojstvo dava karakterizacija na dobro podredenite 
mno`estva:  

 
13.1o Edna veriga e dobro podredena akko ne sodr`i beskrajna 

opa|a~ka niza.  
Dokaz: Neka A e dobro podredeno mno`estvo. Koga bi postoela 

beskone~na opa|a~ka niza ao>a1>a2>... na elementi od A, toga{ taa, kako 
podmno`estvo od A, nema najmal element. Zna~i, A ne mo`e da ima 
beskone~na opa|a~ka niza.  

Neka A e veriga {to ne e dobro podredeno mno`estvo. Toga{ postoi 
podmno`estvo S od A {to nema najmal element. Neka e ao∈S. Bidej}i S nema 
najmal element, postoi a1∈S takov {to ao>a1. Povtorno, bidej}i a1 ne e 
najmal element na S, postoi a2∈S takov {to ao>a1>a2. So ovaa postapka se 
dobiva beskone~na opa|a~ka niza. ■ 

 
Vo delot 2.8 definiravme poim dolen segment kaj mre`i. Taa 

definicija mo`e da se dade poop{to, za proizvolno podredeno mno`estvo. 
Imeno, ako A e podredeno mno`estvo i S podmno`estvo od A so svojstvoto  

 x∈S,y∈A,y≤x⇒y∈S,  
toga{ velime deka S e dolen segment (ili samo segment) vo A.  

Neka A e podredno mno`estvo, a∈A i S(a) podmno`estvo od A 
definirano so  

 S(a)={x∈A|x<a}.  
Za S(a) velime deka e ideal na A generiran od a.  
 
Koga razgleduvame verigi, toga{ ima mnogu mala razlika pome|u 

dolen segment i ideal. Me|utoa, vo op{t slu~aj va`i slednovo tvrdewe:  
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13.2o Sekoj ideal S(a) na podredeno mno`estvo A e dolen segment na 
A. ■ 

 
Primer  
1. Neka A={1,2,3,4,5} e podredeno mno`estvo so slednovo 

podreduvawe:  

 

1

3

2

4

5

6  
 
Toga{: S(5)={6}, S(3)={4,5,6}, S()={3,4,5,6} se ideali na A, a {4,6}, 

{4,5,6}, {5,6} se dolni segmenti na A. Pritoa {4,6} i {5,6} ne se ideali na A. 
 
13.3o Dolen segment vo dobro podredeno mno`estvo A e ili A ili 

ideal na A.  
Dokaz: Ako I e segment vo A i I⊂A, toga{ vo A\I ima najmal element a. 

Da doka`eme deka I=S(a). Ako e x∈I, toga{ e x<a. Imeno, ako e x∈I i x≥a, 
toga{ e a∈I, {to e vo protivre~nost so izborot na a. Zna~i, I⊆S(a). Obratno, 
ako e x∈S(a), toga{ e x<a, pa ne e mo`no da bide x∈A\I, bidej}i a e najmal 
element na A\I. Zna~i, dobivme deka e i S(a)⊆I. ■ 

 
13.4o Ako sekoj ideal na edna veriga A e dobro podredeno mno`estvo, 

toga{ i A e dobro podredeno mno`estvo.  
Dokaz: Neka A e veriga {to ne e dobro podredena. Toga{ postoi 

beskone~na opa|a~ka niza vo A: 
ao>a1>a2>..., 

pri {to e {ao,a1,a2,...}⊆S(ao). No {ao,a1,a2,...}≠∅ i nema najmal element, {to 
zna~i deka  S(ao) ne e dobro podredeno mno`estvo. ■ 
 

13.5o Ne postoi biekcija {to go zapazuva podreduvaweto od dobro 
podredeno mno`estvo A vo nekoj ideal na A .  

Dokaz: Neka e a∈A i f:A→S(a) e biekcija {to zapazuva podreduvawe. 
Neka T={x∈A|f(x)<x}. Mno`estvoto T e neprazno, bidej}i f(a)<a. Neka b e 
najmaliot element na T. Zna~i, f(b)<b. Ottuka, bidej}i f zapazuva 
podreduvawe, dobivame f(f(b))<f(b), t.e. f(b)∈T, {to mu protivre~i na izborot 
na b. Zna~i, pretpostavkata deka postoi preslikuvawe f so baranite svojstva 
ne e mo`na. ■ 

 
 
2.14. Ordinalni broevi  
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Kardinalni broevi pridru`uvame na mno`estva, pri {to 

ekvivalentni mno`estva imaat ist kardinalen broj. Ako razgleduvame 
dobro podredeni mno`estva i na sekoe dobro podredeno mno`estvo mu 
pridru`ime broj, pri {to na dobro podredeni mno`estva me|u koi postoi 
biekcija {to zapazuva podreduvawe im pridru`ime ednakvi broevi, 
dobivame ordinalni broevi. Na mno`estvoto Nk so standardnoto 
podreduvawe 0,1,2,...,k-1 mu go pridru`uvame ordinalniot broj k. Da 
zabele`ime deka kaj kone~nite mno`estva razli~ni podreduvawa, {to go 
~inat mno`estvoto dobro podredeno, dozvoluvaat biekcija {to zapazuva 
podreduvawe.  

Na prirodnite broevi so standardnoto podreduvawe mu go 
pridru`uvame ordinalniot broj ω. Da zabele`ime deka postojat razli~ni 
podreduvawa na prirodnite broevi, takvi {to dobienoto podredeno 
mno`estvo da bide dobro podredeno i pritoa me|u dve takvi razli~ni 
podreduvawa da ne postoi biekcija {to zapazuva podreduvawe. Imeno, me|u 
standardnoto podreduvawe na prirodnite broevi i ona {to se dobiva koga 
prvo }e se naredat parnite prirodni broevi, a potoa neparnite, ne postoi 
biekcija {to zapazuva podreduvawe. Zna~i, za sekoe vakvo podreduvawe na 
prirodnite broevi pridru`uvame po eden ordinalen broj. Zna~i,  na 
mno`estvoto N odgovara eden kardinalen broj ℵo, no na sekoe vakvo 
podreduvawe odgovara po eden ordinalen broj.  

 
Na mno`estvoto ordinalni broevi mo`eme da definirame relacija 

za podreduvawe ≤ na sledniov na~in:  
Neka λ i µ se ordinalni broevi {to odgovaraat na dobro 

podredenite mno`estva L i M, soodvetno. λ≤µ akko L e dolen segment na M 
(odnosno, postoi injekcija f:L→M {to go zapazuva podreduvaweto, pri {to 
f(L) e dolen segment na M).  

Vaka definirana relacijata ≤ e relacija za podreduvawe na 
mno`estvoto ordinalni broevi.  

 
14.1o Neka λ e ordinalen broj. Toga{ ordinalniot broj na 

mno`estvoto ordinalni broevi {µ|µ<λ} e λ.  
Dokaz: Neka λ e ordinalen broj pridru`en na dobro podredenoto 

mno`estvo L i µ<λ. Toga{ postoi dobro podredeno mno`estvo M {to mu 
odgovara na ordinalniot broj µ, takvo {to M⊆L i M e dolen segment na L. 
No, od dobrata podredenost na L i µ<λ dobivame deka M e ideal na L, t.e. 
postoi takov l∈L, {to S(l)=M.  

Definirame preslikuvawe f:{µ|µ<λ}→L so f(µ)=l. Ova preslikuvawe 
e biekcija {to zapazuva podreduvawe, {to zna~i deka ordinalniot broj na 
{µ|µ<λ} e ednakov so ordinalniot broj na mno`estvoto L, t.e. toj e λ.■ 
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So ordinalnite broevi se obop{tuva poimot matemati~ka indukcija 
do takanare~enata transfinitna indukcija koja se bazira na sledniov 
princip:  

Neka P(λ) e nekoe svojstvo za ordinalni broevi λ. Ako P(0) e to~no i 
ako od toa {to P(µ) e to~no za sekoj ordinalen broj µ<ν sleduva deka e to~no 
i P(ν), toga{ P(λ) e to~no za sekoj ordinalen broj λ.  

 





 
 
 
 
 
 
 

3. VOVED VO MATEMATI^KATA LOGIKA 
 

Vo ovoj del iskaznoto i predikatnoto smetawe }e gi definirame 
kako konkretni formalni teorii i }e doka`eme nekoi svojstva za niv. Po-
toa }e gi opredelime mno`estvata teoremi vo sekoja od ovie formalni teo-
rii. 

Za taa cel prvo }e gi definirame formalnite teorii. 
 
3.1. Formalni teorii 
 
Vo ovoj del za sekoe neprazno mno`estvo A }e velime deka e azbuka, 

elementite od A }e gi vikame bukvi, a sekoja kone~na niza bukvi }e velime 
deka e zbor. Mno`estvoto od site zborovi vo azbukata A go ozna~uvame so A+. 
Vo nekoi slu~ai, e pogodno da se koristi i "prazna" niza bukvi. Za praznata 
niza bukvi vo koja bilo azbuka }e velime deka e prazen zbor i }e go 
ozna~uvame so λ . Toga{ so A* go ozna~uvame mno`estvoto od site zborovi vo 
azbukata A, vklu~uvaj}i go i prazniot zbor. Zna~i, A* =A+ ∪{λ}. 

 
Primeri: 
1.    Neka A={a,b,c}. Toga{ A+ ={a,b,c,ab,ac,bc,abc,...}. 
2.    B={+,–,•,(,),1,2,3,4,5,...} 
 B+ ={(1+2)•3–4, 2+2, 1–7, +–( ), ( ( ( ( ),...}. 
 
Dol`ina na zborot α, {to }e ja ozna~uvame so |α|, e brojot na site 

bukvi {to se javuvaat vo α. Po definicija, dol`inata na prazniot zbor e 0, 
t.e.  

 |λ|=0. 
 
Primeri: 
3. |abaab|=5, kade {to abaab∈A+ od primerot 1. 
4. |(1+2)•4–3|=9, kade {to (1+2)•4-3∈B+ od primerot 2. 
 
Za sekoja ~etvorka T=(A,Form,Ax,R) velime deka e formalna teorija 

ako taa e takva {to:  
• A e neprazno mno`estvo (azbuka na teorijata) 
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• Form e neprazno podmno`estvo od A+ (mno`estvo zborovi), takvo 
{to postoi algoritam koj{to odlu~uva dali eden zbor e element od Form. 
Elementite na Form gi vikame formuli. 

• Ax e neprazno podmno`estvo od Form. Negovite elementi gi 
vikame aksiomi. Ako postoi algoritam koj{to odreduva dali edna formula 
e aksioma, toga{ velime deka teorijata T e aksiomatska. 

• R e neprazno mno`estvo od pravila za izveduvawe, pri {to 
pravilo za izveduvawe e niza formuli A1, ..., An, n≥1. Obi~no pravilata za 

izveduvawe se zapi{uvaat vo oblik 
n

1n1

A
A,...,A − , i za An velime 

deka  e direktna posledica od A1,...,An-1.  
 

 
Za sekoja kone~na niza formuli A1,...,An, pri {to za sekoj i va`i 

barem eden od slednive uslovi: 
  Ai e aksioma, 

ili 
 Ai e dobiena od nekoi od prethodnite formuli A1,...,Ai–1 so nekoe 

od pravilata za izveduvawe, 
velime deka e dokaz vo formalnata teorija T.  
 

Za formulata A velime deka e teorema vo T ako postoi takov dokaz 
vo T {to poslednata formula An od dokazot e to~no formulataA. Toga{ 
pi{uvame ├−T A. Ako e jasno za koja teorija stanuva zbor, pi{uvame samo  
├− A. 

 
1.1o Neka T e formalna teorija. Toga{ sekoja aksioma od T e teore-

ma. 
Dokaz: Neka α e aksioma. Toga{ nizata {to se sostoi samo od α e 

dokaz na α.■ 
 
 
Primeri: 

5. A={a,b}, Form=A+ , Ax={a}, R=






 ∈ Form

b
α

α
α ; . Vo ovaa teorija edna 

teorema e formulata bbba so dokaz  a,ba,bba,bbba . 
Ako bn e kratenka za {b b

n
...  , a bo e prazniot zbor (zbor {to ne sodr`i 

ni edna bukva), toga{ za ovaa formalna teorija va`i slednoto tvrdewe: 
Edna formula e teorema akko ima oblik bka, za k≥0. 
6. A={|}, Form=A+, Ax={||}, R={α/α| ; α∈Form}. 
So slednoto tvrdewe daden e opis na teoremite vo ovaa formalna 

teorija: 
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Edna formula e teorema akko se sostoi od najmalku dve crti. 
7. A={a,b}, Form={an bm | n,m≥0, n+m>0}, Ax={a,b}, 
R={an+1 bm+1 /an bm | n,m≥0, n+m>0}. 
Edinstveni teoremi vo ovaa teorija se aksiomite. 
Neka T e formalna teorija. Duri i vo slu~aj koga T e aksiomatska 

(t.e. postoi algoritam za proverka dali edna formula e aksioma), poimot 
teorema vo op{t slu~aj ne e efektiven, t.e. ne postoi algoritam koj za 
dadena formula }e odredi dali taa e teorema ili ne e. Za teorii za koi{to 
postoi vakov algoritam velime deka se odlu~livi, a vo sprotivno deka se 
neodlu~livi. Grubo re~eno, odlu~liva teorija e onaa za koja mo`e da se kon-
struira algoritam koj }e proveruva dali edna formula e teorema ili ne. 

 
Neka T e teorija i Γ⊆ Form. Za edna formula A∈Form velime deka e 

posledica od Γ i pi{uvame Γ├−TA, ako postoi takva niza formuli  
A1 ,...,An, {to An = A, i ako za sekoe 1≤i≤n va`i eden od slednive uslovi: 

 (1) Ai e aksioma, 
 (2) Ai ∈Γ, 
 (3) Ai e dobiena od prethodnite formuli so nekoe pravilo za iz-

veduvawe. 
 
Za mno`estvoto Γ velime deka e mno`estvo pretpostavki ili 

hipotezi. 
 
Primer:  
8. Vo formalnata teorija od primerot 5 da izbereme mno`estvo 

pretpostavki Γ={abk|k>1}. Toga{ mno`estvo posledici od Γ e mno`estvoto 
formuli od oblik bmabn , kade {to m>0, n>0. 

 
]e dademe ~etiri ednostavni tvrdewa za poimot posledica. 
 
1.2o Ako Γ⊆ ∆, i ako Γ├− A, toga{ i ∆├− A. ■ 
 
 
1.3o Γ├− A akko postoi kone~no podmno`estvo ∆⊆ Γ, takvo {to  

∆├− A. ■ 
 
1.4o Ako ∆├− A i ako za sekoe B ∈∆ sleduva Γ├− B, toga{ i Γ├− A. ■ 
 
1.5o ├− A akko za sekoe mno`estvo pretpostavki Γ, Γ├− A.■ 
 
Da zabele`ime deka namesto formalna teorija ~esto se koristi i 

terminot formalno smetawe. 
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3.1.1. Ve`bi: 
 
1. Da se opi{at site teoremi na formalnata teorija: 
A={a,b}, Form=A+ , Ax={aba}, R={x/xa,x/bx| x∈Form}. 
2. Da se opi{at site teoremi na formalnata teorija: 
A={(,)}, Form=A+ , Ax={()}, R={x/(x), x/x(x) | x∈Form}. 
3. Da se opi{at site teoremi na formalnata teorija: 
A={0,1}, Form=A+ , Ax={1}, R={x/x01|x∈Form}. 
4. Da se doka`e teoremata 2211321 vo slednava formalna teorija: 
A={1,2,3}, Form=A+ , Ax={2}, R={213x/x, x/x11, x1/x321|x∈Form}. 
5. Dadena e formalnata teorija so azbuka A={a,b}, mno`estvo for-

muli Form=A*, aksiomi Ax={b} i pravila za izveduvawe R={x/axbb, xb/aax, 
axb/x|x∈Form}. 

 (a) Da se poka`e deka ├− ab1993. 

 (b) Da se doka`e deka 
ax
x

 e posledica od pravilata R. 

 (v) Da se opi{at teoremite vo ovaa teorija. 
6. Neka n e skratena oznaka za {

n

|...||  i neka e dadena slednava formal-

na teorija: 
 A={|, +, =}, Form={n+k=m|n,k,m>0} , Ax={|+|=||},  

 R=








∈
=+
=+

=+
=+ Formzyx

zyx
zyx

zyx
zyx ,,|

||
,

||
. 

Da se poka`e: 
 (a) 2+3=5; 
 (b) n+m=(n+m), kade {to (n+m) e brojot {to e zbir na n i m; 
 (v) x+y=z⇔y+x=z; 
 (g) ¬(├− 1+1=1); 

 (d) Vtoroto pravilo mo`e da se zameni so praviloto 
x y z
y x z

+ =
+ =

. 

 
 
3.2. Iskazno smetawe 
 
Vo ovoj del }e izgradime formalna teorija koja{to za teoremi }e gi 

ima to~no tavtologiite. Ovaa teorija }e ja ozna~uvame so L i }e ja vikame 
iskazno smetawe. Taa e definirana na sledniov na~in: 

• azbukata L na L se sostoi od bukvite T, ⊥, ¬, ⇒, p1,...,pn ,...,(, ), kade 
{to T, ⊥ se konstanti, ¬ i ⇒ logi~ki svrznici,  ri iskazni promenlivi, a (, ) 
se pomo{ni simboli. 
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• mno`estvoto formuli na L (Form L, ili samo Form) se definira 
induktivno na sledniov na~in: 

 (i) sekoja konstanta ili promenliva e iskazna formula; 
 (ii) ako A i B se formuli, toga{ i (¬ A, ) i (A ⇒B) se formuli; 
 (iii) eden zbor vo azbukata L e formula ako i samo ako e dobien so 

kone~na primena na (i) i (ii). 
 
 
 
Primer: 
1.  p1 ,p2 ,..,(¬p1), (p1⇒p2 ),(¬(p1⇒p3)) ∈Form, no 
 (p1 ), p1⇒p2 ,⇒p3 ,p2⇒,¬p¬ ∉Form. 
 
Da zabele`ime deka vaka zadadeno mno`estvo Form e takvo {to 

postoi algoritam za proverka dali eden zbor vo L e iskazna formula ili ne 
e. 

• Aksiomi na L se site formuli od slednive tri vida: 
 A1: (A ⇒(B ⇒A)), 
 A2: ((A ⇒(B ⇒C)) ⇒((A ⇒B)⇒(A ⇒C ))), 
 A3: ((¬B ⇒¬A ) ⇒((¬B ⇒A ) ⇒B)). 
 
Vo su{tina so ovie tri vida formuli e zadadeno beskone~no 

mno`estvo aksiomi. Vo ovoj slu~aj namesto aksiomi velime {emi aksiomi. 
 
• Edinstveno pravilo na izveduvawe e modus ponens (MP): 

 B e direktna posledica od A i (A ⇒B), t.e. 
B

BAA, ⇒
. 

 
Natamu }e go koristime na{iot dogovor za osloboduvawe od zagradi 

od oddelot 1.2. 
 
Drugite svrznici gi definirame na sledniov na~in: 
 (A ∧ B) e skratena oznaka za ¬(A ⇒¬B), 
 (A ∨ B) e skratena oznaka za ¬A ⇒B, a 
 (A ⇔B) e skratena oznaka za (A ⇒B) ∧ (B ⇒A ). 
 
2.1o Za sekoja formula A e ├− A ⇒A . 
Dokaz: Od definicijata za teorema vo formalna teorija sleduva 

deka treba da najdeme takva niza formuli, {to sekoj nejzin ~len e ili aksi-
oma ili e dobien so pravilo za izveduvawe od nekoi od prethodnite for-
muli vo nizata i pritoa poslednata formula vo nizata da bide onaa {to 
treba da doka`eme deka e teorema. Za formulata A ⇒A  taa niza se sostoi od 
slednive pet formuli: 
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 (1) A ⇒((A ⇒A ) ⇒A ) (A1) 
 (2) (A ⇒((A ⇒A ) ⇒A )) ⇒((A ⇒(A ⇒A ))⇒(A ⇒A ))     (A2) 
 (3) ((A ⇒(A ⇒A )) ⇒(A ⇒A ))  (1,2,MP) 
 (4) A ⇒(A ⇒A )  (A1) 
 (5) (A ⇒A )  (3,4,MP) 

 
Pritoa, formulata (1) e edna od aksiomite zadadena so {emata A1, 

vo koja uloga na B igra formulata (A ⇒A ); formulata (2) e aksioma od 
oblik A2, vo koja uloga na formulata B ima formulata (A ⇒A ), a na C 
formulata A . Formulata (3) e dobiena od (1) i (2) so praviloto na 
izveduvawe (modus ponens). ^etvrta formula vo nizata e formula od oblik 
A1, vo koja uloga na B ima formulata A , a posledniot ~len od nizata e 
dobien od (3) i (4) so pomo{ na praviloto za izveduvawe modus ponens. 

(Da zabele`ime deka dokaz na teorema vo formalna teorija, pa i vo 
iskaznoto smetawe kako eden primer na formalna teorija, ne mora da bide 
ednozna~no opredelena niza formuli.) ■ 

 
2.2o (Teorema za dedukcija). Neka Γ e mno`estvo formuli, A  i B se 

formuli. Toga{, Γ,A ├− B, akko Γ├− A ⇒B. Specijalno,  A ├− B akko  
├− A ⇒B. 

Dokaz: Neka B1 ,...,Bn e dokaz na B od Γ∪{A }, kade {to Bn = B. So 
indukcija po i }e doka`eme deka Γ├− A ⇒Bi , za sekoe 1≤i≤n.  

Prvo, B1 mora da bide ili formula od Γ ili aksioma ili A . Toga{, 

od (A1), B1⇒(A ⇒B1 ) e aksioma vo L. Zna~i, vo prvite dva slu~ai Γ├− A ⇒
B1 . Vo tretiot slu~aj, koga B1 =A , imame ├− A ⇒B1, po tvrdewe 2.1o, {to 
zna~i deka e Γ├− A ⇒B1 . 

Da pretpostavime sega deka e Γ├− A ⇒Bk , za sekoe k<i. Toga{, 
ili  

Bi e aksioma,  
ili  

Bi e element od Γ,  
ili  

Bi e A ,  
ili pak 

Bi e dobieno so modus ponens od nekoe Bj i Bm, kade {to j<i, m<i, i Bi 
ima oblik Bj ⇒Bm . 

Vo prvite tri slu~ai Γ├− A ⇒Bi se doka`uva kako i vo slu~ajot i=1. 
Vo posledniot slu~aj po induktivnata hipoteza imame Γ├− A ⇒Bj i  
Γ├− A ⇒(Bj⇒Bi ).  

No, toga{ od {emata aksiomi (A2)  imame  
├− (A ⇒(Bj⇒Bi )) ⇒((A ⇒Bi ) ⇒(A ⇒Bj )). 
Ottuka, po primena na modus ponens, se dobiva 
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Γ├− (A ⇒Bi ) ⇒(A ⇒Bj ), 
a potoa i  

Γ├− (A ⇒Bi ). 
Baraniot rezultat e slu~ajot i=n. 
Obratno, neka e Γ├− A ⇒B. Toga{ postoi dokaz B1 ,...,Bn na  

A ⇒B od mno`estvoto hipotezi Γ. Toga{ nizata formuli B1 ,...,Bn, A, B e 
dokaz na B od G∪{A}, pa  

Γ,A ├− B. 
(Da zabele`ime deka dokazov ni dava mo`nost da konstruirame 

dokaz na (A ⇒B) od Γ. Isto taka, da zabele`ime deka vo dokazot na teore-
mata za dedukcija se koristat samo {emite aksiomi A1 i A2.) ■ 

Primeri: 
2. Da se doka`e: 
 ├− (¬A ⇒A ) ⇒A . 
Re{enie: 

 (1) ├− (¬A ⇒¬A )⇒((¬A ⇒A ) ⇒A   (A3) 
 (2) ├− (¬A ⇒¬A )    (2.1o) 
 (3) ├− (¬A ⇒A ) ⇒A   (1,2,MP) 

 
3. A ⇒B, B ⇒C ├− A ⇒C . 
Re{enie: 

 (1) A ⇒B  pretpost. 
 (2) B ⇒C    pretpost. 
 (3) A   pretpost. 
 (4) B  (1,3,MP) 
 (5) C   (2,4,MP) 

Zna~i, A ⇒B, B⇒C, A ├− C . Toga{, spored teoremata za dedukcija, 
imame: 

 A ⇒B, B⇒C ├− A ⇒C . 
 
4. A ⇒(B ⇒C ) ├− B ⇒(A ⇒C ). 
5. ├− (¬B ⇒¬A ) ⇒(A ⇒B). 
Re{enie: 

 (1) ¬B ⇒¬A   pretpost. 
 (2) A   pretpost. 
 (3) (¬B ⇒¬A )⇒((¬B ⇒A ) ⇒B) (A3) 
 (4) (¬B ⇒A ) ⇒B  (1,3,MP) 
 (5) (A ⇒(¬B ⇒A )  (A1) 
 (6) ¬B ⇒A   (2,5,MP) 
 (7) B  (4,6,MP) 

Zna~i: 
 ¬B ⇒¬A ,A ├− B, 
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od kade {to so pomo{ na teoremata za dedukcija se dobiva 
 ├− (¬B ⇒¬A ) ⇒(A ⇒B). 
 
2.3o A ⇒(B ⇒C ),B├− A ⇒C . 
Dokaz: 

 (1) A ⇒(B ⇒C )  pretpost. 
 (2) B  pretpost. 
 (3) A   pretpost. 
 (4) B ⇒C   (1,3,MP) 
 (5) C   (2,4,MP) 

Zna~i: A ⇒(B ⇒C ),B, A ├− C . Posle primena na teoremata za 
dedukcija se dobiva 

 A ⇒(B ⇒C ),B├− A ⇒C . ■ 
 
2.4o Za proizvolni formuli A  i B slednive formuli se teoremi vo 

L: 
 (a) ¬¬B ⇒B ; 
 (b) B ⇒¬¬B ; 
 (v)  ¬A ⇒(A ⇒B) ; 
 (g)  (A ⇒B) ⇒(¬B ⇒¬A ) ; 
 (d) A ⇒(¬B ⇒¬(A ⇒B)) ; 
 (|)  (A ⇒B) ⇒((¬A ⇒B ) ⇒B). 
  
Dokaz: 
(a) (1) (¬B ⇒¬¬B) ⇒((¬B ⇒¬B) ⇒B)  (A3) 
 (2) ├− ¬B ⇒¬B  (2.1o) 
 (3) (¬B ⇒¬¬B) ⇒B  (1,2, 2.3o) 
 (4) ¬¬B ⇒(¬B ⇒¬¬B) (A1) 
 (5) ¬¬B ⇒B  (3,4,primer 3.) 
 
(b) (1) (¬¬¬B ⇒¬B) ⇒((¬¬¬B ⇒B) ⇒¬¬B (A3) 
 (2) (¬¬¬B ⇒¬B)  (2.4oa) 
 (3) (¬¬¬B ⇒B) ⇒¬¬B  (1,2,MP) 
 (4) B ⇒(¬¬¬B ⇒B)  (A1) 
 (5) B ⇒¬¬B  (3,4,primer 3.) 
 
(v) (1) ¬A   pret. 
 (2) A    pret. 
 (3) A ⇒(¬B ⇒A ) (A1) 
 (4) ¬A ⇒(¬B ⇒¬A )  (A1) 
 (5) ¬B ⇒A   (2,3,MP) 
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 (6) ¬B ⇒¬A   (1,4,MP) 
 (7) (¬B ⇒¬A ) ⇒((¬B ⇒A ) ⇒B) (A3) 
 (8) (¬B ⇒A ) ⇒B  (6,7,MP) 
 (9) B  (5,8,MP) 
 
(g) (1) A ⇒B  pret. 
 (2) ¬¬A ⇒A   (2.4oa) 
 (3) ¬¬A ⇒B  (1,2,primer 3.) 
 (4) B ⇒¬¬B  (2.4ob) 
 (5) ¬¬A ⇒¬¬B  (3,4,primer 3.) 
 (6) (¬¬A ⇒¬¬B) ⇒(¬B ⇒A )  (primer 5.) 
 (7) (¬B ⇒¬A )  (5,6,MP) 
Zna~i, A ⇒B├− ¬B ⇒¬A . Po primena na teoremata za dedukcija se 

dobiva:  ├− (A ⇒B) ⇒(¬B ⇒¬A ). 
 
(d) (1) A ,A ⇒B├− B  (MP) 
 (2) ├− A ⇒((A ⇒B) ⇒B)  (2hT.D.) 
 (3) ├− ((A ⇒B) ⇒B) ⇒(¬B ⇒¬(A ⇒B))  (2.4og) 
 (4) ├− A ⇒(¬B ⇒¬(A ⇒B))  (2,3,primer 3.) 
(|) (1) A ⇒B  pret. 
 (2) ¬A ⇒B  pret. 
 (3) (A ⇒B) ⇒(¬B ⇒¬A )  (2.4og) 
 (4) ¬B ⇒¬A   (1,3,MP) 
 (5) (¬A ⇒B) ⇒(¬B ⇒¬¬A )  (2.4og) 
 (6) ¬B ⇒¬¬A   (2,5,MP) 
 (7) (¬B ⇒¬¬A ) ⇒((¬B ⇒¬A ) ⇒B)  (A3) 
 (8) ((¬B ⇒¬A ) ⇒B)  (6,7,MP) 
 (9) B  (4,8,MP) 
So dve primeni na teoremata za dedukcija se dobiva 
 ├− (A ⇒B) ⇒((¬A ⇒B ) ⇒B). ■ 
 
Primer: 
6. Da se doka`e deka A ⇒(B ⇒(A ∧ B)) e teorema vo L. 
Re{enie: Ako zememe predvid deka A ∧ B e skratena forma na   

¬(A ⇒¬B), treba da doka`eme deka formulata 
  A ⇒(B ⇒¬(A ⇒¬B))  

e teorema vo L. 
 (1) A , A ⇒¬B ├− ¬B  (MP) 
 (2) ├− A ⇒((A ⇒¬B) ⇒¬B)  (1,T.D.) 
 (3) ├− ((A ⇒¬B) ⇒¬B) ⇒(B ⇒¬(A ⇒¬B))  (2, 2.4.od) 
 (4) ├− A ⇒(B ⇒¬(A ⇒¬B)).  (2,3,primer 3.) 
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Kako {to spomnavme na po~etokot od ovoj del, formalnata teorija L 

ja definirame so cel teoremi da bidat to~no tavtologiite. So narednive 
nekolku svojstva }e doka`eme deka iskaznoto smetawe e formalna teorija 
{to gi zadovoluva na{ite barawa, t.e. }e ja doka`eme takanare~enata teo-
rema za kompletnost  koja tvrdi deka edna formula vo iskaznoto smetawe e 
teorema ako i samo ako e tavtologija. 

 
2.5o Sekoja teorema vo teorijata L e tavtologija. 
Dokaz: So direktna proverka, koristej}i go praviloto za zamena 

(1.4.2o), lesno se proveruva deka sekoja aksioma e tavtologija, a od 1.4.1o deka 
so praviloto MP od tavtologii se dobivaat tavtologii. ■ 

 
2.6o (Lema). Neka A  e iskazna formula, a B1 ,...,Bk iskaznite bukvi 

{to se pojavuvaat vo formulata A . Za dadeni vrednosti na vistinitost 
pridru`eni na B1 ,...,Bk, neka B'i bide Bi , ako Bi ima vrednost T, a ¬Bi  ako B 
ima vrednost ⊥. Neka A ' e A ako A  dobiva vrednost T, a ¬A  ako A  dobiva 
vrednost ⊥ za pridru`enite vrednosti na vistinitost na iskaznite 
promenlivi. Toga{  

 B'1,...,B'k├−  A '. 
Dokaz: Dokazot }e go sprovedeme so indukcija po brojot n na 

osnovnite svrznici vo A  (pritoa pretpostavuvame deka formulata A  e 
zapi{ana bez skrateni oznaki za nekoi formuli). Ako n=0, toga{ A  se 
sostoi samo od iskazna bukva B i tvrdeweto se reducira na B1├−  B1 , odnosno 
¬B1├−  ¬B1. 

Da pretpostavime deka lemata va`i za sekoj broj j<n. 
I. A  e ¬B. Toga{ B ima pomal broj pojavuvawa na svrznici otkolku A 

. 
Ia. Neka B ima vrednost T za pridru`enite vrednosti na iskaznite 

promenlivi. Toga{ A  ima vrednost ⊥. Zna~i B '=B, a A '=¬A . Spored 
induktivnata pretpostavka primeneta na B imame 

 B'1,...,B'k├−  B. 
Spored 2.4ob i MP imame 
 B'1,...,B'k├−  ¬¬B, 

pri {to ¬¬B e A '. 
 Ib. Neka B ima vrednost ⊥. Zna~i, A ima vrednost T. Toga{ B' e  
¬B, a A ' e A . Spored induktivnata pretpostavka imame 
 B'1,...,B'k├−  ¬B , 
no ¬B  e A '. 

II. Neka A  e (B ⇒C ). Toga{ i B i C  imaat pomal broj pojavuvawa na 
osnovni svrznici od A , i spored induktivnata pretpostavka imame 

 B'1,...,B'k├−  B ' , 
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 B'1,...,B'k├−  C ' 
IIa. Neka B ima vrednost ⊥. Zna~i, A  ima vrednost T. Toga{ B ' e ¬B , 

a A ' e A. Zna~i, B'1,...,B'k├−  ¬B . Od 2.4o.v imame 
 B'1,...,B'k├−  B ⇒C , 

kade {to B ⇒C  e A , a A ' e A . 
IIb. Neka B ima vrednost T, a C  vrednost ⊥. Toga{ A  ima vrednost ⊥, 

pa imame B ' e B, C ' e ¬C , a A ' e ¬A . Od induktivnata pretpostavka imame 
 B'1,...,B'k├−  B , i B'1,...,B'k├−  ¬C . 
Spored 2.4od imame 
 B'1,...,B'k├−  ¬(B ⇒ C ), 

 no ¬(B ⇒ C ) e A '. 
IIv. Neka B ima vrednost T i C  ima vrednost T. Toga{ i A  ima 

vrednost T, pa C ' e C , a A ' e A . Od induktivnata pretpostavka imame 
 B'1,...,B'k├− B, 

a od aksiomite A1, 
 B'1,...,B'k├−  B ⇒ C , 

pri {to B ⇒ C  e A '. ■ 
 
2.7o (Teorema za kompletnost). Edna iskazna formula A  e tavtolo-

gija akko taa e teorema vo L. 
Dokaz: Ednata nasoka e doka`ana so 2.5o. Neka A  e iskazna formula, 

a B1 ,...,Bk iskaznite bukvi {to se pojavuvaat vo formulata A . Spored 2.6o., 
za koja bilo  vrednost na vistinitost na promenlivite B1 ,...,Bk imame 
B'1,...,B'k├−  A  ( vo ovoj slu~aj A  sekoga{ ima vrednost T). Zna~i, ako Bk ima 
vrednost T, toga{ B'1,...,B'k-1,Bk├−  A , a ako Bk ima vrednost ⊥, toga{ 
B'1,...,B'k-1,¬Bk├−  A . Od teoremata za dedukcija dobivame: 

 B'1,...,B'k-1├−  Bk ⇒ A  , 
 B'1,...,B'k-1├−  ¬Bk ⇒A,   
Od 2.4o.| dobivame deka e B'1,...,B'k-1├−  A , t.e. deka mno`estvoto 

pretpostavki sme go namalile za 1. 
Ako prodol`ime so ovaa postapka, posle k ~ekori }e dobieme deka e 

├−  A . ■ 
 
2.8o Ako B e izraz {to sodr`i znaci ¬, ⇒, ∧ , ∨ , ⇔ ,  koj{to e skra-

tena forma od iskazna formula A  od L, toga{ B e tavtologija akko A  e 
teorema vo L. 

Dokaz: Definicijata na skrateni formi ovozmo`uva pri zamena vo 
dadena iskazna formula na izraz so soodvetna skratena forma da se dobie 
izraz logi~ki ekvivalenten na po~etniot. Toga{ A  i B se logi~ki 
ekvivalentni i B e tavtologija akko A  e tavtologija. Spored teoremata za 
kompletnost toga{ imame deka B e tavtologija akko A  e teorema vo L. ■ 
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Za edna formalna teorija T velime deka e neprotivre~na ako ne so-

dr`i formula A  takva {to i A  i ¬A  se teoremi vo T. 
 
2.9o Formalnata teorija L e neprotivre~na. 
Dokaz: Od 2.5o imame deka sekoja teorema na L e tavtologija. 

Istotaka negacija na tavtologija ne mo`e da bide tavtologija, {to zna~i 
nevozmo`no e i A  i ¬A  da bidat teoremi vo L. ■ 

Zabele{ka. Da zabele`ime deka formalnata teorija L e 
neprotivre~na akko postoi formula koja{to ne e teorema na L. Ako L e 
neprotivre~na, toga{ jasno e deka postojat formuli koi{to ne se teoremi 
na L, kako {to se, na primer, negacii na tavtologii. Od druga strana, 
bidej}i formulata ¬A⇒(A⇒B) e teorema na L, dokolku L ne bi bila 
neprotivre~na teorija, t.e. dokolku postoi formula A  takva {to i A  i  
¬A imaat dokaz vo L, toga{, od gornata teorema i MP bi sleduvalo deka se-

koja formula B ima dokaz (t.e. deka e teorema na L). 
(Ovaa ekvivalentnost va`i za sekoja teorija koja{to ima pravilo za 

izveduvawe modus ponens i vo koja{to gornata formula ima dokaz.) 
Za edna teorija vo koja{to postoi formula koja{to ne e teorema 

velime deka e apsolutno neprotivre~na teorija. Ovaa definicija e pri-
menliva duri i na teorii koi ne sodr`at znak za negacija. 

 
3.2.1. Ve`bi: 
 
1. Da se poka`e deka za proizvolni formuli A , B , C , slednite 

formuli se tavtologii vo L, {to zna~i deka se teoremi na L. 
(a) ((A ∨ B ) ∧ (A ⇒C ) ∧ (B ⇒C )) ⇒C . 
(b) A ⇒(B ⇒C )⇔(A ∧ B) ⇒C . 
2. Da se poka`e deka: 
(a) A ,B├−A ⇒B, 
(b) A ,¬B├−¬(A ⇒B), 
(v) ¬A ,B ├−A ⇒B, 
(g) ¬A ,¬B├−A ⇒B, 
(d) ├−A ∧¬A ⇒B, 
(|)├− ((A ⇒B) ⇒A ) ⇒A . 
3. Neka A  e iskazna formula, koja{to ne e tavtologija. Neka L+ e 

formalna teorija dobiena od L dodavaj}i kako nova {ema aksiomi site 
formuli koi{to se dobivaat od A  so zamena na iskaznite bukvi so iskazni 
formuli, pri {to isti iskazni bukvi se zameneti so isti iskazni formuli. 
Da se poka`e deka L+ ne e neprotivre~na teorija. (Upatstvo: A  ne e 
tavtologija. Ako ¬A  e tavtologija, toga{ i A  i ¬A  se teoremi vo L+, pa L+ 
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ne e neprotivre~na. Zatoa neka ni A  ni ¬A  ne se tavtologii. Toga{ 
postojat vrednosti na promenlivite a1 ,...,an  {to se pojavuvaat vo A  (da 
re~eme σ1 ,...,σn) za koi formulata A  prima vrednost ⊥. Neka B e formula 
dobiena od A , taka {to ai se zamenuva so formulata (p⇒p) ako ai e T, a so 
¬(p⇒p), ako ai e ⊥. Proveri deka B e kontradikcija vo L i istovremeno B e 

aksioma vo L+ , pa i B i ¬B se teoremi vo L+.) 
4. Da se proveri dali se to~ni tvrdewata: 
 (a) ¬A ,A ├− B; 
 (b) A ⇔B,A ├− B; 
 (v) A ⇒B, B ⇒A ├− A ⇔B; 
 (g) A ∧ B,¬A ⇒B ├− ¬B; 
 (d) A ⇒B, C ⇒D,A ∨ C ├− B ∧ D. 
5. Da se poka`e deka 
 A ∨ B ⇒C ∧ D, C ∨E ⇒F├− A ⇒F 
6. Da se poka`e deka za sekoj priroden broj n pogolem od 1 e to~no 

deka ├− A n, kade {to A n e formulata 
 (po ⇒p1 )⇒((p1 ⇒p2 )⇒(...((pn-1 ⇒pn )⇒(po ⇒pn )))...). 
 
 
3.3. Drugi aksiomatizacii na iskaznoto smetawe. 
 
Za iskaznoto smetawe mo`at da se najdat i drugi sistemi aksiomi 

koi{to }e go dadat istiot rezultat. ]e dademe nekolku primeri na formal-
ni teorii na iskaznoto smetawe, pri {to }e koristime mno`estvo svrznici 
od koe{to mo`at da se izvedat site drugi osnovni svrznici na iskaznoto 
smetawe. 

 
L1 : ∨ , ¬ se osnovni svrznici. 
(Koristime A ⇒ B kako skratena oznaka za ¬A ∨ B.) 
Mno`estvoto formuli se definira kako i porano. 
Imame ~etiri {emi aksiomi: 
 A ∨ A ⇒ A  (A11) 
 A ⇒ (A ∨ B)  (A12) 
 A ∨ B ⇒ B ∨ A   (A13) 
 (B ⇒ C ) ⇒ (A ∨ B ⇒ A ∨ C )  (A14) 
Edinstveno pravilo za izveduvawe e modus ponens. 
 
L2 : ∧ ,¬  se osnovni svrznici. A ⇒ B e kratenka za ¬(A  ∧ ¬B). Ima 

tri {emi aksiomi: 
 A ⇒ (A ∧ A )  (A21) 
 A ∧ B ⇒ A   (A22) 
 (A ⇒ B) ⇒ (¬(B ∧ C ) ⇒ ¬(C  ∧ A ))  (A23) 
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Edinstveno pravilo za izveduvawe e modus ponens. 
 
L3 : Ovaa teorija ima ista azbuka kako i L. Se razlikuva edinstveno 

po {emite aksiomi. Ovaa teorija sodr`i tri odredeni aksiomi: 
 A⇒ (B⇒ A)  (A31) 
 (A⇒ (B⇒ C)) ⇒ ((A⇒ B) ⇒ (A⇒ C))  (A32) 
 (¬B⇒ ¬A) ⇒ ((¬B ⇒ A) ⇒ B)  (A33) 
Pravila za izveduvawe se modus ponens i pravilo na supstitucija, 

t.e. dadena iskazna promenliva mo`eme da zamenime so iskazna formula, i 
toa na site mesta na koi taa se pojavuva vo dadenata iskazna formula. 

 
L4 : Osnovni svranici se ⇒ , ∧ , ∨ , i ¬. Modus ponens e edinstveno 

pravilo za izveduvawe, a aksiomite se zadadeni so slednive {emi aksiomi: 
 A ⇒ (B ⇒ A )  (A41) 
 (A ⇒ (B ⇒ C )) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C ))  (A42) 
 (A  ∧ B) ⇒ A   (A43) 
 (A ∧ B) ⇒ B  (A44) 
 A ⇒ (B ⇒ (A ∧ B))  (A45) 
 A ⇒ (A ∨ B)  (A46) 
 B ⇒ (A  ∨ B)  (A47) 
 (A ⇒ C ) ⇒ ((B ⇒ C ) ⇒ (A ∨ B ⇒ C ))  (A48) 
 (A ⇒ B) ⇒ ((A ⇒ ¬B) ⇒ ¬C )  (A49) 
 ¬¬A ⇒ A   (A410) 
Kako i obi~no, i tuka definirame A⇔B da bide (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A ). 
 
 
3.4. Teorija na kvantifikatori 
 
Za formalizacija na matemati~kite teorii ne ni e dovolno samo 

iskaznoto smetawe. Razlogot e vo toa {to vo matematikata obi~no imame 
mno`estvo objekti i ispituvame razli~ni relacii pome|u tie objekti. Taka, 
nekoi objekti mo`at da bidat vo relacija, a nekoi ne, ili pak site objekti 
da bidat vo relacija. Za taa cel gi koristime kvantifikatorite (ili 
kvantorite), za koi zboruvavme i vo prvata glava. Kako i kaj iskaznoto 
smetawe, kade {to logi~kite zaklu~uvawa zavisea od svrznicite, i vo ovoj 
slu~aj }e izgradime teorija vo koja{to logi~kite zaklu~uvawa }e zavisat od 
svrznicite, no i od kvantifikatorite. Ovaa teorija }e ja bele`ime so K i 
}e ja vikame teorija na kvantornoto smetawe. Vo nea, pokraj tavtologiite, 
teoremi }e bidat to~no "logi~ki to~nite" formuli. 

Prvo }e go definirame jazikot, odnosno osnovnite znaci i simboli 
so ~ija pomo{ }e gradime termi i re~enici (formuli) vo teorijata K. 
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Se dogovarame deka azbukata na ovaa formalna teorija se sostoi od 
slednive simboli: 

• x 1, x2, x3 ,.... individualni promenlivi (ili samo promenlivi), 
• a1, a2, a3,.....individualni konstanti (ili, samo konstanti), 

• f f f f i
j

1
1

2
1

1
2, , ... , , ... , , ...   funkciski znaci (operaciski znaci), 

kade {to gorniot indeks ozna~uva dol`ina na funkciskiot znak, t.e. broj na 
argumenti na koi e primenliv, a dolniot e samo indeks. 

• A A A Ai
j

1
1

2
1

1
2, , ... , , ... , , ...    predikatski simboli (relaciski 

simboli), pri {to indeksite se koristeni na ist na~in kako i kaj funkcis-
kite simboli. 

• ¬, ⇒   logi~ki svrznici, 
• ∀x        univerzalen kvantifikator. 
Vo zapi{uvaweto na "zborovi" i "re~enici" }e koristime i po-

mo{ni simboli: zagradi i zapirki. 
Funkcionalnite simboli primeneti na promenlivi i konstanti 

generiraat termi. Imeno, termite }e gi definirame induktivno na sledni-
ov na~in: 

 (1) Promenlivite i konstantite se termi. 
 (2) Ako f i

n  e n-aren funkciski simbol, a t1,...,tn se termi, toga{ i 

f i
n (t1,...,tn) e term. 

 (3) Eden izraz e term ako i samo ako e dobien so kone~na primena 
na (1) i (2). 

 
Da dademe algoritam za proverka dali eden izraz e term.  
Na sekoj simbol x od ispituvanata niza mu pridru`uvame broj |x| na 

sledniov na~in: 
 |xi|=|aj|=1, za sekoja promenliva xi i za sekoja konstanta aj.  
Ako f e n-aren funkcionalen simbol, toga{  
 | f |=1-n, a |(| = |)| = |,| = 0. 
Ako u1 ...un e niza simboli, toga{  
 |u1 ...un | = Σ|ui|. 
Edna niza simboli e term akko |u1 ...ui | < 0, za  i < n , a |u1 ...un | =1. 
 
So primena na predikatni simboli i termi se dobivaat atomarni 

formuli, t.e. ako Ai
k  e k-aren predikaten simbol, a t1,...,tk se termi, toga{ 

Ai
k (t1,...,tk) e atomarna formula. 

Formulite na teorijata so kvantifikatori se definiraat induk-
tivno na sledniov na~in: 

 (1) Sekoja atomarna formula e formula. 
 (2) Ako A  i B se formuli, a x e promenliva, toga{ (¬A ),  

(A ⇒ B) i ((∀x)A ) se formuli. 
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 (3) Eden izraz e formula akko mo`e da se dobie so kone~na pri-
mena na pravilata (1) i (2). 

 
Da zabele`ime deka vo formulata ((∀x)A ), x ne mora da bide 

promenliva {to se pojavuva vo A . Ako promenlivata x ne se pojavuva vo A, 
toga{ smetame deka ((∀x)A )) ima isto zna~ewe kako i A . Formulata A vo 
izrazot ((∀x)A )) velime deka e pole na vlijanie na kvantifikatorot (∀x). 

Izrazite A ∧ B, A ∨ B, A ⇔ B se definiraat kako i vo teorijata L, 
kako skrateni oznaki na izrazi dobieni so pomo{ na osnovnite logi~ki 
svrznici.  

Ne e neophodno voveduvawe na egzistencijalen kvantifikator, 
bidej}i mo`eme da go definirame so pomo{ na negacijata i univerzalniot 
kvantifikator na sledniov na~in: 

 (∃x)A  e skratena formula za ¬((∀x)(¬A )). 
Pravilata za osloboduvawe od zagradi se koristat i vo ovoj slu~aj, 

so toa {to univerzalniot i egzistencijalniot kvantifikator se podredeni 
me|u ⇔ , ⇒ , i ∨ , ∧ , ¬. Isto taka, ako se pojavuvaat pove}e kvantifikatori 
eden po drug, zagradite se izostavuvaat. 

 
Primeri: 
1. Da se napi{at slednite formuli so site zagradi: 
(a)  (∀x1) A1

1 (x1) ⇒ A1
2  (x1, x2 ); 

 odgovor: (((∀x1) A1
1 (x1)) ⇒ ( A1

2  (x1, x2 ))); 

(b) (∀x1) A1
1 (x1) ∨ A1

2 (x1 ,x2); 

 odgovor: (((∀x1) A1
1 (x1)) ∨ ( A1

2 (x1 ,x2))); 

(v) (∀x1)¬ A1
2  (x1 ,x2)⇒ A2

3  (x1 ,x1 ,x2) ∨ (∀x1) A2
1 (x1); 

 odgovor: (((∀x1)(¬ A1
2  (x1 ,x2)))⇒(( A2

3  (x1 ,x1 ,x2)) ∨( (∀x1) A2
1 (x1)))); 

(g) ¬(∀x1) A1
1 (x1) ⇒(∃x2) A2

1 (x2) ⇒ A1
2  (x1 ,x2) ∨ A1

1 (x2); 

 odgovor: ((((¬(∀x1)) A1
1 (x1)) ⇒((∃x2) A2

1 (x2))) ⇒( A1
2  (x1 ,x2) 

∨ A1
1(x2))); 

(d) (∀x1)(∃x2)(∀x4) A1
3  (x1, x2, x4 ); 

 odgovor: ((∀x1)((∃x2)((∀x4) A1
3  (x1, x2, x4 )))); 

(|) (∀x1)(∃x3)(∀x4) A1
1 (x1) ⇒ A2

1 (x3) ∧¬ A1
1 (x1); 

 odgovor: (((∀x1)((∃x3)((∀x4) A1
1 (x1))) ⇒( A2

1 (x3) ∧(¬ A1
1 (x1)))); 

(e) (∃x1)(∀x2)(∃x3) A1
1 (x1) ∨ (∃x2)¬(∀x3) A1

2  (x3, x2); 

 odgovor: ((∃x1)((∀x2)((∃x3)(( A1
1 (x1) ∨ ((∃x2)(¬(∀x3) A1

2  (x3, x2))))))). 
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Poimite za slobodno i vrzano pojavuvawe na nekoja promenliva vo 
dadena formula se definiraat na sledniov na~in: 

Edno pojavuvawe na promenlivata x e vrzano ako toa e promenlivata 
od kvantifikatorot (∀x) ili ako se nao|a vo poleto na vlijanie na kvanti-
fikatorot (∀x) vo dadenata formula. Vo sekoj drug slu~aj velime deka edno 
pojavuvawe na promenlivata x e slobodno. 

Za edna promenliva velime deka e slobodna (ili vrzana) vo dadena 
formula ako ima slobodno (vrzano) pojavuvawe vo taa formula, soodvetno. 

Zna~i, edna promenliva vo dadena formula mo`e istovremeno 
da bide i slobodna i vrzana. 

 
Primeri: 
2. A1

2  (x1 ,x2) 

3. A1
2  (x1 ,x2) ⇒(∀x1) A1

1 (x1) 

4. (∀x1) A1
2  (x1 ,x2) ⇒ (∀x1) A1

1 (x1). 

Vo primerot 2 edinstvenoto pojavuvawe na x1 e slobodno. Vo 3 prvo-
to pojavuvawe na x1 e slobodno, dodeka vtoroto i tretoto se vrzani. Vo 4 site 
pojavuvawa na x1 se vrzani. 

 
Primeri: 
5. Da se opredeli koi se slobodni, a koi vrzani pojavuvawa na 

promenlivite vo slednive formuli: 
(a)  (∀x3)(((∃x4) A1

2  (x1 ,x2))  ⇒ A1
2  (x3 ,a1)) 

(b) (∀x2) A1
2  (x1 ,x2)  ⇒ (∀x3) A1

2  (x3, x2). 

(v) (( )( ) ( , , ( , ) )) ( ) ( , ( ) )∀ ∃ ∨ ¬ ∀x x A x x f x x x A x f x2 1 1
3

1 2 1
2

1 2 1 1
2

1 1
1

1 . 

Vo formulata pod (a) slobodni se pojavuvawata na promenlivite x1 i 
x2, a site pojavuvawa na promenlivata x3 se vrzani; edinstvenoto pojavuvawe 
na x4 e vrzano. 

Vo formulata pod (b) prvoto i vtoroto pojavuvawe na promenlivite 
x2 i x3 se vrzani, a prvoto pojavuvawe na x1 i tretoto pojavuvawe na x2 se slo-
bodni. 

Vo formulata pod (v) site pojavuvawa na promenlivite x1 i x2 se 
vrzani. 

 
Ako A  e formula i t e term, toga{  za t velime deka e sloboden za 

promenlivata xi vo A  ako ni edno slobodno pojavuvawe na xi vo A  ne se nao|a 
vo poleto na vlijanie na kvantifikator (∀xj), kade {to xj e promenliva vo t. 

 
 
Primeri: 
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6. Termot xj e sloboden za xi vo A1
1(xi), no xj ne e sloboden za xi vo 

(∀xj) A1
1(xi). Termot f1

2 (x1 ,x3)  e sloboden za promenlivata x1 vo formulata 

(∀x2) A1
2  (x1 ,x2) ⇒ A1

1 (x1), no ne e sloboden za promenlivata x1 vo (∃

x3)(∀x2) A1
2  (x1 ,x2) ⇒ A1

1 (x1). 

7. Sekoj term bez promenlivi e sloboden za sekoja promenliva od 
proizvolna formula. 

8. Eden term t e sloboden za sekoja promenliva vo formulata A  ako 
ni edna od promenlivite od t ne e vrzana vo A . 

9. xi e slobodna za xi vo sekoja formula. 
10. Sekoj  term e sloboden za promenlivata xi ako xi ne se pojavuva 

slobodno vo A . 
11. Termot f1

2 (x1 ,x2)  e sloboden za x1 vo A1
2  (x1 ,x2) ⇒ (∀x2) A1

1 (x2), no 

ne e sloboden za promenlivata x1 vo formulata  
((∀x2) A1

2  (x2 ,a1)) ∨ (∃x2) A1
2  (x1 ,x2). 

 
Re~enica (ili zatvorena formula) e onaa formula vo koja{to nema 

slobodni pojavuvawa na promenlivi. 
 
Interpretacija (D;ϕ) na formula A  se sostoi od neprazno 

mno`estvo D i preslikuvawe ϕ od jazikot K na formulata A  vo 
mno`estvoto operacii i relacii na D, taka {to konstantite gi preslikuva 
vo odredeni elementi od D, a funkcionalnite i predikatskite simboli vo 
operacii i relacii na D, pri {to n-aren funkcionalen simbol preslikuva 
vo n-arna operacija, a n-aren predikaten simbol vo n-arna relacija (n-arna 
relacija na D e podmno`estvo od Dn ). 

 
Primer 
12. Neka A  e slednava formula 

 A1
2 (g(f(x, y)),h(g(x),g(y))) 

kade {to g e unaren funkcionalen simbol, a f i h se binarni. 
]e dademe tri interpretacii na ovaa formula: 
I) D=R, ϕ: A1

2a ≤;  g a||; f,h a+. 

Interpretacijata na A  e  
 ≤ (||(+(x, y),+(||(x),||(y))). 
So koristewe na voobi~aenite oznaki ovoj izraz go dobiva sledniov 

oblik: 
 |x + y| ≤ | x | + | y |. 
 
 
II) D=R+,  ϕ: A1

2a =; g a√ ; f a∗; h a+. 
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x y x y* = + . 

 
III) D=R+,  ϕ: A1

2a =; g alg ; f a∗; h a+.  

lg (x∗y) = lg (x) + lg (y). 
 
Uo~uvame deka: 
interpretacijata na edna formula A e iskazna funkcija Aϕ 

vo nekoja struktura. Edna formula mo`e da ima i interpretacija 
koja{to e to~na iskazna funkcija i interpretacija koja{to e 
neto~na iskazna funkcija.  

Vo na{iov primer iskaznite funkcii od prvata i tretata interpre-
tacija se to~ni, dodeka vtorata ne e to~na iskazna funkcija, t.e. za nekoi 
vrednosti na promenlivite taa e to~en iskaz, a za drugi neto~en. 

 
 
 
3.5. Vistinitosni vrednosti na formuli. Modeli.  
  Logi~ki to~ni formuli 
 
Edna formula A vo jazikot K e to~na vo nekoja struktura D=(D; F, 

R), kade {to F e mno`estvo operacii, a R mno`estvo relacii na D, pri 
interpretacija (D;ϕ) na A vo D, ako soodvetnata iskazna funkcija Aϕ e to~na 
vo strukturata D, t.e. zamenuvaj}i gi promenlivite so proizvolni elementi 
od D, sekoga{ se dobiva to~en iskaz. A e neto~na vo strukturata D ako ¬A e 
to~na vo D. A e ispolneta vo D akko soodvetnata iskazna funkcija e to~na 
za nekoja zamena na promenlivite od A so elementi od  D. Vo slu~aj koga edna 

formula A e to~na vo D velime deka D e model na A. Ako Σ e mno`estvo 
formuli od jazikot K, model na Σ e onaa struktura vo koja sekoja od 
formulite od Σ e to~na. 

 
Primer: 
1. Neka f e binaren funkciski simbol, g e unaren, a e konstanta i A e 

binarna relacija. Neka Σ e slednoto mno`estvo formuli: 
 A(f (x, f (y, z)), f (f (x, y), z)); 
 A(f (x, g (x)) f (g (x), x)); 
 A(f (x, g (x)), a); 
 A(f (x, a), x); 
 A(f (a, x), x). 
Sekoja grupa G=(G; o , -1 ,e) e model na Σ, pri slednava interpretaci-

ja: 
 ϕ:Aa =; f ao ; g a-1 ; a ae. 
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Vo ovoj slu~aj o  e binarna operacija, -1 e unarna, a e e neutralniot 
element na grupata. (Da zabele`ime deka iako vo ovoj kurs poimot grupa ne e 
definiran, toj e obrabotuvan vo kursot po matematika za prva godina vo 
srednite u~ili{ta.) 

 
Postojat formuli koi{to se to~ni vo sekoja struktura vo koja{to 

mo`at da se interpretiraat. Vakvite formuli gi vikame logi~ki to~ni 
formuli.  

Na primer A(x)∨¬A(x) e logi~ki to~na formula.  
 
Logi~ki to~nite formuli se zakoni na "formalnoto 

mislewe". 
 
Za formulata A velime deka e kontradiktorna ako ¬A e logi~ki 

to~na formula, a za formulata B velime deka e logi~ka posledica od for-
mulata A ako A⇒B e logi~ki to~na formula. 

 
Spored ova, edna formula A ne e logi~ki to~na akko mo`e da 

se najde interpretacija takva {to soodvetnata iskazna funkcija 
da ne bide to~na. 

 
Da navedeme nekoi oznaki. Ako A e formula takva {to strukturata 

D e model za A, toga{ pi{uvame D╞═A. Ako pak A e logi~ki to~na formula, 
toga{ pi{uvame ╞═A. 

 
Ve`bi 3.5.1: 
1. Da se poka`e deka slednite formuli ne se logi~ki to~ni: 
 (a) (((∀x) A1

1 (x)) ⇒((∀x) A2
1 (x))) ⇒((∀x)( A1

1 (x) ⇒ A2
1 (x))). 

 (b) ((∀x) ( A1
1 (x) ∨ A2

1 (x)) ⇒(((∀x) ( A1
1 (x)) ∨ ((∀x) A2

1 (x))). 

2. Da se najdat svojstvata ili relaciite opredeleni so slednive 
formuli i interpretacii: 

 (a) [(∃u) A1
2( f1

2(x,u),y)]∧[(∃v) A1
2( f1

2(x,v),z)], kade {to domenot D e 
mno`estvoto celi broevi, A1

2(u,v) ozna~uva u=v, a f1
2(u,v), uv; 

 (b)  (∃x3) A1
2( f1

2(x1,x3),x2), kade {to domenot D e mno`estvoto 
pozitivni celi broevi, A1

2(u,v) ozna~uva u=v, a f1
2(u,v), uv. 

 
 
3.6. Jazici od prv red 
 
Vo slu~aj na iskaznoto smetawe, tablicite na vistinitost obezbedu-

vaat efikasen metod za proverka dali dadena formula e tavtologija. Vakov 
metod ne e pogoden koga se raboti za formalnata teorija na predikatnoto 
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smetawe. Aksiomatskiot metod, koj{to kaj iskaznoto smetawe izgleda{e 
deka ne e neophoden, vo slu~aj na predikatnoto smetawe e neophoden. Zatoa 
da gi razgledame teoriite od prv red, koi ~esto pati se narekuvaat jazici od 
prv red. 

Vo prethodnite delovi ja definiravme azbukata i formulite na 
jazicite od prv red. Aksiomite na ovaa formalna teorija se delat na dve 
klasi aksiomi: logi~ki i sopstveni aksiomi; pritoa logi~kite aksiomi se 
aksiomi na sekoja teorija od prv red, dodeka sopstvenite zavisat od 
konkretnata teorija {to sakame da ja razgleduvame. Zatoa sopstvenite 
aksiomi ne mo`eme da gi specificirame. Formalna teorija vo koja nema 
sopstveni aksiomi se vika predikatno smetawe. 

 
Logi~ki aksiomi se: 
 (1) A⇒(B⇒A) 
 (2) (A⇒(B⇒C))⇒((A⇒B)⇒(A⇒C)) 
 (3) (¬B⇒¬A)⇒((¬B⇒A)⇒B) 
 (4) (∀x )A(x )⇒A(t), 

ako A(x ) e formula, a t e term sloboden za x vo A. 
 (5) (∀x )(A⇒B)⇒(A⇒(∀x )B) 

ako A e formula koja{to ne sodr`i slobodni pojavuvawa na x . 
Pravila za izveduvawe se: 
 modus ponens (MP), 
 generalizacija: (∀x)A e izvedeno od A (GEN). 
 
Model na teorija od prv red e interpretacija vo koja{to site aksi-

omi se to~ni. 
 
Da zabele`ime deka primena na praviloto MP na logi~ki to~nite 

formuli dava logi~ki to~na formula, i primena na praviloto GEN na lo-
gi~ki to~na formula dava logi~ki to~na formula. Zna~i sekoja teorema od 
ovaa teorija e to~na vo sekoj nejzin model. 

Da dademe nekoi objasnuvawa za restrikciite na aksiomite (4) i (5). 
Ako t e term koj{to ne e sloboden za promenlivata xi vo A, se dobiva 

nezadovolitelen rezultat. Imeno, ako A(x1) e ¬(∀x2) A1
2 (x1, x2) i t e x2, toga{ 

t ne e sloboden term za x1 vo A i dobivame: 

 (∀x1 )(¬(∀x2) A1
2 (x1, x2)) ⇒¬(∀x2) A1

2 (x2, x2). 

Ako za interpretacija zememe domen so najmalku dva razli~ni ele-
menti, a A1

2  e interpretirano kako ravenstvo, toga{ pretpostavkata vo A e 

to~na, a posledicata neto~na. 
Vo aksiomata (5) ako x se pojavuva slobodno vo A, na primer A i B se 

A1
1 (x),  se dobiva sledniot rezultat: 
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 (∀x) (( A1
1 (x) ⇒ ( A1

1 (x)) ⇒( ( A1
1 (x) ⇒(∀x) ( A1

1 (x)). 

Pretpostavkata vo A e logi~ki to~na, dodeka posledicata ne e. 
Da dademe nekolku primeri na teorii od prv red. 
 
 
Primeri: 
1. Pretpodreduvawe 
Neka K e teorija od prv red {to sodr`i edinstven (binaren) 

predikaten simbol A1
2 , a ne sodr`i funkciski simboli i konstanti. ]e 

pi{uvame x < y namesto A1
2 (x,y), a x< 'y, namesto ¬(x < y). 

Imame dve sopstveni aksiomi: 
 (∀x)(x< 'x)  (nerefleksivnost) 
 (∀x)(∀y)(∀z)(x < y ∧ y < z ⇒x < z)  (tranzitivnost) 
Sekoj model na ovaa teorija se vika pretpodredena struktura. 
 
 
 
 
2. Grupi. 
Neka K ima samo eden (binaren) predikaten simbol A1

2 , eden 

(binaren) funkciski simbol f1
2 , i edna konstanta a. (Zaradi voobi~aenite 

oznaki vo teorijata na grupi }e pi{uvame t = s, namesto A1
2  (t, s), t + s, na-

mesto f1
2  (t, s), a 0 namesto a.) 

Ima {est sopstveni aksiomi: 
 (∀x)(∀y)(∀z)(x+ (y + z) = (x + y) + z)  (asocijativnost) 
 (∀x)(0+x = x)  (neutralen el.) 
 (∀x)(∃y)(y + x= 0)  (inverzen el.) 
 (∀x)(x = x)  (refleks. na =) 
 (∀x)(∀y)(x =y ⇒ y = x)  (simetri~n. na =) 
 (∀x)(∀y)(∀z)(x =y ⇒ (y = z  ⇒ x = z)  (tranzit. na =) 
 (∀x)(∀y)(∀z)(y = z ⇒ (x +y =x + z ∧ y + x = z + x)) 
Sekoj model na ovaa teorija se vika grupa. Ako pokraj ovie e 

zadovolena i slednava aksioma 
 (∀x)(∀y)(x + y = y + x)  (kom. na +) 

toga{ za modelot na ovaa teorija velime deka e abelova (ili komutativna) 
grupa. 

Na krajot da spomeneme deka jazicite od prv red se formalni 
teorii, pa poimite teorema i dokaz definirani kaj formalnite teorii 
direktno se prenesuvaat i na sekoja specijalna formalna teorija. 
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3.7. Svojstva na jazicite od prv red 
 
7.1o Sekoja formula A od teorija od prv red, koja{to e primerok na 

tavtologija e teorema i mo`e da se doka`e samo so pomo{ na aksiomite  
(1) - (3) i MP. 

Dokaz: A se dobiva od tavtologija W so zamena na nekoi iskazni 
promenlivi so formuli. Bidej}i sekoja tavtologija e teorema na iskaznoto 
smetawe, postoi dokaz na W vo L. Vo ovoj dokaz, ako se izvr{at istite 
zameni kako vo W  za dobivawe na A, a onie iskazni promenlivi {to ne se 
javuvaat vo W se zamenat so proizvolna formula, se dobiva niza formuli 

koja{to e dokaz na A vo K. Ovoj dokaz gi koristi samo aksiomite (1) - (3) i 
MP. ■ 

 
Primer: 
1. Ako A e formulata B ⇒B, kade {to B e formula vo teorijata K, 

toga{ A e teorema vo K. 
 
7.2o Teorijata K na predikatnoto smetawe e neprotivre~na. 
Dokaz: Za sekoja formula A od K neka so h(A) e ozna~en izrazot 

dobien od A so bri{ewe na site kvantifikatori i termi vo A (zaedno so 

pridru`nite zagradi i zapirki). Na primer, h((∀x) A1
2 (x, y)⇒ A1

1(z)) e A1
2 ⇒

A1
1. Spored toa h(A) e iskazna formula vo koja{to simbolite Ai

j  igraat 

uloga na iskazni promenlivi. Jasno e deka h(¬A) =¬(h(A)), a h(A ⇒B) = h(A) 
⇒h(B). Pri ova sekoja aksioma od vidot (1) - (5) se transformira vo 
tavtologija. Ova tvrdewe e jasno za aksiomite (1) - (3). Aksiomata (4) se 
transformira vo tavtologija od oblik B ⇒B, a (5) vo tavtologija od oblik 
(D ⇒E) ⇒(D ⇒E). 

Ako h(A) i h(A ⇒B) se tavtologii, toga{ i h(B) e tavtologija. 
Ako pak h(A) e tavtologija, toga{ i h((∀x)A)=h(A) e isto taka 

tavtologija.  Zna~i, h(A) e tavtologija sekoga{ koga A e teorema vo K. Ako 

postoi formula B od K taka {to i B i ¬B se teoremi na K, toga{ se dobiva 
deka h(B) i ¬h(B) se tavtologii, {to protivre~i na neprotivre~nosta na 
iskaznoto smetawe. ■ 

 
7.3o (Teorema za kompletnost). Edna formula od K *predikatnoto 

smetawe) e teorema akko e logi~ki to~na formula. ■ 
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