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1. Opsta algebarska diferencijalna jednadina prvog reda

(1.1)  Plzyy,y') = 0, (y' =%),

gde je P(z,y,y’) polinom po svojim promenljivim, moZe se napisa-
ti kao

r’

¥ My o, Mg
(1.2) B (z)y (y') =0, N =1,2,0005 Uoy Ur = 0,1,2,..4,
=0 \)i 1 1

1

gde su B (z) (i=0,4) polinomi po x.
1

Ako jedna&ina (1.2) ima reSenja oblika

(1.3) x = Fr(t), y = ¢m(t), r,m=1,2,...,

gde su F,(t), ¢,(t) polinomi po t stepena r odnosno m, ista pre-
lazi u oblik

’

o LA dy
(1.4) By (vdy "t =0, (5=,
=0 1
gde
* , u"u; ’
) . I . v v
(1.5) Bv.(t) = Fr(t) Bv,(Fr(t))’ M maz Moo
1 1 ~1=0,N

1.1. Ako sa b, ozna&imo stepen polinoma Bv_(x), a sa Si-
A 1

. : .
-koeficijent <&lana sa stepenom b“i tada, za
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x = Fr(t) =at + ... + a,s y = ¢m(t) = et + ... *t e

N pi=u. bv. pbv. M. uh
(1.6) (et e Taa, Tt T (et Y me, " Le...) =0,
=0
d;
C¢lanove Eit' , gde su
Wi-ul o wi-ui+b, TS T
_ T Vg i1 1
(1-7) E’I; =0Dr Gr 81: cm m s
(1.8) d, =mlu, + u;) +r(b, + uo- u;) -u',

i
nazvademo glavnim &lanovima. U jedna&ini (1.6) glavni &lanovi od-

redjuju izraze sa najvi¥im stepenima, pa se ista moZe napisati u
obliku

N di

(1.9) 3, (5,6 ° +n) =0,
1=0

pri ¢cemu
dg n; < di'

Obzirom na poslednju nejedna&inu, relacija (1.9) ne moZe
predstavljati identitet ako medju brojevima definisanim sa (1.8)
postoji jedan koji je najveéi, pa se moZe formulisati sledeéi re-
zultat.

TEOREMA 1. Opsta algebarska diferencijalna jednalina pr-
vog reda (1.2) moZfe imati reSenja oblika (1.3) samo ako egzisti-
raju dva prirodna broja m i r takva, da medju brojevima definisa-
nim sa (1.8) postoje bar dva broja di i dj takva da

a, %)

d, = dj (L # 3s 1,3

(1.10) dk < di (k # 1,3; k = 0,0).

DEFINICIJA. Ako za brojeve di 1 dj' koji zadovoljavaju
uslov (1.10), vaZi

(1.11) Pl =, o,
& PR VR A
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tada odgovarajude vrednosti brojeva m i r zovemo singularne,a os-
tale moguée vrednosti nesingularne.

Pojam singularnt eksponent prvi put je uveden u[l] za Ri-
katijevu diferencijalnu jednacinu.

Pomoéu teoreme I direktno nalazimo nesingularne vrednosti
zami r:
r ’
bv. - bv. * uj T M
(1.12) m=p "% J (£,=0,0-1; §>i; u +u'Fu.+u'J).
W, =M, * U, - ul Joar ot
J 4 J

Ako medju brojevima definisanim sa (1.8) postoje ¢ njih
sa osobinom (1.11) (i#j; %,§=p;sPgs.-+,P,) tada, na osnovu teore-
me 1 i (1.7), izlazi da singularne vredngsti mogu biti samo oni
celi pozitivni brojevi m i r, koji zadovoljavaju neku od jedna&i-
na:

14
8 (m/e) Leg_ (mr) %=
P, P,
My Hp
8 (m/r) T+ 8, (m/r) T =0
1 q
upj u; ul;
(1.13). 8 (m/r) L +8 (m/r) 248 (m/p) ° =0
P; Py P
. ul u' u,
14 14 p
8 (m/r) lo+g (me) TV wg (mir) =0
1 q-1 q
o “1'7 ul'7 u;
9 &
B (m/r) +8 (m/») ~ + ... +8 (m/r) -9
1 Py Pq
' Hp My
8 m/p) T wg (myr) = o0,



160 Petar R. Lazov VII

POSLEDICA 1. Opita algebarska diferencijalna jedna&ina
prvog reda (1.2) mo%e imati samo takva reZenja oblika (1.3), za
koja su brojevi m i r vezani nekom od relacija (1.12)ili nekom od
relacija (1.13).

Podvla&imo da su nesigularni eksponenti odredjeni broje-
vima b, dok su sigularni odredjeni koeficijentima Bi'
i

Ako uslov (1.10) ne mogu jednovremeno zadovoljiti viSe od
dva broja d; i d.(q=2), tada su singularne vrednosti za m i r ve-
zane relacijom

1
’ ’
H.=U.
- J 1
(1.14) m = r(—Bi/BJ.)

1.2. Dobivene demo rezultate primeniti na dva konkretna
tipa algebarskih diferencijalnih jedna&ina prvog reda.

Za algebarsku diferencijalnu jednadinu

ui-l n Vj
(1.15) (i 4, (z)y )y' = ) B, (2)y 7,
: j

=1 1 Jj=0

1 < < s.. < < < < ... <
< ¥y P LPY 0 < v, <V V>

imamo:
- '- 0 ( j 0 n)
u ,' DJ-: H_.= J=U, s H

=y .- ' = i=1.p =
nei- i 1, v .. 1 (i=1,p), N=n+p,

pa iz (1.12) sledi da su nesigularne vrednosti za m i r vezane
relacijama:

"
e

(1.16). m (i =

1
S
.
=
!
~
.
X
v
<,
~

i-
Uslov (1.11) ovde glasi

(1.17 .=
. ) \J"7 ui
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i njega ne mogu zadovoljiti jednovremeno vie od dva &iana jedna-
%ine (1:15). Dakle, ako za q &lanova vaZi (1.17), tada iz (1.14)
sledi da su singularne vrednosti za m i r vezane nekom od relaci-
ja:

(1.18) m =1r » 8§ S Pys Pps o0 pq.

za p=1 relacije (1.16) i (1.18) dobivene su u [2], a za
p=1 u [3].

Na sli%an na&in, za algebarsku diferencijalnu jedna&inu

n A v
Alz)y = 3, B, (2)(y'y")
=0 7

1

iz teoreme 1, (1.12) i (1.14) izlaze rezultati do kojih smo do3li
u [4].

2. Neka je P(z,y,y') polinom po svojim promenljivima t.j.
’

L

N u.
(2.1) P(x,y,y’') = 2: A (z)y “ey")
=0 7

i neka je ispunjeno (1.3). Tada, na osnovu (1.4) i (1.5), funkci-
ja P(x,y,y') mo%e se zapisati u obliku

I’

(2.2) Plz,y.y') = F () " P*(t,y,4), w' = maz_ui,

r L, 1
1=0,N

gde
/A TRRRTRA o

(230 Pr(eay,i) = 30 AL (oy T L 6 =g,
=0 Vi

pri &emu su polinomi As.(t) definisani sa (1.5). -
1 B
Razmotrimo sada algebarsku diferencijalnu jedna&inu

n \Y]
k
(2.4) W(z,y,y"') = ;} ka(z) [Bla,y,y")] ©0 09, <V on <V

gde su V(z,y,y')P(z,y,y")-polinomi po svojim promenljivim. Fret-
postavidemo da jedna&ina (2.4) i jedna&ina '

Plz,y,y') = 0
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nemaju ista re3enja oblika (1.3). Ako ova pretpostavka nije ispu-
njena, tada se nalaZenje re$enja oblika (1.3) za Jjedna&inu (2.4)
svodi na isti.taj problem za jedna&inu

V(z,y,y’) = 0, (v #0)ild V(z,y,y') = B (z), (v = 0).

Ako je ispunjeno (1.3) tada, obzirom na (2.2), jedna&ina (2.4)mo-
%e se napisati kao

* . . n (v -v_ ) )
Vv (t,y,y) _ 1 P 1''n k| .[p* Y k
= - ;g% F(t) B, (F_(t))-[P (t,y,9)] s

[} ’
¥ ¥2%n k

Fr(t) Fr(t)

gde su funkcije w‘(t,y,ﬁ) 1 P*(t,y,y) definisane relacijama (2.1)
i (2.3), a uj 1 uy su respektivno stepeni polinoma P(x,y,y') 1
v(z,y,y’') po promenljivoj y'. Poslednja se jednadina moZe zapisa-
ti i kao

n AY]
(2.5)  @*(t,u,§) = 2 B, (8)[P*(t,y.5)] k

k=0 k
gde
uiv_-u;
* i ln "2 ¢ v
, YV (t,y,y/ Fr(t) ‘ s za ulvnvz Mo
Q (tyy,y) = .
Vo(t,y,4)s , za uy > WV,
dok su polinomi Ev (t) definisani relacijama
’ k
u3(vn-vk)
o ’ r
Fr(t) ka(Fr(t)), za ulvn > M,
B (t) =
vk ’ ’
. MRV
. 14 ’
Fr(t) ka(Fr(t)), za W, > Uy
. Prema tome, za stepene Ev polinoma Ev (t) imamo sledele izraze
k k
- ’ - . ’ ’
_ (r I)uz(vn vk)+rbvk, za ulvn > uz
(2.6) bV =
k

\ .
- ' y! + ’ ’
(r 1)(u2 ulvk) rbvk, za u, > ulvn.
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<

Kada je ispunjeno (1.3, funkcije P* i @Q* postaju polino-
mi po t, za &ije demo stepene uvesti oznake

(2.7) dgP" = 6&(m,r}, dgQ* = o(m,r).

O¢igledno je da su funkcije § (m,r) i o(m,r) linearne.

POSLEDICA 2. Jednadina (2.5) moZe imati reSenja oblika
(1.3), samo ako postoje dva prirodna broja m i r takva, da medju
brojevima definisanim sa

d. = E"i + v 8 (mr), (i = 0,n), d ;= olm,r),

postoje bar dva koja su najvecda i medjusobno jednaka.

Pretpostavidemo da brojevi m i r mogu biti vezani samc
jednom od relacija

(2.7)  §(myr) =— s (T = 0,n=15 3 > 1)

ili %to je obzirom na relacije (2.6) isto, jednom od relacija

E - b

i
- e - !
(8.7a) &8 {m,pr) = I’“ﬁ:: S + (p 1) uJ.
J T

Pretpostavljajudi da je broj m odredjen samo jednom od re-
lacija (2.7), u [5, str. 58] pokazano je da ¢e polinom y(t)=¢m(t)
biti re$enje jednadine (2.5) ako i samo za neko JSVSQsz—vi :

%

(a) P =, S

w
(aa) Q* = I,

gde su: wy (v=7,q)koreni jednaline wi=1, z(¢t) polinom definisan
kao

i VZ \)i
L = 7‘2 B, ctus - Rtas)

1=¢ v

144,

5(t), R(t) polinomi definisani relacijama

~ ;‘_ -
-5 =58 sY+r, 5= 1{/-5 /5 (g = v, = v./
V. v, : L v./ v.]’ 1 1°?
7 J z J
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q ' :
pri Cemu [av.(t)/Av (t)] oznalava ceo racionalni deo razvoja
3 J
$CAV.(t)/AV,(t) po celim opadajuéim stepenima od t. Na osnovu iz-
1 d

loZenog, moZfe se formulisati sledeéi krajnji rezultat.

TEOREMA. 2. Neka su za algebarsku diferencijalnu jedna&inu
prvog reda (2.4) moguda samo takva resenja oblika (1.3), za koja
su brojevi m i »r vezani samo jednom od relacija (2.7a). Tada funk-
cije; (1.3) definiBu resenje jedna&ine (2.4) ako i samo ako za ne-
ko Igvgq va%e relacije (a) i (aa).

za Y(z,y,y' )=A(z)y’ 1 w(z,y,y")=y iz teoreme 2 izlaze re-
zultati nadjeni u [3], a za ¥(x,y,y )=A(z)y 1 viz,y,y )=y’ rezul-
tati nadjeni u [4].
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[LBA MPUMEYAHWA B CBA3W C MAPAMETPUYECHWM PEWEHWEM ANTEBPAUYECHHUX
JHUOBEPEHUMANBHEIX YPABHEHWA NMEPBOIO MNOPAIHA

Peawme

Netap P. Jlasos

B nepBoi 4acTu paboTu BHAa4Yane HangeHs HEOOXOAWMHE YyCNOBHA
npu HoTopux obwee anreSpauyecHoe avdbepeHyHanswHoe ypasHeHWe nep-
8Oro nopRaHa (1,1), HOTOpoe paccMaTpuBasTcA 8 Bujge (1.2), wmeer
pewsHuA pupa (1.3). Ha ocHoBaHWW 3TOro NONYy4YeHo B8CE BO3MOKHBE CO~
OTHOWBHWA HOTOPWE CBA3HBAKT Yvwcna m ¥ r. [lp4 3TOM cneydanbHO pac-
cMOTpeHo ypaBHeHue (1.15).

Bo BTOpO¥ YacTu, npegnofaraf 4TO 4WCNa M U r CBA3aHH TONL
HO OQHUM M3 COOTHOWEHWM (2.7a), NONyYeH HEOSXOAUMHE W JOCTaTOY"

HHE YCNOBWA MPUH HOTOPEX anreBpavyecHoe guddepeHunanbHoe ypasHeHue
(2,4) wmeeT peweHun Buga (1.3).
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