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PREDGOVOR 
 

 

U~ebnikot "Predavawa po matematika I" pretstavuva del 
od predavawata po predmetot matematika I za studentite na 
Grade`niot fakultet vo Skopje (bez delot od vektorska algebra 
i analiti~ka geometrija) {to avtorite go dr`ea pove}e godini. 

 Ovoj u~ebnik sodr`i uvodni poimi, diferencijalno i 
integralno smetawe na funkcii od edna realna nezavisno 
promrnliva so primena. 

Materijalot e izlo`en vo devet glavi. Teoriskoto 
izlo`uvawe e prosledeno so golem broj re{eni primeri i zada~i 
za ve`bawe so odgovori. Matemati~kata strogost pri 
izlo`uvaweto e soobrazena so celta deka rakopisot e namenet za 
studentite od I godina. 

Delovite {to se odnesuvaat na studentite koi imaat 
poseben interes za prodlabo~uvawe na znaewata po matematika 

se ozna~eni na po~etokot so znakot  , a na krajot so znakot   . 

Vo prv red rakopisot e namenet za studentite na 
Grade`niot fakultet, a mislime deka korisno }e poslu`i i na 
studentite od drugite tehni~ki fakulteti, bidej}i materijata 
{to e obrabotena vo u~ebnikot odgovara na nastavnata programa 
po predmetot matematika I. 

Avtorite najsrde~no im se zablagodaruvaat na 
recenzentite prof. d-r Ilija [apkarev i prof. Dimitar 
Bitrakov, koi so svoite zabele{ki pridonesoa za podobruvawe 
kvalitetot na rakopisot. Isto taka se zablagodaruvaat na 
kolegata prof. d-r Novak Ivanovski koj celosno go pro~ita 
rakopisot i dade korisni sugestii, kako i drugite kolegi. 

Skopje, juni 1984 god.   Avtorite 
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 PREDGOVOR KON VTOROTO IZDANIE 

Vo vtoroto izdanie se izvr{eni korekcii na nekoi 
voo~eni gre{ki vo prvoto izdanie i nekoi mali dopolnuvawa na 
tekstot. 

 

Skopje, fevruari 1992 god.  Od avtorite 

 

 

 

PREDGOVOR KON TRETOTO IZDANIE 

Ova izdanie ne se razlikuva po sodr`ina od prethodnite 
dve izdanija. 

Vo nego se izvr{eni izvesni dopolnuvawa kako na 
trekstot taka I vo primerite i zada~ite za ve`bawe.  

 Za pogolema preglednost na tekstot izvr{ena e 
kompjuterska obrabotka na istiot. 

Na as. m-r  Veno Pa~ovski mu izrazuvame blagodarnost za 
uka`anata pomo{ pri kompjuterskata obrabotka na tekstot. 

 

Skopje, dekemvri 2003  Avtorite 

 



  

 
 
 
 

GLAVA I 
 
 

VOVEDNI POIMI 
 

1. NEKOI POIMI I OZNAKI OD 
MATEMATI^KA LOGIKA 

 
1 . 1.  Iskazi 

 
 Mislite i ~uvstvata se iska`uvaat so re~enici. Vo 
sekojdnevniot govor se iska`uvaat, pokraj re~enici so smisla i 
re~enici bez smisla. 

Primer 1. Skopje e glaven grad na Republika Makedonija (so 

smisla). 

Primer 2. Crveniot do`d pase treva (bez smisla). 

Vo matemati~kata logika nî interesiraat samo re~eni-
cite so smisla, re~enici koi sodr`at informacija, vistinita 
ili nevistinita. 

Definicija. Re~enica, koja ima smisla, zapi{ana so 
zborovi ili simboli, od koja mo`e da se utvrdi dali e visti-
nito ili nevistinito ona {to e iska`ano so nea, se vika iskaz 
(intuitivna definicija). 

Primer 3.  933   (vistinit iskaz). 

Primer 4.  2+2 = 1  (nevistinit iskaz). 

Primer 5.  2x+3 = 5 (ovaa re~enica e to~na samo koga e x=1, a 

za site drugi  vrednosti se dobivaat nevistiniti, neto~ni re~enici. 

Primer 6. @oltata boja e najubava. (Za ovaa re~enica ne mo`e 

da se ka`e nitu deka e vistinita nitu deka e nevistinita. Za nekogo 
mo`e `oltata boja da e najubava, a za nekogo da ne e najubava.). 

Re~enicite vo primerite 5 i 6 ne se iskazi. Isto taka 
pra{alnite i izvi~nite re~enici ne se iskazi, bidej}i kaj niv ne 
mo`e da se  utvrdi dali iska`uvaat vistina ili nevistina. 
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To~niot iskaz go vikame tvrdewe. Nekoi pozna~ajni 
tvrdewa se vikaat teoremi, kako na primer Pitagorovata 
teorema. 

Primer 7.  5 > 0  i  5 > 3. 

Primer 8.  Ako   3+2=5,  toga{  5>3   i   5>2. 

Primerite 7 i 8 se sostaveni od dva iskaza.  

Iskazite {to se sostaveni od dva ili pove}e iskazi se 
veli deka se slo`eni iskazi.  

Iskazite {to ne se sostaveni od drugi iskazi se veli deka 

se prosti ili elementarni iskazi ( pr. 1, 3, 4). 

Elementarnite iskazi }e se dogovorime da gi bele`ime so 

malite bukvi od latinicata, naj~esto so p, q, r, s  i  t. 

Daden iskaz p mo`e da bide vistinit (to~en) ili 
nevistinit (neto~en). Zborovite vistinit i nevistinit se 

vikaat vrednosti na vistinitost. So (p) }e ja ozna~uvame 

vrednosta na vistinitost na iskazot p. 

Ako daden iskaz e vistinit,  toga{ se veli deka ima 

vrednost na vistinitost T (prvata bukva od angliskiot zbor truth-
vistina) i se ozna~uva so  (p) = T, a ako iskazot p e nevistinit,  

se veli deka ima vrednost na vistinitost  (ne te ) i se ozna~uva 

so  (p) =. Za ozna~uvawe vrednost na vistinitost,  vistina i 

nevistina, soodvetno se koristat i oznakite 1 i 0. 

Na primer: Ako so p go ozna~ime iskazot: 2+3=6,  toga{ 

negovata vrednost na vistinitost e (p) = . 

 

1. 2.  Operacii so iskazi 

Od dva ili pove}e prosti iskazi se formiraat slo`eni 
iskazi. Formiraweto slo`eni iskazi i opredeluvaweto na 
nivnata vrednost na vistinitost e predmet na prou~uvawe na t.n. 
algebra na iskazi. 

Vo smetaweto na iskazi }e se zadr`ime na osnovnite 
poimi, pred sî, na onie {to imaat primena vo nastavata po 
matematika. 

10 Konjunkcija. Ako p i q se dva koi i da bilo iskazi, 

toga{ i iskazot "p i q" e iskaz koj se vika konjunkcija na 
iskazite p i q i se ozna~uva so  p   q (se ~ita: p i q). 
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Konjunkcijata od dva iskaza e vistinit iskaz, toga{ i 

samo toga{ koga se vistiniti i dvata iskaza. 

Ako iskazite p i q gi zamenime so nivnata vrednost na 
vistinitost, ja dobivame slednava {ema za vrednosti na 
vistinitost za konjunkcija: 

O~igledno, iskazite p q 
i q p imaat ista vrednost na 
vistinitost. 

Primer 1. 
 

p: (4 >3);   q: (4 >1+1); 

           p q:   34   i  114   

(p) = T, (q) = T, (p q) = T. 

Primer 2.  p: (4>3);  q: (4<2);   p q:   34   i  24  . 

(p) = T,   (q) =,  (p q) = . 
 

 Primer 3.  p: (4<3);  q: (4<1+1);   p q:   34   i  114   

(p) = ,   (q) = ,  (p q) = . 

20  Disjunkcija. Ako p i q se dva koi i da bilo iskaza, 

toga{ i iskazot "p ili q" e iskaz koj se vika disjunkcija na 
iskazite p i q i se ozna~uva so  p q  (se ~ita: p ili  q). 

Disjunkcija od dva iskaza e vistinit iskaz, koga barem 
eden od iskazite e vistinit, a e nevistinit iskaz, ako i dvata 
iskaza se nevistiniti.  

Spored toa, {emata za vrednosti na vistinitost na 

disjunkcija od iskazite  p i q e slednava:

 O~igledno e deka iskazite p q 
i q p imaat ista vrednost na vistini-
tost. 

 Primer 1.  p: (1>0);   q:  (1<0);  

p q: ((1>0) ili (1<0). 

(p) = T,   (q) = ,  (p  q) = T. 

 

(p) (q) (p q) 

T 

 

 

        

T 

 

T 

 

T 

 

 

 

(p) (q) (p q) 

T 

T 

 

 

T 

 

T 

 

T 

T 

T 
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30 Implikacija. Ako p i q se dva koi i da bilo iskaza, 

toga{ i iskazot "ako e p, toga{ e q" e iskaz koj se vika 

implikacija  na  iskazite  p  i  q  i se ozna~uva  p  q (se ~ita: 

od  p sleduva q ili q sleduva od  p). 

 Iskazot implikacija od iskazite p i  q (pq) e 

nevistinit samo koga iskazot p e vistinit, a iskazot q 
nevistinit. 

[emata na vrednosti na vistinitost za implikacija     
glasi: 

  Primer 1. p: (5<2+3); q: (5<3);  

(p q):(( 5<2+3) sleduva (5<3)). 

(p) =(q) ( p q) =T
Slo`eniot iskaz e vistinit 

zo{to i dvata iskaza se nevistiniti. 

Iskazite: 

 ako e p, toga{ e q, 

 p e dovolen  uslov  za q, 

q e dovolen  uslov  za p, 

imaat isto zna~ewe. Iskazot p se vika pretpostavka, a 

iskazot  q posledica (zaklu~ok). 

Primer 2.  Iskazot "ako eden mnoguagolnik e kvadrat, toga{ 

toj e pravoagolnik" ima isto zna~ewe so iskazite: 

  dovolen uslov eden mnoguagolnik da bide pravoagolnik e toj 
da e kvadrat; 

 potreben uslov eden mnoguagolnik da bide kvadrat e toj da 
bide pravoagolnik. 

40 Ekvivalencija. Ako p i q se dva koi i da bilo iskaza, 

toga{ i iskazot " p e ako i samo ako e q" e iskaz koj se vika 

ekvivalencija na iskazite p i q  i  se  ozna~uva  so   ( se ~ita: 

p ekvivalentno so q). 

Ekvivalencija od dva iskaza e vistinita ako i samo ako i 
dvata iskaza imaat me|usebno isti vrednosti na 
vistinitost. Vo drugite slu~ai iskazot ekvivalencija e 
nevistinit. Soodvetnata {ema  na vrednosti na vistinitost 
glasi: 

(p) (q) ( p q) 

T 

T 

 

 

T 

 

T 

 

T 



T 

T 
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Primer 1. Iskazot " 23=32 ako i 

samo ako 8=9" e vistinit iskaz bidej}i i 

dvata iskaza 23=32  i  8=9 se nevistiniti 

iskazi. 

Primer 2. Ako p: a=b,  

q;  a+c =b+c,  toga{ 

( pq) = ( a=b   a+c =b+c) = T. 

 Iskazite: 

p e ako i samo ako e q, 

p e potreben i dovolen uslov za q, 

q e potreben i dovolen uslov za p, 

p e toga{ i samo toga{ koga e q, 

vo matematikata imaat isto zna~ewe. 

 Primer 3. Iskazot:  "triagolnik e ednakvokrak ako i samo ako 

ima dva ednakvi agla" mo`e da se iska`e na sledniov na~in: 

 potreben i dovolen uslov triagolnik da bide ednakvokrak e da 
ima dva ednakvi agla, 

 potreben i dovolen uslov triagolnik da ima dva ednakvi agla 
e da bide ednakvokrak, 

 triagolnik ima dva ednakvi agla toga{ i samo toga{ koga e 

ednakvokrak. 

 50 Negacija. Ako p e nekoj iskaz, toga{ iskazot "ne p" e 

iskaz koj se vika negacija na iskazot p i se ozna~uva so   p ili 

p   ( se ~ita: ne p). 

 Iskazot p e vistinit ako p e nevistinit, a p  e 

nevistinit ako p e vistinit. [emata na vrednosti na 
vistinitost za negacija e: 

 Principot ako p e vistina, a p  

nevistina (laga) ili p  e vistina, a p laga e 

nare~en "princip {to go isklu~uva tretoto" 
ili "tertium non datur". Ovoj princip mnogu 
~esto se koristi pri indirektni dokazi vo 
matematikata. Imeno, se zema tvrdeweto 

deka e neto~no i se doa|a do kontradikcija. 

(p) (q) ( pq) 

T 

T 

 

 

T 

 

T 

 

T 





T 

(p) ( p )

T 

 T 
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 Primer 1. p: 4 e kvadrat od 2; (p)=T. 

                   p : 4 ne e kvadrat od 2;  ( p )=

 Primer 2. p : 5 e kvadrat od 2;  (p)=

  p : 5 ne e kvadrat od 2;  ( p )=T. 

 Konjunkcija, disjunkcija, implikacija, ekvivalencija i 
negacija se vikaat u{te osnovni logi~ki operacii so iskazi, a 
simbolite  ,  ,  ,    i     logi~ki simboli. 

 So definiciite za konjunkcija, disjunkcija, implikacija, 
ekvivalencija i negacija, vidovme kako od eden ili dva iskaza se 
dobiva nov iskaz.  

 Vo algebrata na iskazi zna~ajna uloga igraat iskaznite 

formuli. Iskazni formuli se iskazi formirani od prosti 

iskazi p, q, r, … ,  nivni negacii p , q , r , … ,  znacite  ,  ,  , 

 i zagradite (  ), primenuvaj}i gi kone~en broj pati ovie 
simboli. Zagradite mo`e i da ne se pi{uvaat ako nivnoto 
ispu{tawe ne doveduva do te{kotii okolu smislata na iskazot  i  

ako  nizata  , ,  ,    i     ja prifatime za raste~ka po 
ja~ina na svrzuvaweto. 

 Pome|u pova`nite iskazni formuli se nao|aat i 
slednive: 

1.  ( p ) = p. 

2.   p p  p,    p  p  p.  

3.   p q   q p ,   p  q  q  p. 

4.   p ( q  r)  (p  q)  r, 

      p  ( q  r)  ( p  q)  r. 

5.   p  ( q  r)  ( p  q)  ( p  r), 

      p ( q  r)  (p  q)  ( p  r). 

6.  ( p  q)  p   q ,    ( p  q) = p  q . 

Dokaz deka nekoja formula e to~na mo`e da se izvede so 
oformuvawe tabela na vistinitost vo koja se vnesuvaat site 
mo`ni vrednosti na taa formula vo zavisnost od vistinitosnite 
vrednosti na elementarnite iskazi. 
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Primer.  Da se proveri slednava ekvivalencija: 

              ( p  q)  ( p  q) ( p  q ) 

so pomo{ na tabelata na vrednosti na vistinitost.   

 

p q p q pq pq (pq)(pq) (pq) (pq)(pq)

0 0 0 0 1 0 1 

0 1 1 0 1 1 1 

1 0 1 0 1 1 1 

1 1 1 1 0 0 0 

  
 Od tabelata se zaklu~uva deka ekvivalencijata ne va`i, 
bidej}i ne e to~na vo posledniot red od tabelata. 

 

1. 3.  Kvantifikatori 
 

 Vo t. 1. 1 zabele`avme deka ravenkata 2x+3=5 ne e iskaz, 

bidej}i samo za x=1 e vistinit iskaz, a za x≠1 e nevistinit iskaz. 

Isto taka i neravenkata  x2 >1 ne e iskaz bidejki za  x< 1 i x>1 

taa e vistinit iskaz, a za  1< x <1 nevistinit. I vo dvata slu~aja 
se sretnuvame so iskazni funkcii (prediikati). 

 Predikat e re~enica koja sodr`i promenliva i stanuva 
iskaz koga taa promenliva }e dobie opredelena vrednost. 

Predikatite se ozna~uvaat so P(x), S(x), … , kade so x e 

ozna~ena promenlivata.  

 Od predikatot P(x) mo`e da se dobijat iskazite: 

 "Za sekoj x va`i P(x)" ili simboli~ki se ozna~uva, 

(x)P(x). 

 "Postoi x, takov {to va`i P(x)" ili simboli~ki se 

ozna~uva ( x) P(x). 

 10  Simbolot  "" se vika univerzalen kvantifikator 
(se ~ita: za sekoj, potsetuva na zavrtena prvata bukva od 

angliskiot zbor "any sekoj"). 
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 Primer 1. Za sekoj realen broj x va`i x2 > 0. So primena na 

ovoj kvantifikator mo`e da se napi{e:  

(x R)( x2 > 0). 

 20  Simbolot "" se vika egzistencijalen kvantifi-
kator (se ~ita: postoi) potsetuva na zavrtena prvata bukva od 

zborot "exist postoi, ima". 

 Primer 2. Postoi realen broj x koj e re{enie na ravenkata 

3x=6. So primena na ovoj kvantifikator mo`e da se napi{e:  

( x) (3x=6). 

Kvantifikatorite ~esto se upotrebuvaat vo iskaznite 
formuli. Spored definicijata tie sekoga{ se stavaat pred nekoj 

objekt x. ]e gi upotrebuvame so zagradi, kako (x), ( x)  ako e 

jasno za koj objekt x e zbor (primer 2). Vo sprotivno, vo zagradata 

se dopi{uva (objasnuva) kade pripa|a x ( primer 1), odnosno koj 

uslov go zadovoluva x (primer 3).  

Primer 3. Ako x i y se realni broevi, toga{ iskazot 

(x) ( y)    (xy =2) 

se ~ita  za sekoj x postoi y takov {to xy =2. 

 Primenata na kvantifikatori }e dojde do izraz vo 
slednata to~ka, vo teorijata na mno`estva. 

 

Zada~i za ve`bawe 

1 Da se opredeli vistinitosnata vrednost na iskazite: 

a)   p:  32 =2·3,     (p) = 0. 

b)  q:  brojot  25  e od tretata desetka,  (q) = 1. 

2. Opredeli koi od slednive re~enici se iskazi: 

a)   mislam deka 5+3=8;     ne e iskaz. 

b)   2x e pogolemo od x;    ne e iskaz. 

v)   brojot  36  e od tretata desetka;                da. 

g)   dali e 4+8=12?                ne. 

d)   52 = 25;                  da. 

|)   brojot 3 e bel                  ne. 
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3. Da se opredeli vrednosta na vistinitost na iskazite: 

konjunkcija; 

a)  Vardar minuva niz Skopje i Gevgelija; (T). 

b)  3 e prost broj i 3 e pogolemo od 5;  (

v)   dijagonalite na rombot zaemno  

                  se normalni, a stranite ednakvi;  (T). 

disjunkcija;  

 a)   4>5 ili 5>6;                      ( 

b)  dijagonalite na pravoagolnikot  
         se ednakvi ili me|u sebe normalni;               (T). 

v)  23 = 1  ili  23 = 1;               (T). 

ekvivalencija; 

a) 6 e prost broj, toga{ i samo toga{  

       koga 6 > 7;                 (T).  

 b)  ako 23 = 32,  toga{ 8 ≠ 9;   (

4. Da se izvr{i negacija, a potoa da se opredeli vrednosta na 

vistinitost na iskazot, 

 dijagonalite vo pravoagolnikot me|u  

   sebe se ednakvi             (

5. Da se doka`e to~nosta na iskaznite formuli navedeni vo 

to~kata 1.2. so pomo{ na tabela od vrednosti na vistinitost. 

6. Da se iska`at so zborovi slednive predikati: 

a) ( a) ( b)(a2+b2>0); 

b)  ( a) ( b) (a2b2>0). 

 7. Da se zapi{e so pomo{ na kvantifikatori: 

  a) za sekoj x, 3x> x;   ( x) (3x> x). 

  b) postoi x za koj x2 <5;  ( x)  (x2 <5). 

 8. Da se opredeli vrednosta na vistinitost za slednive iskazi: 

a) ( x) (3x > x);     ( 

b) ( x) ( y) (x2 + y2   0);    (T). 

v) ( x) (x2 = 8);     (T). 
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2.  MNO@ESTVA 

2. 1.  Poim mno`estvo 

 Poimot mno`estvo (familija) e eden od najva`nite 
poimi vo matematikata. Toj e intuitivno tolku blizok, {to 
te{ko bi mo`el da se definira so pomo{ na nekoj drug poprost 
poim, pa zatoa go zemame za osnoven, a }e go objasnime na nekolku 
primeri: 

 studentite na Univerzitetot vo Skopje formiraat edno 
mno`estvo; 

  studentite na Grade`niot fakultet, isto taka, for-
miraat mno`estvo; 

 site to~ki od edna prava, knigite vo edna biblioteka, 
`itelite na eden grad se, isto taka, primeri na mno`estva. 

 Objektite od koi e sostaveno mno`estvoto se vikaat 
elementi na mno`estvoto.  

Voobi~aeno e mno`estvata da gi obele`uvame so golemite 
bukvi od latinicata, a nivnite elementi so malite bukvi od 
istata azbuka. 

 Na primer, A =  a, b, c, d   e oznaka za mno`estvoto A od 

elementite a, b, c, d.  

 ]e ka`eme deka edno mno`estvo e dadeno (poznato) ako se 
znae to~no koi se negovite elementi ili ako e poznato 
praviloto po koe bi mo`ele da utvrdime dali eden element mu 
pripa|a ili ne. 

 Na primer: M=1,4,9  ili M=xx=n2 za n=1,2,3 ili 

poop{to M=xx  so osobina A. 

 Ako sakame da nazna~ime deka elementot a mu pripa|a na 

mno`estvoto A, }e go upotrebime znakot  , imeno  a  A, (se 

~ita: elementot a mu pripa|a na mno`estvoto A). Sprotivniot 

iskaz na prethodniot go ozna~uvame simboli~ki so znakot  , t.e. 

a A, ozna~uva deka a ne e element na mno`estvoto A. 

 Za dve mno`estva A i B velime deka se ednakvi i 

pi{uvame A=B ako site elementi od mno`estvoto A se 

elementi na mno`estvoto B i obratno.  

Za dve mno`estva velime ne se ednakvi i pi{uvame A  B 

ako postoi barem eden element od A koj ne pripa|a na B ili 
obratno.  
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Na primer: mno`estvata   a, b, c ,  b, a, c  i  a, c, a, b    
me|u sebe se ednakvi. 

 Od iznesenata definicija za ednakvost sleduva deka ne e 
va`en redot na elementite po koj tie se zapi{ani vo zagradite, 
nitu pak e va`no kolku pati eden od elementite e pribroen kon 
dadenoto mno`estvo. Nie obi~no sekoj element samo po edna{  }e 
go pribroime kon mno`estvoto na koe toj mu pripa|a. So toa 
mo`e da bide definiran poimot broj na elementi od edno 
mno`estvo. 

 Mn`estvoto {to ne sodr`i nitu eden element se vika 

prazno mno`estvo i simboli~no se ozna~uva so znakot Ø.  

Kako primer za prazno mno`estvo mo`e da ni poslu`i 

mno`estvoto od realni koreni na kvadratnata ravenka x2+1=0. Ova 

mno`estvo e prazno, bidejki ne postoi realen broj x {to ja zadovoluva 

ovaa ravenka. 

 Ako me|u elementite na dve mno`estva e vospostavena 
takva vrska {to na sekoj element od ednoto mno`estvo da mu e 
pridru`en eden i samo eden element od drugoto mno`estvo, i 
obratno, na sekoj element od drugoto mno`estvo da mu e 
pridru`en eden i samo eden element od prvoto mno`estvo, 

toga{ velime deka me|u tie dve mno`estva postoi zaemno 
ednozna~no pridru`uvawe ili zaemno ednozna~na 
korespondencija. 

 Mno`estvoto X se vika mno`estvo {to se sostoi od n 
elementi, nN (N  mno`estvo od prirodni broevi), ako postoi 

zaemno ednozna~no pridru`uvawe od mno`estvoto X na 

mno`estvoto  1,2, …  , n . 

 Ako postoi priroden broj n takov, {to me|u 

mno`estvoto A i mno`estvoto 1,2, …  , n   mo`e da se 

vospostavi zaemno-ednozna~na korespondencija, toga{ velime 

deka A e kone~no mno`estvo. 

 Ako mno`estvoto A ne e kone~no mno`estvo, toga{ 
velime deka e beskone~no mno`estvo.  

Ako A i B se dve dadeni mno`estva i ako sekoj element od 

mno`estvoto A e element od mno`estvoto B, toga{ 

mno`estvoto A se vika podmno`estvo  od  mno`estvoto  B  i  

se  ozna~uva  so  A  B, odnosno: 

       (aA  a B)  A  B.            (1) 
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Ako A ne e podmno`estvo od B, pi{uvame A  B. 

Od definicijata za podmno`estva sleduva Ø  A i  A  A. 

 Od definicijata za podmno`estvo i od definicijata za 
ednakvost na dve mno`estva sleduva: 

     ((A B )  (B A))  A = B.              (2) 

 Za mno`estvoto A velime deka e vistinsko podmno-
`estvo od mno`estvoto B ako postoi barem eden element od B 

koj ne pripa|a na A. Toa go ozna~uvame so A B, odnosno: 

(A B)  ( b B, b A) A B. 

Vo sprotiven slu~aj pi{uvame AB. Praznoto mno`estvo e vis-

tinsko podmno`estvo od sekoe neprazno mno`estvo A, t.e.  Ø A. 

 Dve mno`estva A i B gi vikame ekvivalentni mno`estva 
ako me|u niv postoi zaemno ednozna~na korespondencija. Toa se 

ozna~uva so A  B i se ~ita: "A e ekvivalentno so B". 

 Dve ednakvi mno`estva se sekoga{ ekvivalentni, no 
obratnoto ne va`i. Dve ekvivalentni mno`estva nemora da se 
ednakvi. 

 Ako dve kone~ni mno`estva se ekvivalentni, vikame deka 
imaat ist broj elementi. 

Primer 1. Dadeni se mno`estvata A=a, b, c  i B=1,2,3.  

Tie se ekvivalentni bidejki me|u nivnite elementi mo`e da se 
vospostavi  zaemno ednozna~no pridru`uvawe, t.e. 

 a b c 

     

1 2 3 

 ]e go navedeme u{te i toa deka ako A  B , toga{ i B  A , 
{to proizleguva od faktot deka ova pridru`uvawe postoi i vo 
dvete nasoki. 

 Ponekoga{ se razgleduvaat mno`estva ~ii elementi se 
mno`estva.  

Na primer: M=1, 2,4, 5, 7, 3, 5, pa imame element  

mno`estvo 1, 2M i podmno`estvo 3, 5M . 

 Za da se izbegne terminot  mno`estvo od mno`estva, kako 
sinonim }e go koristime terminot familija mno`estva. 
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 Neka e dadeno mno`estvot A. So P(A) }e ja ozna~ime 

familijata od site podmno`estva na mno`estvoto A i }e go 
vikame partitivno mno`estvo.  

 Primer 2. Partitivno mno`estvo na mno`estvoto A=a,b,c e  

P(A) = Øa,b,c,a,b,b,c,a,c,a,b,c. 

 Kako pogodna interpretacija na mno`estva korisno e da 

se spomenat Venovite dijagrami, pri {to elementite od edno 
mno`estvo se interpretiraat kako to~ki, pa soodvetno 
mno`estvo bi bilo pretstaveno kako mno`estvo od to~ki. 

 Primer 3. Dadeni se mno`estvata: 

  A=xx priroden broj, 

  B=xx paren  priroden broj, 

  C=xx priroden broj deliv so 6, 

D=4,10,14,16,22. 

 Da se opredeli nivnata zaemna vrska i da se pretstavat 

mno`estvata so pomo{ na Venovite dijagrami. 

   Vedna{ se zabele`uva deka se:
  

BA,  CA, 

CB,  DA, 

DB,   DC, 

{to e grafi~ki prika`ano  na 
crt.1.1. 

Crt. 1.1 

2. 2.  Operacii so mno`estva 

 10 Unija na mno`estva. Mno`estvoto ~ii elementi 

pripa|aat barem na edno od mno`estvata A i B se vika unija 

(suma) od mno`estvata A i B.  

Unijata se ozna~uva so AB  i se ~ita:  A unija B). 

 Ako xAB (elementot x i pripa|a na unijata od 

mno`estvata A i B), zna~i deka xA ili xB, no ne se isklu~uva 

mo`nosta deka x im pripa|a na dvete mno`estva, odnosno: 

(x A  B)  ((x A )  (x B)).                        (3) 
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 Crt. 1. 2.  Crt. 1. 3.  Crt. 1. 4. 

 Na crte`ite 1.2, 1.3, 1.4 za mno`estvata A i B, vo razni 
soodnosi unijata e isen~ena. 

 Primer 1. Za mno`estvata 

A= a, b, c, d,   B=a, b, e   i   C=a, f 

uniite na dve po dve mno`estva soodvetno se: 

A B =a,b,c,d,e,   A C =a,b,c, d, f,   B C =a,b,e, f. 

 20 Presek na mno`estva. Mno`estvoto {to se sostoi 

od elementite {to pripa|aat i na dvete mno`estva A i B se 

vika presek na mno`estvata A i B. Se ozna~uva so AB (se 

~ita: A presek B). 

Ako xAB (elementot x mu pripa|a na presekot od 

mno`estvata A i B), zna~i deka x A i xB, odnosno: 

(xAB)  ( (xA)  (xB)).            (4) 

 

                                          
 Crt. 1 5.  Crt. 1.6.  Crt. 1.7. 

 Ako mno`estvata A i B nemaat zaedni~ki elementi, 

toga{ AB e mno`estvo bez elementi, (AB = Ø). Tie dve 

mno`estva velime deka se disjunktni.  
  Na crte`ite 1.5,  1.6,  1.7  za mno`estvata A i B vo razni 
soodnosi presekot e isen~en. 

 

B 

B 

AA

B 

A 

B 
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Primer 2.  Neka se dadeni mno`estvata: 

A= a,b,c,d,    B=a,b,e    i    C=a,f 

toga{ 

AB = a,b,    AC = a,    B C = a. 

 30  Osnovni svojstva na operaciite unija i presek 

 Za navedenite operacii so mno`estva va`at slednive 
zakoni: 

 1. AB = BA     (komutativen zakon za presek), 

 2. A B = B A   (komutativen zakon za unija), 

 3. (AB) C = A( BC)   (asocijativen zakon za presek), 

4. (A B) C = A ( B C) (asocijativen zakon za unija), 

5. (AB) C = (AC)( BC)  (distributiven zakon na  
         unija sprema presekot), 

6. (AB) C= (AC) ( BC)  (distributiven zakon na  
         presek sprema unijata). 

 Osobinite 1, 2, 3 i 4  direktno sleduvaat od definciite 
na unija i presek. 

 Osobinata 6 }e ja doka`eme, a osobinata 5 se doka`uva 
analogno. 

 Neka levata strana od osobinata 6 ja obele`ime so L, a 

desnata strana so D. Ako poka`eme deka LD i DL spored (2) 

toga{ sme doka`ale deka L=D, a so toa i osobinata 6. 

 Ako 

xL = (A B) C  (xAB) (xC)  

 (xA  xB)  (xC)  ( xA  xC) ( xB  xC)       

 ( xAC) ( xBC)  x(AC) ( BC)  xD, 

sme poka`ale  L  D. 

Ako, pak , sega 

 xD = (AC) ( BC)  ( xAC)  (x BC)  

 ( xA  xC)  ( xB  xC)  (x(AB))( xC)  

 (x(AB) C) = L, 
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sme poka`ale D  L, od kade i od prethodnoto sleduva L=D. 

 O~igledno e kako mo`e da se definira unija i presek od 
kone~en broj mno`estva. 

40 Razlika na mno`estva. 

 Od mno`estvata A i B mo`e da se formira mno`estvo 

od elementite {to mu pripa|aat na mno`estvoto A i ne mu 

pripa|aat na mno`estvoto B. Ova mno`estvo se vika razlika 
od mno`estvata A i B i se ozna~uva so A\B (se ~ita: A minus B). 

 Spored toa, 

(xA \ B )  (xA  xB). 

 Grafi~ki razlikata na mno`estvata A i B e prika`ana na 

crt. 1.8,  a razlikata B \ A na  crt.1.9  (isen~eniot del). 

                 

Crt. 1.8.   Crt. 1.9. 

 Ako A  M, toga{ razlikata M \ A ja ozna~uvame so 
'
MA  i 

ja vikame komplement na A vo M, i go ozna~uvame: 
'
MA = M \ A. 

Ako mno`estvoto M e fiksno, toga{ komplementot na A vo M go 

bele`ime so A'. 

 Za operacijata razlika na mno`estva va`at osobinite: 

1.  (A' )'  = A, 

2.  (AB)' = A'  B', 

3.  (A B)' = A'  B'. 

50 Simetri~na razlika 

Simetri~na razlika  na  mno`estvata A i B se vika 

mno`estvoto {to e unija od razlikite  A \ B  i  B \ A na 

mno`estvata A i B. Se ozna~uva so AB (se ~ita: A simetri~na 

razlika B), 

AB = ( A\B  B\A). 
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Grafi~ki simetri~nata razlika e 
pretstavena na crt. 1.10. 

Od samata definicija sleduva: 

A  B = B  A. 

 Crt. 1.10. 

60   Dekartov proizvod 

Pri voveduvaweto na poimot mno`estvo rekovme deka 
redot na elementite vo mno`estvoto ne e va`en. Me|utoa, 
nekoga{ e potrebno da se razgleduvaat mno`estva od dva 
elementa, kade {to redot na elementite  e biten, na primer, vo 

analiti~kata geometrija vo ramnina, koordinatite (x,y) na edna 

to~ka pretstavuvaat podreden par broevi. To~kata (2,5) e 

razli~na od to~kata (5,2) iako mno`estvata 2,5  i 5,2 se 
ednakvi mno`estva.  

   Koga sakame da uka`eme deka eden par broevi a i b e 

podreden, go  zapi{uvame  vo  oblik  (a,b).  Toga{  a  se  vika  prv 
element (prva komponenta) i b  vtor element (vtora 
komponenta). 

Ako A i B se dadeni mno`estva, toga{ za mno`estvoto 

~ii elementi se podredeni parovi (a,b), pri {to a e element od 

mno`estvoto A, a b element od mno`estvoto B, se veli deka 

pretstavuva Dekartov proizvod na mno`estvata A i B i se 

ozna~uva AB (se ~ita: A po B ).  Zna~i,  

AB = (a,b)   aA,  bB . 
 Na primer, za mno`estvata A= 1,2 i B = a,b,c, dekartov-

iot  proizvod e  

AB =(1,a); (1,b); (1,c); (2,a); (2,b); (2,c). 

Toa mo`eme da go ilustrirame na sledniov na~in: 

 Od samata definicija 
na Dekartoviot proizvod e 
jasno deka redosledot na 
mno`estvata vo toj proizvod e 
mnogu va`en. Vo navedeniot 
primer mo`e da se vidi deka  

   AB  BA. 
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Ako nekoe od mno`estvata A i B e prazno mno`estvo, 
toga{ po definicija zemame i nivniot proizvod da e prazno 
mno`estvo. 

 Dva elementa (a1, b1) i (a2, b2) se ednakvi ako i samo ako 

se ednakvi me|u sebe soodvetnite komponenti, t.e. 

(a1,b1) = (a2,b2)    a1 = a2   b1= b2. 

 Poimot Dekartov proizvod mo`e na o~eviden na~in da se 
voop{ti na slu~aj od proizvolen kone~en broj mno`estva. Nie }e 
se zadr`ime samo u{te na tri mno`estva. 

 Imeno, Dekartov proizvod na tri mno`estvata A, B, 

C e mno`estvoto od site podredeni trojki (a,b,c), kade aA, 

bB  i  cC  i go ozna~uvame  AB C,  t.e. 

AB C=(a,b,c )  aA,  bB, cC . 

 

Zada~i za ve`bawe 

 1. Da se napi{at site elementi na mno`estvoto: 

a)  od site deliteli na brojot 48; 

b)   od site  zbirovi na to~kite {to mo`at da se pojavat 

pri frlaweto na dve kocki za igrawe. 

    Odg.: a) 2,3,4,6,8,12,16,24;   

b)  2,3, 4, 5, 6, 7, … , 12.  

2. Dadeni se mno`estvata: 

A = a,b,c    B = p,q,r. 

Da se opredelat mno`estvata: 

AB,  A B,  A \ B,  B \ A,  AA,  AB,  BB. 

3. Da se poka`e deka va`i: 

a) AB    AB  = B; 

b)  AB   A B  = A. 

Dokaz: a) Prvo }e pretpostavime deka AB. Od definicijata 

za unija jasno e deka BAB.  Neka xAB.  Toa zna~i deka x pripa|a 

barem na edno od mno`estvata A i B. Ako xA , toga{ spored 

pretpostavkata deka AB, sleduva deka xB,  t.e.  vo  sekoj slu~aj  xB.  



Gl. I Vovedni poimi 19

So toa, doka`ano e deka ABB, {to zaedno so BAB go 

dava ravenstvoto AB=B.  

Da poka`eme deka va`i i obratnoto, t.e. deka od AB=B 

sleduva AB. Navistina, neka xA, toga{ xAB, a od 

popretpostavkata  AB=B, sleduva deka  xB. So toa doka`avme AB. 

 Na sli~en na~in se doka`uva i  osobinata b).     

4. Da se poka`e deka: 

a)   AB  BC   AC, 

b)   AB  BC   AC, 

 v)   AB  BC   AC. 

5. Da se poka`e deka se to~ni osobinite:  

            a)   A,B  C   A  B  C; 

b)   AB  A C   AB  C; 

v)   A  (AB) = A,    A  (A  B) =  A; 

g)   A  C = B  C   i   A  C= B  C   A = B. 

 6. Neka e dadeno mno`estvoto M i neka A i B se proizvolni 

podmno`estva od M. Toga{ to~ni se osobinite: 

  a)    A  A' = M,   A A' = Ø;  

  b)   (AB )' = A'  B',   (AB)' = A' B'; 

  v)    A  B  B'  A' ; 

  g)    (A\B )' = A'  B. 

Dokaz: a) To~nosta  na  osobinite  sleduva  od  definicijata  za 

                   komplement. 

b) Poradi    sli~nost    }e    go    dok`eme    prvoto     od 

       ravenstvata. 

Neka  x(AB)'. Toa zna~i deka xM i xAB , t.e. xA i 
xB. Spored toa,  dobivame deka  xM\A=A' i xM\B=B'  pa xA'B'. 
So toa e poka`ano deka (AB)'  A'B'.  

Obratno, ako yA'B', dobivame deka yA i yB, t.e. yAB. 

Spored toa,  yM \ (AB) = (AB)'  pa  A'B ' (AB)' .  

 Analogno se izveduvaat dokazite pod v) i g) . 
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 7. Da se doka`e deka: 

  a)  A  (B  C) = (AB)  (AC ); 

b)  A  (A C ) = (AB )  (AC ). 

8. Dali e to~na osobinata 

A  (BC) = (AB)  (AC)?                Odg.:  da. 

 9. Da se opredeli P(A) ako A e mno`estvo od site prirodni 

broevi pomali od 50, koi se kvadrati od nekoi prirodni broevi. 

 10. Da se opredeli  BAB  ako  A=a,b,c,  B=x,y . 

 11. Neka A, B i C se proizvolni mno`estva. Poka`ete go 

slednoto ravenstvo: 

(AB)\C = A  (B\C). 

 12. Da se doka`e to~nosta na slednava relacija: 

A\ (B\C) = (A\B)  (AC). 

 13. Da se doka`e: 

  a) C\ (AB) = (C\A) (C\B);  (Demorganovi stavovi) 

  b) C\(AB) = (C\A)  (C\B);     "  

  v) A (A  B) = A  (AB). 

 14. Vo Dekartov koordinaten sistem da se is{rafira oblasta: 

  a) A = (x,y)   y2 < x)} {(x,y)   x2+y2 > 1, 

  b) B = (x,y)   y3 < x)} {(x,y)   x< y2 . 

 15. Opredeli go mno`estvoto C=A B, pri {to se: 

A = x   x=3n7  n<6, nN 

B = x   x=2n5  n≤3, nN 

Odg.: C=11. 

 16. Da se opredelat elementite na mno`estvata: 

A = x xR (x2 =9  2x=4);        Odg.:  A = 2,3,3. 

B =x   xR xx;                       Odg.:  B = Ø. 

C =x   xR  x+8=8.          Odg.:  C = 0. 
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3. REALNI  BROEVI 

 
 Za nas }e bidat od interes onie mno`estva ~ii elementi 
se broevi, to~ki, funkcii, intervali, krivi, povr{ini. 

 Mno`estvoto na realnite broevi so pravo mo`e da se 
smeta za najva`no vo matematikata, bidejki izu~uvaweto na 
osnovnite poimi od analizata, kako {to se, na primer: 
konvergencija, neprekinatost, diferencirawe, integrirawe 
itn., se baziraat na to~noto opredeluvawe na tie broevi. Toa 
mno`estvo mo`e da bide postapno konstruirano ako se trgne od 
mno`estvoto na prirodnite broevi. Ovde }e dademe samo kratok 
pregled na mno`estvata od broevi i zakonite na osnovnite 
operacii so niv. 

 
3. 1.  Mno`estvo na prirodni broevi 

Broevite 

1, 2, 3, … 
se vikaat prirodni broevi. Mno`estvoto na prirodnite broevi 

}e go ozn~ime so N, zna~i N =1, 2, 3, …. Mno`estvoto N e 
beskone~no. 

 Strukturata na mno`estvoto N od prirodnite broevi 
mo`e da se okarakterizira so takanare~enite Peanovi aksiomi 

(1889) (G. Peano: 18581921). 

 I. 1 e priroden broj. 

 II. Sekoj priroden broj a ima to~no samo eden sledbenik 

a+
 vo mno`estvoto na prirodnite broevi 

 III. Sekoga{ e a+1, t.e. 1 ne e sledbenik na nieden 

priroden broj. 

 IV. Od  a+=b+  sleduva  a=b,  t.e. priroden broj mo`e da 

bide sledbenik samo na eden ili nieden priroden broj. 

 V. Aksioma na matemati~ka indukcija. Sekoe podmno-

`estvo S od prirodni broevi, koe go sodr`i brojot 1 i 

sledbenikot na sekoj svoj element, gi sodr`i site prirodni 

broevi, t.e.  S = N.  

 So pomo{ na Peanovi aksiomi mo`e da se doka`at site 
svojstva na prirodnite broevi, kako i svojstvata na operaciite 
so prirodnite broevi. Nie ovde nema da se zadr`ime na tie 
dokazi. 
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 Na aksiomata V se bazira postapkata pri doka`uvawe na 

nekoi teoremi, koja se vika princip na celosna matemati~ka 
indukcija. 

 Ako vo formulacijata na nekoja teorema se pojavuva 

prirodniot broj n i ako treba da se doka`uva deka teoremata 
va`i za sekoj priroden broj, toga{ prvo se doka`uva deka 

teoremata va`i za prirodniot broj 1, a potoa od pretpostavkata 

deka va`i za prirodniot broj n se doka`uva deka va`i i za 

prirodniot broj n+1. Vo toj slu~aj se zaklu~uva deka teoremata 
va`i za sekoj priroden broj. 

 Od mnogute svojstva na prirodnite broevi }e spomeneme 
samo nekoi. 

 Pome|u dva prirodni broja n i n+p, kade pN postojat p1 

prirodni broevi. Ako p=1, toga{ p1=0, t.e. pome|u n i n+1 nema 

prirodni broevi; n i n+1 se dva sukcesivni prirodni broja. 
Zna~i, pome|u dva prirodni broja, koi ne se sukcesivni, 
postojat kone~no mnogu prirodni broevi. 

 Prirodnite broevi mo`e da bidat parni ili neparni 

Parnite broevi gi ozna~uvame so 2n, a neparnite so 2n1 (ili so 

2n+1), kade nN. 

 Prirodniot broj e prost broj ako e deliv samo sam so 
sebe i so edinica, vo sprotivno e slo`en broj. 

 Primer: Prosti broevi se 2, 3, 5, 7, 11, 13, … , a slo`eni se 

4, 6, 8, 9, 10, 12, … . 

 Za dva broja velime deka se relativno prosti ako samo 
edinicata im e zaedni~ki delitel,  vo sprotivno tie ne se 
relativno prosti. 

 Ako 

 n, m  N    n+m  N   i   n m  N, 

t.e. sumata (zbirot) i proizvodot na dva prirodni broja e 
priroden broj. Toa zna~i deka mno`estvoto na prirodnite 
broevi e zatvoreno vo odnos na operaciite sobirawe i mno`ewe. 
Toa ne e slu~aj so operaciite vadewe i delewe. 

 Ako  n, m  N,  toga{ 

  nm  N samo ako  n>m, a 

m

n
 N  samo ako  n  e deliv so  m. 
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 Operacijata vadewe né prisiluva da gi vovedeme nulata i 
negativnite broevi, a deleweto da gi vovedeme dropkite 
Potrebata od takvo pro{iruvawe na mno`estvoto broevi se 
pojavuva, isto taka, pri mereweto na nekoi geometriski i 
fizi~ki golemini. 
 

3. 2.  Mno`estvo na celi broevi 

 
 Mno`estvoto na celi broevi 

 … , n,  …,  3, 2, 1, 0, 1, 2, 3, … , n, …  

kratko go obele`uvame so Z. Mno`estvoto na celite broevi Z e 
beskone~no mno`estvo. 

 Operaciite sobirawe, vadewe i mno`ewe mo`e neograni-

~eno da se izveduvaat vo mno`estvoto Z. 

 Ako aZ, o~igledno e deka a i a+1 se dva sukcesivni 

elementa na mno`estvoto Z. Isto taka, o~igledno e deka me|u dva 

elementa od mno`estvoto Z, koi ne se sukcesivni, se nao|aat 
kone~no mnogu elementi od istoto mno`estvo. 

 Prirodnite broevi gi vikame i celi pozitivni broevi i 

vo toj slu~aj pi{uvame N= Z +;  ako stavime  

Z  =  … , n,  …,  3, 2, 1 

imame 

Z = Z +    Z   0. 
 

3. 3  Mno`estvo na racionalni broevi 
 

 Neka se 

p, qZ, kade {to  q0. 

 Da se podeli p so q zna~i da se najde tret broj x, taka {to 
da bide 

q x = p. 

 Brojot x ednozna~no postoi vo mno`estvoto Z samo ako p e 

sodr`atel na brojot q, t.e. ako p=mq, kade mZ. Vo sprotivno 

brojot x ne postoi vo mno`estvoto Z, zatoa sme prisileni da vo-

vedeme broevi od vid 
q

p
, t.e. dropki. Sekoj broj od oblik 

q

p
, kade 

p, qZ, q0, go vikame racionalen broj.  
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Mno`estvoto od site racionalni broevi go ozna~uvame so 

Q. Sekoj cel broj a e racionalen broj, za{to mo`e da se 

pretstavi vo oblik 
1

a
, kade {to aZ. Spored toa, mno`estvoto 

na racionalnite broevi go so~inuvaat: site pozitivni i 
negativni celi broevi, nulata i site pozitivni i negativni 
dropki. Bidejki sekoja dropka mo`e da se napi{e vo oblik na 
kone~na ili beskone~na decimalna periodi~na dropka,  mo`eme 
da ka`eme deka mno`estvoto na racionalnite broevi go 
so~inuvaat: site celi broevi, nulata, site kone~ni i site 
beskone~ni periodi~ni decimalni dropki. 

 Ako e q=0, a p0, toga{ ne postoi broj x koj bi ja 

zadovolil ravenkata qx=p, t.e. nema smisla da se deli so broj koj  

e nula.  Ako e q=0 i p=0, toga{ ravenkata qx=p }e bide 

zadovolena so koj i da e broj, toa zna~i deka deleweto na 0 so 0 e 
neopredeleno. 

 Vo mno`estvoto na racionalnite broevi neograni~eno 
se izvodlivi operaciite sobirawe, vadewe, mno`ewe i delewe, 
so isklu~ok na delewe so nula. Zatoa spomnatite operacii se 

vikaat racionalni operacii.  

]e  poka`eme deka mno`estvoto na racionalni broevi  
nasekade e gusto, t.e. me|u koi i da bilo dva racionalni broja a i 

b (a<b) mo`e da se najde barem eden racionalen broj, a spored toa 
i beskone~no mnogu racionalni broevi. 

Navistina, ako na dvete strani od neravenstvoto a<b prvo 

dodademe a, a potoa b gi dobivame soodveno neravenstvata: 

     a+a < a+b,         a+b < b+b, 

       2a < a+b,          a+b < 2b, 

         a <
2

ba 
;     

2

ba 
<b. 

 Od ovie dve neravenstva sleduva: 

a < 
2

ba 
 < b. 

 Zna~i, me|u dvata racionalni broja a i b ima racionalen 

broj   a1 =
2

ba 
, taka {to 

a < a1 < b. 



Gl. I Vovedni poimi 25

  
Na ist na~in, kako i vo prethodniot slu~aj se dobiva: 

a < 
2

1aa 
 < a1.    i    a1 < 

2
1 ba 

 < b, 

ili 

          a < a2 <  a1      i   a1 <  b1 < b, 

kade {to 

           a2 = 
2

1aa 
,      b1 = 

2
1 ba 

, 

t.e. 

a < a2 < a1 < b1 < b. 

 Istata postapka mo`e da se primeni neograni~eno mnogu 
pati i taka da se dobivaat neograni~eno mnogu racionalni 

broevi koi {to se pomali od brojot b, a pogolemi od brojot a. So 
toa go doka`avme spomenatoto tvrdewe. 

 Vrz osnova na ova doka`ano tvrdewe, sleduva deka vo 
mno`estvoto racionalni broevi ne postojat dva sukcesivni 
broja. 

 

3. 4.  Mno`estvo na iracionalni broevi 
 
Broevite, obi~no, se koristat za merewe na razli~ni 

golemini, na primer, za merewe na otse~ki. Eden ednostaven 
problem za izmeruvawe vo elementarnata geometrija poka`al 
deka za negovo re{avawe ne se dovolni racionalnite broevi. 
Stanuva zbor za merniot broj na dijagonalata na kvadratot. 

Ako zememe kvadrat  so strana ~ija dol`ina e 1, toga{ za 

dol`inata na negovata dijagonala d imame  d 2 =2, t.e. d = 2 . ]e 

poka`eme deka ne postoi racionalen broj ~ij {to kvadrat  e 2. 

Da pretpostavime sprotivno, t.e. deka 

2 =
q

p
              (1) 

i deka p i q se relativno prosti (vo sprotivno mo`eme da ja 
skratime dropkata). Od pretpostavenata relacija sleuva: 

p2=2q2, 
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a od ovaa relacija sleduva deka p e paren broj, t.e. deka p=2k, kade 

kN, pa zatoa 

4k2 = 2q2 

ili 

q2 = 2k2. 

 Od poslednata relacija sleduva deka q e paren broj, t.e. 

q=2m, kade mN. Taka p i q imaat zaedni~ki delitel 2, {to e 

sprotivno so pretpostavkata deka p i q se relativno prosti 
broevi. Zatoa pretpostavenata relacija (1) mora da otpadne i da 
ostane  

2  
q

p
     ili    2 Q. 

 So cel da mo`e sekoja otse~ka da se izmeri i da se 
izveduvaat operaciite stepenuvawe so racionalen stepenov 
pokazatel, logatitmuvawe i re{avawe na nekoi algebarski 

ravenki, nu`no e mno`estvoto Q od racionalni broevi da se 
pro{iri, t.e. da se vovedat iracionalnite broevi. Sekoj broj 
{to ne e racionalen  vikame deka e iracionalen, t.e. sekoj broj 

{to ne mo`e da se pretstavi vo oblik 
q

p
, kade p, qZ i q 0 e 

iracionalen broj. Sekoj iracionalen broj mo`e da se pretstavi 
vo  oblik  na  beskone~na neperiodi~na decimalna  dropka 

( 2 =1,4142 …  ;   = 3,1415 … ). Mno`estvoto na 

iracionalnite broevi go ozna~uvame so I. 

 

3. 5.  Svojstva na realnite broevi 
 

 Mno`estvoto na site racionalni i iracionalni broevi 

go vikame mno`estvo na realnite broevi i go ozna~uvame so R. 

 Vo mno`estvoto na realnite broevi neograni~eno mo`e 
da se izveduvaat operaciite: sobirawe, vadewe, mno`ewe i 
delewe, so isklu~ok, delewe so nula. 

 ]e izneseme nekoi osnovni svojstva {to va`at vo 
mno`estvoto na realnite broevi, poznati od elementarnata 
matematika. 
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10 Svojstvo na podreduvawe 

Mno`estvoto na realnite broevi e podredeno mno`estvo. 

Me|u koi i da bilo dva realni broja a i b sekoga{ postoi samo 
edna od slednive relacii: 

a < b,    a = b,    a > b, 
pritoa, vikame deka za realnite broevi va`i zakonot za 
trihotomija. 

 Isto taka i vo mno`estvoto na prirodni, celi, racio-
nalni i iracionalni broevi va`i zakonot za trihotomija. 

 Ako 

         a < b    b < c      a < c, 

ova svojstvo se vika tranzitivnost na relacijata za 
podreduvawe < . 

 So pomo{ na relacijata  <  mo`e da se opredeli i druga 

relacija    na sledniov na~in: 

        a  b    (a<b    a=b), 

(t.e. a ne e pogolemo od b). 

 Relacijata < }e ja vikame relacija za striktno podre-

duvawe na R, a relacijata      relacija za poreduvawe na R. 

 Relacijata    gi ima slednive osobini: 

  1)   aR,  a a                      (refleksivnost), 

 2)  a  b    b  a     a = b   (antisimetri~nost), 

3)  a  b   b  c      a  c    (tranzitivnost). 

20
 Svojstva na opracijata sobirawe 

Za sekoi dva realni broja a i b, sekoga{ kako zbir na ovie 

dva broja postoi samo eden broj, koj se obele`uva so  a+b. 

]e izneseme nekoi osnovni svojstva za operacijata sobi-
rawe koi ni se dobro poznati. 

21. Komutativen zakon. Za sekoi dva broja a i b to~no e 

a + b  =  b + a. 

22. Asocijativen zakon. Za sekoi  tri broja a, b i c va`i 

(a+b) + c  =  a + (b+c). 
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23. Neutralen element. Postoi broj ozna~en so 0 i 

nare~en nula, takov {to za sekoe aR 

a + 0 = a. 

   Posledica 1. Brojot {to go ima svojstvoto na nulata e 

edinstven. 

Navistina, da pretpostavime deka postojat dve nuli, 0 i 0', 
takvi {to 0+0'=0 i 0'+0=0'. Od osobinata 21 sleduva, levite 
strani od ovie dve ravenstva se ednakvi, pa ednakvi se i desnite, 

t.e. 0=0'. 

24. Sprotiven element. Za sekoj broj aR, postoi broj 

ozna~en so  a,   aR  i nare~en sprotiven na a, takov {to 

a + (a)  =  0. 

Posledica 2. Broj sprotiven na dadeniot e edinstven.  

Da pretpostavime deka brojot a ima dva sprotivni broja b 

i c, takvi {to  a+b=0 i a+c=0. Od prvoto od ovie ravenstva 

sleduva  0+c =(a+b)+c = c, t.e. 

b = 0+b = (a+c)+b = a+(c+b) = a+(b+c) = (a+b)+c = 0+c = c. 

Posledica 3. Za sekoj broj a 

(a) = a.  

 Vrskata me|u operacijata sobirawe i relacijata za 

podreduvawe na R e opredelena so slednava osobina: 

 25. Ako e  a<b,  toga{ za sekoj broj  c 

     a+c < b+c          (zakon za monotonija). 

 Za sekoi dva realni broja a i b ravenkata a+x=b ima 

re{enie x=b+(a) {to e ednozna~no opredeleno, x e razlika na 

broevite b i a i se ozna~uva so ba. 

Osobinite od 21 do 24  poka`uvaat deka mno`estvoto na 
realnite broevi vo odnos na operacijata sobirawe e 
komutativna (Abelova ) grupa. Isto taka, i mno`estvoto na 
celite i racionalnite broevi se Abelovi grupi vo odnos na 
sobirawe. 

Za mno`estvoto M velime deka ima struktura na grupa vo 
odnos na operacijata sobirawe ( ili nekoja druga operacija) ako 

za koi i da bilo elementi a, b i c od toa mno`estvo va`i: 
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1.  asocijativen zakon 

a+(b+c)  =  (a+b)+c; 

2.  postoi neutralen element  0 

a+0  =  0+a  =  0; 

3.  za sekoj element a  postoi  inverzen  element na 

a, a, koj pripa|a na M, t.e. 

a+(a) = (a)+a = 0. 

(Dokolku za taa operacija va`i i komutativen zakon  

4.  a+b = b+a, 

toga{ za mno`estoto M velime deka e komutativna ili Abelova 

grupa vo odnos na taa operacija). 
 

 30 Svojstva na operacijata mno`ewe 

 Za dva realni broja a i b sekoga{ kako proizvod na ovie 

broevi postoi samo eden realen broj, koj se obele`uva so ab. 
Proizvodot na realnite broevi gi ima slednive osnovni 
svojstva: 

 31. Komutativen zakon. Za sekoi dva broja  a  i  b 

ab = ba; 

32. Asocijativen zakon.  Za sekoi tri broja a, b i c 

a(bc) = (ab)c; 

 33. Neutralen element. Postoi broj, ozna~en so 1, 1R, 

koj se vika edinica (neutralen element), takov {to 10 i za 

sekoj a 

a1 = a; 

 34. Inverzen element. Za sekoj broj a0, postoi edinstven 

broj ozna~en so 
a

1
,  nare~en inverzen na dadeniot,  takov {to 

a 
a

1
=1. 

 Vrskata pome|u relacijata za podreduvawe i operacijata 

mno`ewe vo R e opredelena so slednava osobina: 
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 35. Ako  a < b i  c>0, toga{  ac < bc (zakon za monotonija). 

Ako pak  c<0,  toga{  ac >bc. 

 Kako i pri sobiraweto od ovie nabroeni osobini mo`e 
da se dobijat interesni posledici, kako: edinicata i inverzniot 

element za a 0 se ednozna~no opredeleni.  

 Za sekoi  a,bR, pri {to a0, ravenkata ax=b e ednoz-

na~no re{liva vo R; re{enieto x=b
a

1
, odnosno, kako {to e 

voobi~aeno, se ozna~uva so  
a

b
, i }e go vikame koli~nik na b so a. 

Mno`estvoto na realnite broevi vo odnos na 

operacijata mno`ewe ne e grupa, zatoa {to elementot 0R nema 

inverzen. No, ako go zememe mno`estvoto R*=R \0, toga{ 
mno`estvoto e komutativna grupa vo odnos na oeracijata 

mno`ewe (Abelova multiplikativna grupa).  
 

40 Vrska me|u operaciite sobirawe i mno`ewe 

Razgleduvaweto na mno`estvoto od realni broevi R kako 
mno`estvo so dve operacii ima smisla samo ako me|u operaciite 
postoi nekoja vrska. Taa e opredelena na sledniov na~in: 

Za sekoi tri broja a, b i c va`i: 

a(b+c) = ab + ac 

{to  e distributiven zakon na mno`eweto vo odnos na 
sobiraweto. 

 So ogled na komutativnosta na operaciite sobirawe i 
mno`ewe, od ovaa osobina sleduva deka va`i i osobinata: 

(a+b)c  =  ac + bc. 

 Posledica. Za sekoi tri broja a, b i c od R va`i 

a(bc)  =  ab ac. 
 Navistina, 

a(bc) = a(bc) + ac  ac = a(bc+c)  ac = ab  ac. 

 Mno`estvata na racionalnite i raelnite broevi po odnos 
na operaciite sobirawe i mno`ewe gi vikame soodvetno pole na 
racionalni i pole na realni broevi. 
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 Za edno mno`estvo M velime deka e pole vo odnos na 
operaciite sobirawe i mno`ewe (ili nekoi drugi dve operacii), 
ako: 

 10 mno`estvoto M e komutativna grupa vo odnos na 
operacijata sobirawe; 

 20
  mno`estvoto M*=M\0 (0neutralen element za sobi-

rawe) e komutativna grupa vo odnos na operacijata mno`ewe; 

 30 operacijata mno`ewe e distributivna vo odnos na 

operacijata sobirawe, t.e. za koi i da bilo a, b, cM va`i 
identitetot  

a(b+c) = ab + ac.  

 50 Arhimedova aksioma 

 Za sekoj realen broj  a  postoi priroden broj  n takov,  

{to  n > a. 

 Od ovaa aksioma sleduva, ako a i b se koi i da bilo 

pozitivni realni broevi, 0<a<b, toga{ postoi priroden broj n 

takov, {to  na>b, t.e. sobirajki go brojot a dovolen broj pati, 

sekako deka toj }e go nadmine brojot b. 

 Navistina, bidejki a0, postoi koli~nik 
a

b
, za kogo, 

spored   iska`anata  aksioma,  mo`e  da  se  najde  priroden  broj 

n >
a

b
,  od kade {to sleduva  na >b. 

 Ova svojstvo ja ima geometriskata interpretacija: ako 

imame dve otse~ki so dol`ina a i b, toga{ nanesuvajki ja 
pomalata otse~ka na pogolemata po kone~en broj nanesuvawa }e 

izleze od granicite na pogolemata otse~ka.  

 

60 Svojstvo na neprekinatost na realnite broevi 

Site nabroeni svojstva za podredenost, sobirawe, 
mno`ewe i Arhimedovata aksioma gi ima i mno`estvoto na 
racionalnite broevi. Mno`estvoto na realnite broevi ima 
u{te edno svojstvo, nare~eno svojstvo na neprekinatost na 
realnite broevi vo smisla na Kantor, {to nie ponatamu }e go 

vikame Kantorova aksioma. Pred da go formulirame svojstvoto 
za neprekinatost, }e vovedeme nekolku poimi. 
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1. Ako a i b se dadeni realni broevi, a  b, mno`estvoto 

od site realni broevi x, takvi {to axb, se vika otse~ka 
(segment) ili zatvoren interval i se ozna~uva so simbolot 

 b,a . Ako a=b, segmentot  a,a  se sostoi samo od edna to~ka, 

to~kata a. 

2. Sistemot  segmenti (otse~ki) 

 11 b,a ,   22 b,a ,  …  ,   nn b,a ,  … 

se vika sistem vlo`eni segmenti, ako 

a1    a2    a3    …   an   …   bn    …    b2    b1. 

 3. Dol`inata na segmentite  nn b,a , n = 1, 2, … od 

sistemot vlo`eni segmenti se stremi kon nula koga n raste, 

ako za sekoj realen broj >0 postoi priroden broj n0 takov {to 

za  sekoj  n>n0  da va`i neravenstvoto  bnan . 

 Princip na vlo`eni segmenti (Kantorova aksioma). Za 
sekoj sistem vlo`eni segmenti postoi barem eden realen broj 
{to im pripa|a na site segmenti od sistemot. 

 Teorema 1. Za sekoj sistem od vlo`eni segmenti, ~ija 
dol`ina se stremi kon nula, postoi edinstven broj koj pripa|a 
na site segmenti od dadeniot sistem. 

 Dokaz: Neka e  nn b,a , n=1, 2, … zadaden sistem od vlo`e-

ni segmenti ~ija dol`ina se stremi kon nula. Spored Kanto-
rovata aksioma postoi barem eden broj koj pripa|a na site 
segmenti od sistemot. ]e doka`eme deka toj broj e edinstven. 

Neka pretpostavime deka postojat dva razli~ni broja x i y, koi 

pripa|aat na site segmenti i neka  x< y  (crt. 1.11). 

 

 

Crt.  1. 11 

Za ovie dva broja }e va`i: 

an     x    bn    i  an    y    bn,   n = 1, 2, … . 

Od neravenstvoto  y  bn  i  x an  so sobirawe se dobiva 

yxbnan. Za proizvolno >0 postoi priroden broj n0 takov {to 

za site nn0 e ispolneto neravenstvoto bnan<, od kade se dobiva  
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yx< .  Stavajki =yx (bidejki  be{e proizvolno), dobivame 

yx<yx, {to e protivre~nost. Od toa se dobiva deka 
pretpostavkata za postoewe na dva razli~ni broja, koi pripa|aat 

na site segmenti od sistemot  nn ba , , e protivre~na. So toa 

teoremata e doka`ana. 

 So svojstvoto na neprekinatost na realnite broevi se 
sretnuvame vo praktikata. Pri izmeruvaweto na nekoi fizi~ki 
golemini (temperatura na telo, dimenzii na telo itn.), sekoga{ 
dobivame pribli`ni vrednosti so pogolema ili pomala to~nost. 
Ako pri izmeruvaweto se dobivaat nizi od vrednosti koi ja 
davaat vrednosta na izmeruvanata golemina so kusok ili so 
vi{ok i sekoe sledno merewe se izvr{uva so pogolema to~nost, 
toga{ dobivame niza od vlo`eni segmenti. Svojstvoto na 
neprekinatost na realnite broevi né uveruva vo toa deka 
izmerenata golemina, ima opredelena vrednost koja se nao|a me|u 
pribli`nite vrednosti so kusok i so vi{ok. 

 Svojstvata od 10 do 50  gi imaat ne samo realnite broevi 

(na primer gi imaat i racionalnite broevi), a svojstvoto 60, t.e.  

svojstvoto za neprekinatost go imaat realnite broevi, a racio-
nalnite broevi, pak, go nemaat toa svojstvo.  

 Na primer, ako ja zememe nizata racionalni otse~ki 

 2;1 ,    5141 ,;, ,    2,;, 41411 ,    15,;, 414141 , … , 

t.e. niza od mno`estva racionalni broevi koi pripa|aat na 

otse~kite so kraevi  an  i  bn, n= 1, 2, … , koi se vrednosti na 2 , 

presmetani so kusok i so vi{ok, so to~nost od 
n10

1
, n=1, 2, …, 

o~igledno ne postoi racionalen broj koj pripa|a na site tie 

otse~ki. Takov broj bi mo`el da bide samo 2 , a toj ne e 

racionalen broj. 

 Za realnite broevi mo`eme da ja iska`eme slednava 
definicija:  mno`estvoto elementi, koi gi imaat svojstvata 

od 10
 do 60

, se vika mno`estvo realni broevi. Sekoj element od 
toa mno`estvo se vika realen broj. 

 Site drugi svojstva na realnite broevi mo`at po 
deduktiven pat da se dobijat kako posledici od osnovnite, t.e. od 

onie {to gi nabrojavme dosega.  
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3. 6. Brojna prava 

 Neka e izbrana edna prava   i na nea dve to~ki O i A1. 

 
 

 Ako otse~kata 1OA   ja premestuvame desno po pravata, 

po~nuvajki od O }e gi dobieme so red otse~kite 1OA , 2OA  ,  itn. 

Na to~kata O í ja pridru`uvame nulata, a na to~kata A1 

edinicata; na to~kata A2 brojot dva itn. Ako istoto go 

napravime levo od to~kata O se dobivaat otse~kite  

'1OA , '2OA , …, 'nOA ,  …  . 

Sega na to~kite A1', A2', …, An', … im gi pridru`uvame 

soodvetno broevite  1, 2, …, n, … . 

 Na toj na~in na celite broevi  im pridru`uvame to~ki od 
pravata. Isto taka, na sekoj racionalen broj mo`eme da mu 
pridru`ime po edna to~ka od pravata.  

 Neka x e koj i da bilo racionalen broj, t.e.  x=
q

p
 , odnosno 

         x:1 = p:q              (1) 

 Niz to~kata O od pravata   da povle~eme proizvolna 

prava m i na nea po~nuvaj}i od to~kata O  da gi naneseme 
dol`inite 

1OAOP  p    i   1OAOQ  q  

( p > 0,  q > 0 ), (crt. 1.12.). 

O~igledno  

OMP  OA1Q, 

od kade {to sleduva: 

           OQ:OPOAOM 1 : , 

        Crt. 1. 12            
111 OA:OAOAOM  qp: , 

        OM  : 1 = p : q.           (2) 
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 Od (1) i (2) sleduva: OM = x, t.e. na brojot 
q

p
 mu odgovara 

to~kata M. Za ovie to~ki velime deka se racionalni to~ki. 

 So mno`estvoto racionalni to~ki ne se iscrpeni site 
to~ki od pravata, iako  sekade  gusto  se rasporedeni.  Na primer, 

na iracionalniot broj 2 lesno mo`e da mu pridru`ime to~ka 

od pravata. Taa to~ka ne e raci-

onalna to~ka, zatoa {to 2  ne e 

racionalen broj (crt. 1.13.). Voop{to 
na mno`estvoto na iracionalnite 
broevi im gi pridru`uvame  site  
to~ki   koi  ne se racionalni. 

     Crt. 1. 13.   

 Mno`estvoto iracionalni to~ki kako i mno`estvoto 
iracionalni broevi e nasekade gusto. 
 So mno`estvoto na realnite broevi se iscrpuvaat site 
to~ki od pravata, taka {to na sekoj realen broj mu odgovara samo 
po edna to~ka od pravata, i obratno, na sekoja to~ka od pravata í 
odgovara samo eden realen broj. Velime deka pome|u mno`estvo-

to na realnite broevi R i to~kite od pravata postoi zaemno 
ednozna~na korespondencija. 

 Pravata na koja sme izbrale po~etna to~ka, edinica 
merka za dol`ina, i na sekoja to~ka sme í pridru`ile realen 
broj, se vika brojna prava (brojna oska). 

 Mno`estvoto na realnite to~ki se vika geometriski 
linearen kontinuum na to~ki, a mno`estvoto realni broevi se 
vika aritmeti~ki linearen kontinuum na broevi. 

3. 7.  Granici na brojni mno`estva 

 Neka A e mno`estvo od realni broevi, t.e. A e neprazno 

podmno`estvo od R. 

 Za mno`estvoto A velime deka e ograni~eno odozgora, 

ograni~eno od desno ili majorirano ako postoi realen broj M, 

takov {to aM za sekoj broj aA. Brojot M se vika gorna 
granica, desna granica ili majorant za mno`estvoto A. 

 Za mno`estvoto A velime deka e ograni~eno odozdola, 

ograni~eno od levo ili minorirano ako postoi realen broj m, 

takov {to ma za sekoe aA. Sekoj  realen  broj so toa svojstvo 

se vika dolna granica, leva granica ili minorant za 

mno`estvoto  A. 
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Primer 1. Mno`estvoto 

A = 








...,,,,
4

1

3

1

2

1
1  

e ograni~eno od ozgora so edinica ili koj i da bilo broj {to e pogolem 
od edinica. Toa mno`estvo e ograni~eno i odozdola so nula ili koj i da 
bilo negativen broj. 

 Ako mno`estvoto e ograni~eno odozgora i odozdola, go 
vikame ograni~eno mno`estvo. 

 Ako mno`estvoto e ograni~eno odozgora, toa ima 
beskone~no mnogu gorni granici, zatoa {to sekoj broj {to e 
pogolem od edna negova gorna granica, isto taka e negova gorna 
granica. 

 Isto taka mno`estvoto koe e ograni~eno odozdola ima 
beskone~no mnogu dolni granici. 

 Najmalata gorna granica c na mno`estvoto A, ako 

postoi, se vika supremum na A ili gorna me|a i se ozna~uva so 

sup A = c. 

 Ako mno`estvoto ima supremum i ako toj mu pripa|a na 

mno`estvoto A, toga{ toj se vika najgolem element na A. 

 Definicijata za supremum mo`e da se iska`e i na 
sledniov na~in: 

 brojot c e supremum na mno`estvoto A ako se ispolneti 
slednive dva uslova: 

1) c e majorant na mno`estvoto A,  t.e. ac za sekoj aA,  
i 

2) za sekoj realen broj >0 postoi barem eden broj  xA,   

takov {to  c < x. 

 Ovie definicii za supremum se ekvivalentni, zatoa {to 

uslovot 1) iska`uva deka c e gorna granica na mno`estvoto A, a 

uslovot 2) ozna~uva deka nitu eden broj pomal od c (c<c, za 

sekoj ) ne e gorna granica za mno`estvoto A, t.e. deka c e 

najmalata gorna granica na A. 

 Najgolemata dolna granica m na mno`estvoto A se vika 

infimum na A i se ozna~uva so   m = infA. 

 Ako mno`estvoto A ima infimum i toj mu pripa|a na 

mno`estvoto A,  toga{ toj se vika najmal element na A. 
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Definicijata za infimum mo`e da se iska`e i na 

sledniov na~in: 

 brojot m e infimum na mno`estvoto A ako gi ispolnuva 
slednive uslovi: 

1) m e minorant na mno`estvoto A,  t.e.  a  m za sekoj 

aA, 

i 

2) za sekoj proizvolen broj postoi barem eden broj 

xA takov {to  x < m+

Primer 2. Mno`estvoto od site ~isti dropki 

             A = 






  nmNn,m

n

m
;  

e ograni~eno mno`estvo 

sup A = 1,     inf A = 0, 

me|utoa, nema nitu najgolem, nitu najmal element, zatoa {to 1 i 0 ne mu 

pripa|aat. 

 Primer 3. Segmentot  72, =M e majorirano i minorirano 

mno`estvo; 7 e supremum, a 2 e infimum. Bidejki 2 i 7 pripa|aat na 

mno`estvoto M,  tie gi pretstavuvaat najmaliot i najgolemiot element 

na toa mno`estvo M. 

 Neka S i T  se neprazni mno`estva od realni broevi, 
toga{ to~no e: 

a) inf (S) =  sup S, 

b) sup (S) = inf S, 

v) sup (S+T ) = sup S + sup T, 

g) inf (S+T ) = inf S + inf T, 

pri pretpostavka deka inf S,   supS,   inf T  i  sup T  postojat.  

 Ako mno`estvoto A ne e ograni~eno odozgora (ne e 

majorirano), t.e. nieden realen broj ne e majorant na A, pa 

izgleda besmisleno da se zboruva za najmala gorna granica na A. 
Me|utoa, po definicija, }e velime deka supremum na toa 

mno`estvo e +. 

 Analogno ako mno`estvoto A ne e ograni~eno odozdola }e 

smetame, po definicija, deka  inf A = . 
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 Teorema 2. (za egzistencija na supremum odnosno 
infimum).  Sekoe neprazno majorirano mno`estvo A od realni 
broevi ima supremum. Sekoe neprazno minorirano mno`estvo od 
realni broevi ima infimum. 

 Dokaz: Mno`estvoto A e neprazno, pa postoi barem eden 

element  aA, a toa e majorirano, pa postoi barem eden majorant 

b na A. Od toa {to b e majorant na A, sleduva a<b. Mo`eme da go 

formirame segmentot  b,a  vo koj se nao|a barem eden element od 

A i za sekoj element x od A  va`i x b. Razdeluvajki go segmentot  

 b,a  na polovina, dobivame dva segmenta 





 

2

ba
,a     i   



 

b,
ba

2
. 

Ako vo desniot segment ima barem eden element od A, toga{ ovoj 

segment }e go ozna~ime so  11 b,a ; ako pak vo nego nema nieden 

element od A, toga{ so  11 b,a  }e go ozna~ime leviot segment. 

Segmentot  11 b,a  sodr`i elementi od mno`estvoto A i celoto 

mno`estvo e nalevo od b1,  t.e. (x b1)(  xA  ). Potoa segmentot   

 11 b,a  }e go razdelime na polovina, so {to dobivame dva 

segmenta: 





 

2
11

1

ba
,a     i  



 

1
11

2
b,

ba
. 

So  22 b,a  }e go ozna~ime desniot segment ako vo nego ima 

barem eden element od A; ako pak vo nego nema nieden element od 

A, toga{ so   22 b,a  }e go ozna~ime leviot segment i pri toa pak 

imame  x b2  za sekoj  xA. 

 Neka so ovaa postapka e dobien segmentot  nn b,a . 

Razdeluvaj}i go na polovina, dobivame dva segmenta. Ako vo 

desniot ima barem eden element od A, toga{ nego }e go ozna~ime 

so  11  nn b,a , a ako nema nieden element od A, toga{ so  11  nn b,a  

}e go ozna~ime leviot segment. 

 Na ovoj na~in se dobiva sistem od vlo`eni segmenti 

 11 b,a ,    22 b,a , … ,  nn b,a , … 

koj gi ima slednive svojstva: 
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a) x bn   za koj i da bilo n =1, 2, … i za koj i da bilo xA; 

 b) vo  segmentot  nn b,a   za sekoj  n=1, 2, …  ima barem 

eden element od A. 

 Dol`inata na segmentot  nn b,a  (n=1, 2, …) 

bn  an = 
n

ab

2


 

se stremi kon nula koga n raste. 

 Navistina, neka  e proizvolen izbran realen broj. 

Spored Arhimedovata aksioma, postoi priroden broj n, takov 

{to za sekoj priroden broj n n0 da va`i neravenstvoto 

n > 

 ab

     t.e.      
n

ab 
 < 

Bidejki 

2n = (1+1)n =1+ n +   
2

1)( nn
  + … >  n, 

dobivame 

n2

1
  <  

n

1
  za sekoj  n = 1, 2, …  . 

 Spored toa, za sekoj  n>n0 va`i: 

n

ab

2


  <   

n

ab 
  < 

a toa zna~i deka dol`inata bn  an  na segmentot  nn b,a  se stremi 

kon nula koga n raste. 

 Spored Kantorovata aksioma i teoramata 1, postoi edin-

stvena to~ka c koja mu pripa|a na sekoj od segmentite  nn b,a   za 

n= 1, 2, … . Tvrdime c = supA. 

 Da doka`eme prvo deka c e majorant na A, t.e. x c  za sekoj 

xA. Zatoa }e go pretpostavime sprotivnoto t.e. deka postoi 

to~ka d A, takva {to d>c. Bidejki  bnan  se stremi kon nula 

koga  n  raste, postoi  n0 N  takvo {to 

0nb 
0na  < d c 



MATEMATIKA I 40

t.e. 

0nb < d (c
0na ). 

Bidejki c 
00 nn b,a    pa  c

0na  0 i zatoa  d(c
0na )<d, t.e. 

sleduva deka   
0nb < d, {to protivre~i na svojstvoto a)  pa zna~i 

ne postoi  element  d  vo  A  takov {to  c<d,  t.e. c e majorant na A. 

 Sega }e poka`eme deka c e najmaliot majorant na A, t.e. za 

sekoj  >0, postoi  x A, takov {to  c< x. 

 Neka >0 e proizvolno izbran broj. ]e go izbereme n0 

taka {to  
0nb 

0na <. Poradi svojstvoto b), postoi x A, takov 

{to  x  
00 nn b,a , a spored doka`anoto  x< c,  taka {to 

0na    x <  c   
0nb , 

a od toa neravenstvo dobivame: 

cx   
0nb 

0na  <     t.e.     c< x. 

So toa doka`avme deka  c = sup A. 

Za egzistencija na infimum na nepraznoto minorirano 

mno`estvo  A dovolno e da se razgleda mno`estvoto:      

S =  Axx  , 

koe e majorirano  mno`estvo i za nego va`i prethodno doka`a-
noto, t.e.  

inf A = sup S. 

So toa teoremata 2 e doka`ana. 

 

3. 8. Apsolutna vrednost na realnite broevi 

 Aposolutnata vrednost na realniot broj a ja 

ozna~uvame so a  i ja definirame na sledniov na~in: 

a = 













.aa

a

aa

0

00

0

za

za

za

 

Zna~i,  sekoga{ e  a   0. 
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]e spomeneme za nekoi svojstva na apsolutnata vrednost: 

 10 Apsolutnata vrednost od zbirot na dva realni broja 
ne e pogolema od zbirot na apsolutnite vrednosti na tie 
broevi, 

baba  ; 

20 Apsolutnata vrednost od razlikata na dva realni 
broja ne e pomala od razlikata na apsolutnite vrednosti na 
tie broevi, 

baba  ; 

 30 Apsolutnata vrednost od proizvodot na dva realni 
broja ednakva e na proizvodot od apsolutnite vrednosti na 
tie broevi, 

baba  ; 

 40 Apsolutna vrednost od koli~nikot na dva realni 
broja ednakva e na koli~nikot od apsolutnite vrednosti na 
tie broevi, 

b

a

b

a
 ,       b0. 

 ]e go doka`eme svojstvoto pod 10. 

  11 .  Neka   a > 0,   b > 0, toga{ 

bababa  ; 

12 .  Neka   a < 0,   b< 0, toga{ 

      babababa  ; 

13 .  Neka   a > 0,   b< 0,   a+b>0, toga{ 

  bababababa  ; 

  14 .  Neka   a > 0,   b< 0,    a+b<0, toga{ 

    babababababa  . 

 Vrz osnova na seto gore izneseno sleduva to~nosta na 
svojstvoto 10. 



MATEMATIKA I 42

 
 ]e podvle~eme deka relacijata 

x  < a 

zna~i isto {to i  

a < x < a. 
Isto taka 

ax      r 

zna~i isto {to i 

r  xa  r, 
odnosno isto {to i 

ar   x  a+r. 

 

3. 9.  Intervali 
 

 Vo ponatamo{noto izu~uvawe }e se koristime so nekoi 
podmno`estva od realnite broevi. 

 1.  Neka se a, bR (a<b). Mno`estvoto od site realni 

broevi x koi ne se pomali od a ni pogolemi od b, t.e. koi ja 
zadovoluvaat relacijata 

a   x  b 

se vika zatvoren interval (segment) i go ozna~uvame  b,a . 

 2. Ako broevite a i b ne pripa|aat na intervalot, t.e. 

ako e 

a < x < b, 

toga{ velime deka intervalot e otvoren i go ozna~uvame so 
(a,b). 
 3. Ako brojot a pripa|a na intervalot, a b ne pripa|a, 

t.e. ako e 

a  x <b, 

se vika deka intervalot e odlevo zatvoren, a oddesno otvoren i 

go ozna~uvame so  b,a . 

 Isto taka, intervalot e odlevo otvoren, a oddesno 

zatvoren, ako brojot a ne pripa|a, a brojot b pripa|a na 
intervalot, t.e. ako e  

a<x  b 
i go ozna~uvame so  b,a . 
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4. Mno`estvoto na site realni broevi koi ne se pomali 

od brojot a pretstavuva interval koj se ozna~uva so 

 ,a     t.e.     a  x < +. 

Ako e a<x<+ ,  intervalot }e go ozna~ime so (a, +  ). Vo 
prviot slu~aj intervalot e otvoren oddesno,  a vo vtoriot slu~aj  
intervalot e otvoren i odlevo i oddesno. 

5. Mno`estvoto na site realni broevi koi ne se pogolemi 

od brojot a }e pretstavuva interval {to }e go ozna~uvame so 

 a,     t.e.     < x  a. 

Ako e   < x < a,  intervalot }e go ozna~ime so (, a). 
Mno`estvoto na site realni broevi }e go ozna~ime so 

  ,       t.e.     < x <+. 

Ovoj interval e otvoren odlevo i oddesno.  

Intervalite 

 ,a ,   (a, +  ),   a, ,  ( ,a)  i    ,  

se beskone~ni. Na prvite ~etiri im odgovara poluprava, a na 
pettiot celata brojna prava. 

 Vo slu~aj na kone~ni intervali 

 b,a ,   b,a ,   b,a ,   (a,b), 

brojot ba se vika dol`ina na intervalot. 

 Neka na brojnata prava zememe fiksna to~ka A na koja í 

odgovara realniot broj a. Sekoj otvoren interval 

(a, a+) 

se vika okolina na to~kata A, odnosno okolina na brojot 

a, kade {to  e proizvolen pozitiven broj (od interes e da se 

naglasi deka  mo`e da bide koj i da bilo mal pozitiven broj). 

Ako  x(a,a+)  t.e. ako x e broj koj go zadovoluva 
neravenstvoto 

a< x < a+ili       < xa <  

odnosno 

ax  
toga{ vikame deka to~kata na brojnata prava koja odgovara na 

brojot x se nao|a vo okolinata na to~kata A, t.e. brojot x e 

vo okolinata na brojot a. 
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3. 10.  Binomna formula 

 Pred da ja doka`eme binomnata formula }e vovedeme 
nekoi poimi. 

1. Proizvodot na site prirodni broevi od 1 do n se 

ozna~uva so  n! ( se ~ita: n faktoriel), t.e.  

123  …   n = n! 

i u{te po definicija 

0! = 1. 
Taka, na primer  

1! = 1,   2! = 2,   5! = 12 3 4 5 =120. 

2. Neka se n i k prirodni broevi ili 0 i neka e  nk. 

Toga{ pod binomen koeficient 







k

n
 (se ~ita: n nad k) 

podrazbirame: 









k

n     
k

knnnn




21

121def
,    (k>0)               (1) 

            1
0

def








n
    i    1

0

0 def









,        (k=0). 

3. Binomnite koeficienti pokratko mo`at da se izrazat 

so pomo{ na faktorieli. Ako ja pro{irime desnata strana na (1) 

so (nk)!, toga{ (1) dobiva vid: 









k

n
=  !!

!

knn

n


. 

ovoj izraz e to~en i za  k=0  i  za  k=n,  bidej}i va`i 

1
00









! !

!

n

nn
,     i      1

0









 !!

!

n

n

n

n
. 

 Binomnite koeficienti gi imaat slednive osobini: 
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10 binomnite koeficienti ednakvo oddale~eni  od 

krai{tata, se ednakvi me|u sebe, t.e.  

     







k

n
= 








 kn

n
.              (2) 

Posebno 









0

n
= 








n

n
,     








1

n
= 








1n

n
    itn. 

Od toa {to 









 kn

n
=        !!

!

!!

!

kkn

n

knnkn

n





, 

sleduva to~nosta na (2); 

20  za binomnite koeficienti va`i i relacijata 









k

n
+ 



















 1

1

1 k

n

k

n
. 

 Za da se doka`e to~nosta na relacijata, potrebno e 
binomnite koeficienti da se izrazat so pomo{ na faktorieli i 
levata strana da se svede na zaedni~ki imenitel, t.e. 









k

n
+      !!

!

!!

!
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                  = 
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              =
 

     














1

1

111

1

k

n

knk

n

!!

!
. 

Toa e ona {to treba{e da se doka`e. 

 Sega mo`eme da ja formulirame binomnata formula: 

ako a i b se koi i da bilo dva realni broja i n priroden broj, 
toga{ va`i: 

(a+b)n
 = 








0

n
an  + 








1

n
an1 b +  …  + 








k

n
ank bk + …  

           … +  







1n

n
abn1  +  kkn

n

k

n ba
k

n
b

n

n 


 


















0

. 
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Binomnata formula se doka`uva so pomo{ na 

matemati~ka indukcija. 

O~igledno,  formulata e to~na  za n = 1, 2, 3. Neka e to~na 

za  n, t.e. 

(a+b)n
 = 








0

n
an  + 








1

n
an1 b +  …  + 








k

n
ank bk + …  

                                             …  +  







1n

n
abn1  +  nb

n

n








. 

Da proverime dali od to~nosta za  n  sleduva to~nost  za  

n+1. 

(a+b)n+1 = (a+b)n(a+b) = 
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n
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1

n
an1 b +  …  + 








k

n
ank bk + …  

                                  …  +  







1n

n
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 nb
n

n
(a+b) = 
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n
an b +  …  + 








k

n
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               +  
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n
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1n

n
abn + 

                    +  1







 nb
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n
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n
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n
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                  … + 
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n
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 nb
n

n
. 

Ako zamenime 









0

n
= 







 
0

1n
,     








n

n
= 











1

1

n

n
, 

bidej}i sekoj od tie koeficienti e ednakov na 1 i go primenime 

svojstvoto 20, se dobiva: 
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(a+b)n+1 = 






 
0

1n
an+1  + 







 
1

1n
an b +  …  + 







 
k

n 1
an+1k bk + …  

             …  +  






 
n

n 1
abn  +  1

1

1 









 nb

n

n
, 

od kade {to se gleda deka formulata va`i i za n+1. So toa 
dokazot e zavr{en. 

 Za opredeluvawe na binomnite koeficienti, vrz osnova 

na svojstvoto 20, mo`e da poslu`i takanare~eniot Paskalov 

triagolnik. 

1 

 1     1 

1    2    1 

1    3    3    1 

1    4    6     4    1 

1     5    10   10    5    1 

1    6   15   20   15    6   1 

………………………………… 

Primer1. Da se presmeta   (a+b)5. 

 Spored binomnata formulata se dobiva: 

(a+b)5 = 







0

5
a5 + 








1

5
a4b + 








2

5
a3b2+ 

 + 







3

5
a2b3  + 








4

5
ab4  + 








5

5
b5. 

Bidejki 









0

5
=1,   








1

5
=

1

5
=5,   








2

5
=

21

45




=10, 









3

5
=

321

345




=10,   







4

5
=

4321

2345




=5,   







5

5
=

54321

12345




= 1, 

se dobiva: 

(a+b)5 = a5 + 5a4b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5. 
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Zada~i za ve`bawe 

1. Da se poka`e deka proizvodot od ~etiri posledovatelni 

broja e deliv so 24. 

2. Da se poka`e deka brojot 11102n+1 e deliv so 3, ako n e 

priroden broj ili nula. 

3. So pomo{ na matemati~ka indukcija za  nN da se doka`at 

ravenstvata: 

         a) 1 + 2 + 3 +  …  + n  =  
 

2

1nn
; 

       b) 12 + 22 + 32  +  …  + n2  =  
  

6

121  nnn
; 

       v) 12 + 23 + 3 4 +  …  + n(n+1) = 
  

3

21  nnn
; 

       g)   11

1

43

1

32

1

21

1













 n

n

nn
... ; 

       d) 
   

 
 222222222 122

1

1212

1

75

1

53

1

31

1














 n

nn

nn
...  

       |)   
 

  214

3

21

1

432

1

321

1











 nn

nn

nnn
... ; 

       e) (1+x) (1+x2) (1+x4)  …  (1+
12 n

x ) = 1+x+x2+  …+ 
12 n

x  ; 

       `) sin  + sin 2  + …+  sin n =

2

2

1

2





sin

n
sin

n
sin

; (sin  0). 

4. So pomo{ na aksiomata na matemati~ka indukcija da se 

doka`at slednive neravenstva: 

         a)  2n > n,        n = 2, 3, 4, … 

       b)  2n > n2,      n = 5, 6, 7,  … 

       v)  3n   3n,     n = 1, 2, 3,  … 

       g)  n
n

... 
1

3

1

2

1
1 ,     (n  2) 
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Re{enie:  b) za  n=5  neravenstvoto e ispolneto, t.e.  

25 > 52. 

Neka pretpostavime deka e to~no za n, t.e. 

2n > n2. 
Da poka`eme deka ova neravenstvo }e bide to~no i za  n+1. Od  

2n+1= 2n 2 > 2n2> (n+1)2 

sleduva  deka  dadenoto  neravenstvo  e  to~no  za  sekoj  priroden broj n. 

( Napomena: treba da se poka`e i to~nosta na neravenstvoto 

2n2> (n+1)2,   t.e.   2> 
2

1






 

n

n
.) 

5. Da se poka`e deka 

a)  
168

1132 n

 ;       b)
120

45 35 nnn 
, 

se celi broevi, ako n  N. 

6. Da se poka`e deka 

a)  3 ;      b)  2 + 3 , 

se iracionalni broevi. 

 7. Dali brojot 10 e gorna granica na intervalot (5,2).        (da) 

8. Dali brojot  3 e dolna granica na intervalot (2,3.      (da) 

9. Dali  e  ograni~eno  mno`estvoto  na  celite  broevi  delivi 

so 3.                                                                                                                       (ne) 

10. Dali ima najmal element  i dali e ograni~eno beskone~noto 

mno`estvo 







 ...,,,,M

5

4

4

3

3

2

2

1
? 

(Odg.: min M =
2

1
, max M ne postoi. Mno`estvoto M e ograni~eno.) 

11. Da se najde inf i sup na mno`estvoto na racionalnite 

broevi  r  {to go zadovoluvaat neravenstvoto  r 2 < 2. 

(Odg.:  inf M =  2   ,  sup M = 2  ). 
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12. Da se najde mno`estvoto od broevi x koi go zadovoluvaat 

neravenstvoto: 

   a)  31 x ;                   Odg.:    4242 ,xRx  . 

   b) 312 x ;                   Odg.:    2121 ,xRx  . 

   v)  1x 1x ;                   Odg.:     ,xRx 00 . 

   g)  1212  xx .       Odg.:    6666 ,xRx  . 

13. Koi mno`estva od to~ki se opredeleni so ravenstvata: 

   a)  x25 x +6=0;         Odg.: 3,2,2,3. 

   b) 32 x =32x;           Odg.: 






 

2

3
xRx . 

   v)    32942  xxx = 32942  xxx ; 

                                        Odg.:
2

3
x . 

   g)    24 24  xx = 44 x  22 x .             Odg.: 3x . 

14. Da se poka`e deka se ispolneti slednive neravenstva: 

   a)    baba  ; 

   b)   bsinasinbasin  . 

15. Da se najde koeficientot pred x7
 vo razvojot  (x2x+1)5. 

Odg.:  30. 
16. Da se najdat prirodnite broevi n i m ako 









1m

n
 : 








m

n
: 








1m

n
 =  2 : 3 : 4. 

Odg.: n = 34,  m = 14. 

17. Vo binomot   n23   da se opredeli stepenoviot poka-

zatel  nN, ako se znae deka sumata od prvite tri binomni 

koeficienti e 16. Za najdenoto  n  da se pretstavi binomot vo razviena 

forma.  

Odg.:  n = 5;  89 3 109 2 .  
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18. Da   se   opredeli   ~etvrtiot   ~len   od    razvieniot    binom 

y

/ x
x 













3

2
41

7
  kade  {to  x, y N  i  ja  zadovoluvaat  relacijata 









1x

y
 : 








x

y
 : 








1x

y
 = 1:3:5.        Odg.:  1;  z a  x = 5,  y = 7. 

19. Da se poka`e deka se to~ni ravenstvata: 

a)  







1

n
 + 2 








2

n
 + 3 








3

n
 +  …  + n 








n

n
 = n 2n1; 

b)  







1

n
 2 








2

n
 + 3 








3

n
   …  + (1)n1 n 








n

n
 = 0; 

v)  

2

0







n
+ 

2

1 







n
+ 

2

2







n
+  …  + 

2









n

n
= 








n

n2
; 

g) 

2

0







n


2

1 







n
+

2

2







n
…+ (1)n 

2









n

n
=  

































neparno; ,1

parno;

nn

n
-

n,

n

2

0

2
 

 Dokaz: a) Od  (1+1)n se dobiva: 









1

n
 + 








2

n
 + 








3

n
 +  …  + 








n

n
 =  2n  








0

n
. 

Ako go sobereme ova ravenstvo so slednive: 









2

n
 + 








3

n
 +  …  + 








n

n
 =  2n  

























10

nn
, 

             







3

n
 +  …  + 








n

n
 =  2n  


































210

nnn
, 

  ………………………………………….. 

         







n

n
 =  2n  



































110 n

n
...

nn
, 
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se dobiva: 









1

n
+2 








2

n
+3 








3

n
+…+n 








n

n
=n2n    



































11

1
0 n

n
...

n
n

n
n  

ili 









1

n
 + 2 








2

n
 + 3 








3

n
 +  …  + n 








n

n
 =  n2n 

2

2nn 
n 2n1 

{to ja dava to~nosta na osobinata a). 

v) Da razgledame 

(a+b)n(b+a)n = 
































  nnn b
n

n
...ba

n
a

n 1

10
 

           
































  nnn a
n

n
...ab

n
b

n 1

10
= 

 

           = ...ba
n

n
...

nn nn 





































222

10
 

i 

        (a+b)2n = na
n 2

0

2








+ ba

n n 12

1

2 








+  ...  + nnba

n

n







2
+ … 

Ako gi izedna~ime koeficientite pred  anbn
 ,  se dobiva: 

2

0







n
+ 

2

1 







n
+ 

2

2







n
+  …  + 

2









n

n
= 








n

n2
, 

{to treba{e  da se doka`e. 

g)  Gi sporeduvame koeficientite pred  anbn
 vo 

(ab)n(b+a)n =   

































  nnnnn b...ba
n

ba
n

a
n

1
210

221  

                        









































  nnnn a
n

n
...ab

n
ab

n
b

n 221

210
 

i    (a2b2)n. 
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 Ako se izmno`at ~lenovite koi {to se eden pod drug }e se 

dobijat ~lenovite {to go sodr`at  anbn
. Koeficientot na toj ~len }e 

bide dadenata alternativna suma. Ako, pak, se razvie (a2b2)n
 , ~len so  

anbn
, }e postoi samo ako n e paren broj. Toj }e ima koeficient  

 















2

1 2 n

n
n

. 

Ako pak n e neparen, takov ~len nema da ima. 

 Za alternativen zbir na kubovite od binomnite koeficienti  
dokazot e pote`ok. 

 

4. KOMPLEKSNI BROEVI 
 

 Poznato e deka ne sekoja ravenka mo`e da se re{i so 
pomo{ na realnite broevi. Najednostavnata ravenka koja nema 

koreni vo mno`estvoto na realnite broevi e ravenkata x2+1=0. 
Za da se re{i ovaa ravenka, potrebno e pro{iruvawe na 
mno`estvoto na realnite broevi vo mno`estvo vo koe 
spomenatata ravenka, a i sekoja druga algebarska ravenka, da ima 
re{enie. 

 Se voveduva   nov matemati~ki objekt koj }e go ozna~ime 

so bukvata  i i }e mu pripi{eme svojstvo  i2 = 1,  za kogo }e va`at 
site matemati~ki zakoni {to va`at za realnite broevi, so 
isklu~ok na relacijata za podreduvawe (t.e. znacite za 

neednakvost). Ovoj nov broj go vikame imaginarna edinica. 

 Proizvodot na realniot broj y so i go narekuvame 

imaginaren broj iy. Zbirot od realniot broj x i imaginarniot 

broj  yi  go vikame kompleksen broj  x+iy. Mno`estvoto ~ii 

elementi se broevite x+iy, x,yR se vika mno`estvo na 
kompleksni broevi. Mno`estvoto na kompleksnite broevi go 

ozna~uvame so bukvata C.  

C =  12  iRy,x,iyxzz . 

 Za kompleksniot broj  z=x+iy, x se vika realen del i se 
ozna~uva so 

Re z = x, 

a realniot broj  y  se vika imaginaren del i se ozna~uva so 

Im z = y. 
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Ako Im z = 0, toga{ brojot z e realen broj, a ako  Re z = 0, toga{ 

brojot z e imaginaren broj. 

 Za x=0 se dobivaat imaginarnite broevi, a za y=0 
realnite broevi kako poseben slu~aj na kompleksnite broevi. 

Pod apsolutna vrednost ili modul na kompleksniot 

broj  x+iy se podrazbira pozitiven koren od zbirot na 

kvadratite od realniot i imaginarniot del, t.e.  

22 yxiyxz  . 

Za y=0 se dobiva apsolutna vrednost na realniot broj  x, 

koja  e ednakva na pozitivniot koren  
2x ,  a toa  zna~i  deka  e  

x  za x>0 i x za x<0, {to se slo`uva so definicijata za 
apsolutna vrednost na realnite broevi. 

 Ako e  z=x+iy,  toga{ kompleksniot broj  x iy , ozna~en 

so  z , }e velime deka e   konjugiran na kompleksniot broj  z.  

 Vo mno`estvoto na kompleksnite broevi ravenkata 

x2+1=0 mo`e da se re{i. Nejzinite koreni se  x1 = i i  x2 = i. 

 

4.1. Operacii so kompleksni broevi 
 

 Operaciite so kompleksnite broevi se opredeluvaat na 
sledniov na~in: 

 10 dva kompleksni broja z1= x1+ iy1  i  z2 = x2+ iy2  se 

ednakvi ako i samo ako im se ednakvi nivnite realni i 
imaginarni delovi, t.e. 

z1 = z2,  odnosno   x1+ iy1 = x2+ iy2     x1= x2     y1 = y2; 

 20 zbirot na dva kompleksni broja z1= x1+ iy1  i  z2 = x2+ iy2 

e edinstven kompleksen broj z  za kogo va`i  z= z1 + z2, t.e. 

z= z1 + z2 = (x1+iy1) + (x2+iy2) = (x1+x2) + i(y1+y2). 

 Pri sobirawe na kompleksni broevi se sobiraat realen 
so realen i imaginaren so imaginaren del na tie broevi. 

  Neutralen element za sobirawe na kompleksni broevi e 

brojot  0+i0. 

 Sprotiven  element  na  elementot   x+iy   e  elementot 

(x+iy ); 
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 30 razlikata na kompleksnite broevi se definira kako 

obratna operacija na  operacijata sobirawe. Ako  z1= x1+ iy1  i  

z2 = x2+ iy2  se dva koi i da bilo kompleksni broja, toga{ postoi 

samo eden kompleksen broj  z=x+iy,  za koj va`i ravenstvoto 

z1 + z = z2. 

 Kompleksniot broj  z  se vika razlika na broevite  z2   i 

z1  i se ozna~uva so   z2z1. 

 Navistina, od ravenstvoto sleduva: 

(x1+iy1) + (x+iy)= x2+iy2, 

(x1+x) + i(y1+y) = x2+iy2. 

Koristej}i go svojstvoto za ednakvost 10, sleduva: 

x1+x = x2       y1+y = y2, 

t.e. 

x = x2 x1       y = y2 y1, 

pa 

z = ( x2 x1 ) + i ( y2 y1 ). 
 Pri vadewe (razlika) na dva kompleksni broja se vadi 
realen od realen i imaginaren od imaginaren del na tie broevi; 

 40 proizvodot   na  dva  kompleksni  broja   z1= x1+ iy1   i   

z2 = x2+ iy2   e  edinstven  kompleksen  broj  z  koj  se  bele`i  so   

z= z1 z2,  t.e. 

      z = z1 z2  = (x1+iy1) (x2+iy2) = (x1 x2  y1 y2) + i(x1 y2 + x2 y1).        (1) 

 Ne e te{ko da se zabele`i deka ravenstvoto (1) mo`e da 
se dobie formalno po obi~no mno`ewe na binom so binom, 

zemaj}i vo obyir  i 2  = 1. 

            Neutralen element za mno`ewe na kompleksni broevi e 

brojot  1=1+ i 0; 

 50 deleweto na kompleksni broevi se definira kako ope-

racija obratna na mno`eweto, t.e. ako  z1= x1+ iy1   i   z2 = x2+ iy2  

se dva koi i da bilo kompleksni broja i  z1 0, toga{ postoi eden 

i samo eden kompleksen broj  z = x+iy,  takov {to e 

z1 z = z2.              (2)  

Kompleksniot broj  z  se vika koli~nik na broevite  z2  i 

z1  i se bele`i so 
1

2

z

z
. 
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 Navistina, od ravenstvoto (2) imame: 

(x1 x  y1 y)+i(x1 y + x2 y) = x2+iy2, 

i od ednakvosta na dva kompleksni broja sleduva: 

x1 x  y1 y = x2, 
x1 y + x2 y = y2. 

Od ovoj sistem ravenki se dobiva: 

x  = 
2

1
2

1

2121

yx

yyxx




,      y  = 
2

1
2

1

1221

yx

yxyx




. 

 

Spored toa, 

    
11

22

1

2

iyx

iyx

z

z




  = 
2

1
2

1

2121

yx

yyxx




 + i 
2

1
2

1

1221

yx

yxyx




.             (3) 

Ne e te{ko da se zabele`i deka ova ravenstvo mo`e da se 

dobie ako vo dropkata 
11

22

iyx

iyx




 se pomno`i broitelot i imenite-

lot so konjugiraniot imenitel, t.e. 

1

2

z

z
 = 

11

12

zz

zz
 = 

2

1

12

z

zz
. 

 Sekoj kompleksen broj z 0 ima svoj edinstven inverzen  

element, koj se ozna~uva so   

z1 = 
2

1

z

z

z
 ; 

 60 za operaciite sobirawe i mno`ewe na kompleksni 

broevi va`at slednive zakoni: 

1.  z1+ z2 = z2 + z1      (komutativen zakon za sobirawe), 

2.  z1 z2 = z2  z1                   (komutativen zakon za mno`ewe), 

3.  z1+(z2+z3)=(z1+z2)+z3  (asocijativen zakon za sobirawe), 

4.  z1 (z2 z3) = (z1 z2) z3       (asocijativen zakon za mno`ewe), 

5.  z1(z2+ z3) =z1z2+z1z3   (distributiven zakon za mno`ewe  

      sprema sobirawe); 

 70 mno`estvoto na kompleksnite broevi e pole; 
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 80 lesno se doka`uva deka se to~ni slednive osobini: 

1.  z z = x2+y2 = 
2

z  za sekoj   z  C. 

 2.  2121 zzzz        za sekoj z1, z2  C. 

3.  2121 zzzz  . 

4.  
2

1

2

1

z

z

z

z









,  ako   z2   0. 

5.  2121 zzzz  . 

 

4.2. Geometriska interpretacija na kompleksni broevi. 
Trigonometriski vid na kompleksen broj 

 

 Sekoj kompleksen broj z=x+iy mo`e da se zapi{e 

ednozna~no kako podreden par broevi, t.e. z=(x,y). Zatoa sekoj 

kompleksen broj vo Dekartoviot koordinaten sistem xOy }e go 

pretstavime so to~kata Z(x,y). Spored toa realnite broevi se 

nanesuvaat na xoskata, a imaginarnite broevi na yoskata. 
Zatoa apscisnata oska ja vikame realna oska, a ordinatnata oska-

imaginarna oska. Ramninata xOy vo koja se pretstavuvaat 

kompleksnite broevi se vika kompleksna ili Gausova ramnina.  

 Bidej}i sekoj kompleksen broj  

z=x+iy e opredelen so svojot realen 

del x i imaginaren del y na edinstven 
na~in, toga{ na sekoj kompleksen broj 
}e mu odgovara edinstvena to~ka vo 
kompleksnata ramnina. O~igledno 
deka e to~no i obratnoto. Imeno, na 

sekoja to~ka   od     xOy  ramninata   
odgovara edinstven kompleksen broj.  

Crt. 1. 14. 

Zna~i, me|u kompleksnite broevi i to~kite od 
kompleksnata ramnina postoi zaemno ednozna~no pridru`uvawe. 

Rastojanieto od to~kata Z do koordinatniot po~etok O e 

modul na kompleksniot broj  z, t.e. 
22 yxz  . 
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Neka vo xOy ramninata so  da ja ozna~ime dol`inata na 

rastojanieto od to~kata Z {to odgovara na brojot z=x+iy do 

koordinatniot po~etok, a so  agolot {to go gradi zrakot od 

koordinatniot po~etok na koj le`i to~kata Z i pozitivnata 

nasoka na xoskata (crt. 1.14). 

Pome|u  x,  y  i   postojat slednive vrski: 

x = cos ,   y = sin . 

 Od ovie formuli se dobiva deka kompleksniot broj 

z=x+iy,  koj e zapi{an vo algebarski vid, mo`e da se zapi{e vo 
vid: 

z = (cos + i sin ). 

{to se vika trigonometriski vid na kompleksen broj. 
O~igledno e deka 

22 yxz  ,       
x

y
tg  . 

 Agolot  se vika  argument na kompleksniot broj  z  i se 

ozna~uva  so  arg z,  ako   se   zeme   glavnata   vrednost   na   

agolot (0 argz  2) i so  Arg z, ako se izbere op{tata vrednost 
na agolot. Spored toa, 

Arg z = +2k  (  < Arg z  <  + ) 

kade {to  k  e proizvolen  cel broj, a   koja i da bilo vrednost 

od 0 do 2. 

 Dva     kompleksni     broja      z1 = (cos+ i sin)    i  

z2 = (cos+i sin) se ednakvi ako im se ednakvi modulite a 

argumentite im se razlikuvaat  za  2k, t.e. 

i=k

 Koristej}i go trigonometriskiot vid na kompleksen broj 
}e doka`eme deka 

2121 zzzz       i     2121 zzzz  . 

 Navistina, 

2

21 zz   =      2
22112211  sinsinicoscos  = 

          =    2
2211

2
2211  sinsincoscos = 

cos  
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Bidej}i 

1    cos( 1 2)    1, 

najgolema vrednost krajniot izraz dobiva koga 

cos( 1 2)  = 1,   t.e.       1 2 = 0, 

pa vo toj slu~aj }e bide: 

2

21 zz    221 zz    

 Najmala vrednost se dobiva koga 

cos( 1 2)  = 1,    t.e.      1  2 = , 

toga{ vrednosta }e bide: 

2

21 zz      221 zz  

od kade {to se dobiva: 

2121 zzzz  . 

 

4. 3.  Operacii so kompleksni broevi  
vo trigonometriski vid 

 Operaciite mno`ewe, delewe, stepenuvawe i korenuvawe 
na kompleksni broevi poednostavno se izveduvaat ako 
kompleksnite broevi se izrazeni vo trigonometriski vid. 

 10 Mno`ewe na kompleksni broevi 

 Neka se  z1 = (cos + i sin ) i  z2 = (cos +i sin )    

dva dadeni kompleksni broja. Mno`ej}i gi ovie broevi se dobiva: 

z1 z2  = (cos + i sin ) (cos +i sin ) = 

=     21212121  sincoscossinisinsincoscos =

     2121  sinicos 

t.e. 

z1 z2 =      2121  sinicos 

 Zna~i, kompleksnite broevi se mno`at koga }e se 
pomno`at nivnite moduli, a nivnite argumenti se soberat.   
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Istoto pravilo mo`e da se primeni koga se mno`at i 
pove}e kompleksni broevi, 

        z1 z2   …  zn =...n    n...cos 21 
  n...sini  21 


 20 Moavrova formula 

 Neka  z1= z2 = …  = zn = z,  toga{ koristej}i  (1) se dobiva: 

zn = n(cos n  + i sin n ). 

 Ova ravenstvo ni ja dava Moavrovata formula, a mnogu 

~esto e vo upotreba za  ,  t.e.  formulata 

(cos   + i sin ) n = cos n  + i sin n 

 Ova ravenstvo e to~no za sekoj cel broj n i za sekoj realen 
broj  . 

 Dokaz: Za n=0 i n=1 to~nosta e o~evidna. So matemati~ka 
indukcija se poka`uva deka taa formula e to~na za sekoj 
priroden broj.  

 Za  n  taa e 

(cos  + i sin ) n = cos n  + i sin n 
a za n+1 se dobiva: 

(cos  + i sin ) n+1 = (cos   + i sin  ) n ( cos  + i sin 

cos n  + i sin n ( cos  + i sin 

 cos (n+1)  + i sin(n+1)  

{to zna~i deka taa e to~na i za n+1, a so toa doka`avme deka 
Moavrovata formula e to~na i za sekoj priroden broj. 

Za  n = 1  se dobiva: 

(cos   + i sin  ) 1 =


22 sincos

sincos
 = cos(1) +isin(1) . 

Ako  n = m  e negativen cel broj, se dobiva: 

(cos  + i sin ) n =   m
sinicos 1 = 

    =       msinicos cos(m)  + i sin(m)  . 

 Toa zna~i deka e to~na i za koj i da e negativen cel broj. 
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Primer. Da se presmeta  (1i)10
 .  

 Ako brojot 1i  go zapi{eme vo trigonometriski vid, se 

dobiva: 

(1i)10 =   





 





4

7
10

4

7
102

10
sinicos  = 

        = 32 (cos
2

3
 + i sin

2

3
) = 32 i. 

30 Delewe na kompleksni broevi 

Za  koli~nikot  na broevite  

  z1 = (cos + isin )   i  z2 = (cos +isin ),  

se dobiva: 

 
2

1

z

z
=  

 
 222

111




sinicos

sinicos
 = 

2

1




(cos +i sin )(cos i sin ) = 

= 
2

1


     12212121  cossincossinisinsincoscos = 

=
2

1


     2121  sinicos . 

Zna~i, pri delewe na kompleksni broevi modulite se 
delat, a argumentite se vadat. 

40 Korenuvawe na kompleksni broevi 

Neka e z=r(cos+i sin) daden kompleksen broj i nN. 

Pod nti koren na kompleksniot broj z se podrazbira komplek-

sen broj w = (cos + i sin ) ~ij  nti stepen e ednakov na z, t.e. 

wn = z, 

odnosno 

  nsinicos   = r(cos+i sin).            (1) 

 Re{enieto na ovaa ravenka go ozna~uvame so n z . 

 Navistina, ako gi izedna~ime modulite i argumentite na 
levata i desnata strana vo (1), se dobiva: 
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n = r,    n  = +2k,     k = 0, 1, 2,  …  , 

odnosno 

 n r ,    k =
n

k 2
,      k = 0, 1, 2,  …          (2)

 Iako brojot k mo`e da gi primi site vrednosti od 
mno`estvoto na celite broevi, sepak so izrazite (2) se defi-

nirani samo  n  razli~ni vrednosti na korenot w0, w1, …, wn1,  
odnosno: 

   wk = n r 





 




n

k
sini

n

k
cos

22
,    k = 0, 1, 2, … , n1.     (3) 

 Sekoj cel broj k  mo`e da se zapi{e vo vid: 

k = nq+p,   kade {to     0 < p   n1                         (4) 

(p e ostatok pri delewe na k so n i prima vrednosti 0,1, … , n1).   

Ako k   n , toga{ koristej}i (4), argumentot e: 

 k =
n

k 2
 =

 
n

pnq  2
= q

n

p



2

2
= p+2q , 

odnosno 

 k  p = 2q, 

pa sleduva deka kompleksnite broevi t.e. korenite wk  i  wp  se 

ednakvi. Zatoa ravenkata (1) ima najmnogu n koreni. ]e 
poka`eme deka tie se razli~ni me|u sebe. 

 Da pretpostavime deka dva korena se ednakvi, 

ws  = wt,       kade {to      0 < s < t < n, 
toga{ 







k
n

s

n

t
2

22
,       kcel broj 

ts  =  kn,     k = 0 

{to e mo`no samo za t=s. So toa doka`avme deka nti koren od 

eden kompleksen broj ima n razli~ni vrednosti. 
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 Geometriski toa zna~i deka site to~ki {to im odgovaraat 

na korenite se nao|aat na isto rastojanie n r  od koordinatniot 

po~etok, t.e. to~kite le`at na kru`nica so radius n r . So toa 

{to k gi prima vrednostite 0, 1, 2,  …  , n1, argumentite na 
soodvetnite kompleksni broevi se 

 
n

n
n

,...,
nn

,
n







 2
1

2
. 

 O~igledno e deka argumentot vo sekoj ~ekor se zgolemuva 

za  
n

2
 ,  a taka dobienite to~ki na kru`nicata se temiwa na eden 

vpi{an pravilen  nagolnik. 

 Primer 1. Da se presmetaat site vrednosti na korenite:  

a)  3 i ,           b)  4 1 i . 

 Re{enie: a)  Brojot i }e go pretstavime vo trigonometriski 

vid: 

i = cos
2


  +  i sin

2


 . 

 Koristej}i ja formulata za korenuvawe na kompleksni broevi, 
imame: 

3 i  = cos 
3

2
2




k
  +  i sin 

3

2
2




k
,       k = 0, 1, 2. 

t.e. 

wk = cos 





 




3

2

6
k   +  i sin 






 




3

2

6
k ,     k = 0, 1, 2, 

od kade {to: 

  w0 = cos
6


  +   i sin

6


  =  i3

2

1
, 

  w1 = cos
6

5
 +  i sin

6

5
 =  i 3

2

1
, 

  w2 = cos
2

3
 +  i sin

2

3
 = i. 



MATEMATIKA I 64

 
  

 To~kite w0, w1 w2 se temiwa na ramnostran triagolnok koi 

le`at na kru`nica so radius 1 i centar vo O(0,0) (crt. 1.15). 

  b) ]e go pretstavime   brojot 

1+i  vo trigonometriski vid 

1+i = 





 




4

3

4

3
2 sinicos . 

 Od formulata za korenuvawe na 
kompleksni broevi sleduva: 

 

 Crt. 1. 15.   wk= 4 1 i  

 wk =

















 








4

2
4

3

4

2
4

3

24
k

sini
k

cos ,    (k=0, 1, 2, 3). 

 wk =  













 










 




216

3

216

3
28 k

sini
k

cos . 

 

 Primer 2.  Da se re{i binomnata ravenka: 

x6+64 = 0. 

 Re{avaweto na ovaa ravenka se sveduva na nao|awe 6 64  , t.e. 

6 12  .  Za taa cel brojot1 }e go pretstavime vo trigonometriski vid 

1 = cos + i sin. 

 So primena na formulata za korenuvawe na kompleksen broj, se 
dobiva: 

66 1  sinicos . 

wk = cos 
6

2  k
  +   i sin

6

2  k
,     (k=0, 1, 2, …,5). 

odnosno: 

w0 = cos 
6


 +  i sin

6


  =  i3

2

1
, 
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  w1 = cos 
2


 +  i sin

2


  = i, 

  w2 = cos 
6

5
 +  i sin

6

5
  =  i 3

2

1
, 

  w3 = cos 
6

7
 +  i sin

6

7
  =  i 3

2

1
, 

  w4 = cos 
2

3
 +  i sin

2

3
  =  i, 

  w5 = cos 
6

11
 +  i sin

6

11
  =  i3

2

1
. 

 To~kite w0, w1,  …  , w5  se temiwa na pravilen {estagolnik, 

vpi{an  vo  kru`nica so radius 1 (crt. 1.16). 

 Korenite na ravenkata se: 

 x1  = 2w0 = 3  + i, 

 x2  = 2w1 = 2i, 

 x3  = 2w2 =  3  i, 

  x4  = 2w3 =  3  i, 

 x5  = 2w4 =  2i, 

 x6  = 2w5 = 3  i. 
   Crt. 1. 16. 

 

Zada~i za ve`bawe 

1. Da se poka`e deka postoi neutralen element (edinica) 

z=1+0i  vo operacijata mno`ewe, takov {to 

z1 z = z1 

 2. Da se poka`e deka sekoj element  z1  0+i 0 ima svoj inver-

zen element z vo operacijata mno`ewe, takov {to pomno`en so z1 ima 

proizvod edinica, t.e. 

z z1 = 1.              (1) 
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Dokaz: Neka z i z1C i neka  z=x+iy i  z1=x1+iy1, toga{ od (1) 

sleduva: 

(x + i y)(x1 + i y1)  = 1, 

t.e. 

(x1x y1y)  + i (y1x + x1y)  = 1. 
 Izedna~uvaj}i gi realnite i imaginarnite delovi, se dobiva 
sistemot: 

x1x  y1y = 1 

y1x + x1y = 0, 

koj re{en po  x  i  y  dava: 

x = 
2

1
2

1

1

yx

x


 ,         y =  

2
1

2
1

1

yx

y


 , 

pa  

z = 
1

1

z
= 

2
1

2
1

11

yx

iyx




=
2

1

1

z

z
=z1

1 = ( x1 + i y1)
1. 

 3. Da se opredeli kompleksniot broj  z  od uslovite: 

2

1








z

z
= 1     i     

z

z
 = i. 

Odg.:  z = 
2

1
(1+i). 

 4. Da se opredeli kompleksniot broj z koj ja zadovoluva 

ravenkata 

z  + z = 2+i. 

Odg.:  z  = 
4

3
 + i . 

 5. Ako  z1  i  z2  se koreni na ravenkata z2 4z+13=0, da se 

poka`e deka va`i: 

1

2

2

1

z

z

z

z









. 
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 6. Ako   z1  i  z2 C  da se poka`e deka va`i ravenstvoto: 

 2

2

2

1

2

21

2

21 2 zzzzzz  . 

 Re{enie: Od  z z =
2

z imame: 

 
2

21 zz   = (z1z2)  21 zz   = (z1+z2)( 21 zz  ) = 

     =  z1 1z + z2 2z  + 1z z2 + z1 2z , 

 
2

21 zz   = (z1z2)  21 zz   = (z1z2) ( 21 zz  )  = 

     = z1 1z + z2 2z   1z z2  z1 2z , 

toga{ 

2

21

2

21 zzzz   =  2(z1 1z + z2 2z )  =  2

2

2

12 zz  . 

 7. Vo koja oblast od ramninata xOy le`at broevite: 

2Re     221 zImzi  . 

 8. Kompleksnite  broevi  z1,  z2,  z3  go  zadovoluvaat  uslovot 

z1+ z2 +  z3 = 0. Ako nivnite to~ki vo kompleksnata ramnina le`at na 

edini~na kru`nica, toga{ se temiwa na ramnostran triagolnik. Da se 
doka`e. 

 9. Da se pretstavat vo trigonometriski vid broevite: 

  a) z = 1i 3 ,                  Odg.: 2 





 




3

4

3

4
icos . 

  b) z = 6 + 6i,                    Odg.:  6 2 





 




4

3

4

3
icos . 

 10. Da se presmeta: 

  a)
 
 6

5

1

122

i

i




,                   Odg. 27 









2

1

2

3
i . 

  b) 
 
  21

1



n

n

i

i
. 
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 11. Da se poka`e deka:  

       a) (1+i)n = 





 




44
2 2 n

sini
n

cos
n

,     n N; 

       b) (1+cos+isin)n =2ncos 



 




222

n
sini

n
cos

n
, n N. 

 12. Da se presmetaat korenite: 

       a) i68  ;           Odg.:   (1+3i). 

       b) 8 4  ;         

Odg.: 
   





 




8

12

8

12
24 k

sini
k

cos ,     (k = 0, 1,  …  ,7). 

      v)  2

3

1 i . 

Odg.: 

















 







2

2
4

5

2

2
4

5

84
k

sini
k

cos ,     (k = 0, 1). 



 

 

 
 

 
 
 
 

GLAVA II 
 
 

BESKONE^NI NIZI OD REALNI BROEVI 
 

1. POIM ZA NIZA I VIDOVI BROJNI NIZI 

 

1. 1. Poim za niza 
 

Za prirodnite broevi naredeni po golemina 

1, 2, 3,  …  , n,  … 

se vika deka pretstavuvaat niza od prirodni broevi. 

 Ako postoi pravilo (zakon) po koe na sekoj priroden broj  
mu odgovara po eden realen broj, se dobiva niza od realni broevi: 

            a1, a2, a3,  …  , an,  …  .             (1) 

 Za broevite a1, a2,  …  , an,  …  velime deka se ~lenovi na 
nizata (1). Za  an velime deka e op{t ~len na nizata (1). 

Nizata ~ij op{t ~len e  an  kratko }e ja ozna~ime so (an). 
Naj~esto nizata e zadadena so izraz za op{tiot ~len,  an = f(n). 

Primeri: 

1)  an  = 
n

1
 ;                     1, 

2

1
, 

3

1
, 

4

1
,  …  , 

n

1
,  … 

2)  an  = (1)n+1;             1, 1, 1, 1,  …   ,  (1)n+1,  … 

3)  an  = 1+
 

n

n1
;          0, 

2

3
, 

3

2
,  …   , 1+

 
n

n1
,  … 

4)  an  = 2n;                    2, 4, 6,  …  , 2n,  … 

5)  an  = (1)nn.             1, 2, 3, 4,  …  ,   (1)nn,  … 
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Nizata mo`e da bide zadadena i opisno. 

Primer 6.  Op{tiot ~len na nizate an  e ntata cifra vo 

brojot 2  .  

Toga{ }e najdeme deka 

a1 = 1,   a2 = 4,   a3 = 1,  …  . 

Primer 7. Na sekoj priroden broj  n  neka mu odgovara brojot 

od site prirodni broevi, pomali od  n  i delivi so tri.  

Taka e zadadena nizata: 

0, 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 2,  …  . 

Postoi i drug na~in na zadavawe niza, a toa e rekurent-
niot na~in. Se sostoi vo toa {to se zadava prviot ~len na nizata 

i se uka`uva praviloto na premin od ntiot na n+1ot ~len. 
Taka, imame pravilo na postepeno dobivawe na sekoj ~len od 
nizata, trgnuvaj}i od prviot nejzin ~len. Na ovoj na~in mo`e da 
bidat zadadeni aritmeti~ka i geometriska progresija. 

Ovoj na~in  na zadavawe niza mo`e malku i de se izmeni: 

Na primer, da se zadadat prvite dva ~lena na nizata i 

sekoj nejzin ~len  an (n 3)  da se izrazi so prethodnite dva ~lena. 

Primer 8. Dadeni se~lenovite na nizata: 

a1=1, a2 =2, an = an12an2  (n=3,4, …). 

Taka slednite ~lenovi na nizata se: 

              a3 = a22a1= 0,  a4 = a32a2 =  4, … . 

Za nizata (an) velime deka e majorirana (ograni~ena od 
desno) ako postoi takov realen broj  M {to an  M za sekoj 

priroden broj n. Sekoj broj so ovaa osobina go vikame majorant 
(desna granica). Ako nizata e majorirana, toga{ postoi najmal 

majorant koj se vika supremum na nizata  (an) i se ozna~uva so 

sup an. 

Sli~no, sekoj realen broj so osobina  man, za sekoj nN 

se vika minorant (leva granica) na nizata (an), a za nizata 

velime deka e minorirana (ograni~ena od levo). Ako  nizata (an) 
e minorirana niza,  toga{ me|u site minoranti postoi najgolem 

minorant koj se vika infimum na nizata  i se ozna~uva so  inf an.  

Nizata {to e majorirana i minorirana se vika 
ograni~ena niza. 
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Nizata  od  primerot  1)  e ograni~ena  bidej}i    
n

1
 (0,1 

odnosno    0 <
n

1
  1    za sekoj   nN.  

Nizata od primerot 2) an  = (1)n+1
  e isto taka ograni~ena 

niza, bidej}i na  = 1;  

Nizata od primerot  3) e ograni~ena bidej}i  

1+
 

n

n1
 





2

3
0,    t.e.   0  1+

 
n

n1
 

2

3
    za sekoj    nN. 

 Za primerite: 

1) inf 
n

1
 = 0,                 sup 

n

1
  = 1; 

2)  inf (1)n+1 = 1,        sup (1)n+1 =1; 

3)   inf 
 








 


n

n1
1 = 0,   sup

 
2

31
1 







 


n

n

; 

Nizata 4) e minorirana  inf(2n) =2, no taa ne e majorirana. 

Edna niza mo`e da bide ni majorirana ni minorirana. 

Takva , na  primer, e nizata so op{t ~len  an  = (1)nn, t.e. 

1, 2, 3, 4,  …  ,   (1)nn,  …       (pr.5). 

^lenovite na edna niza mo`at geometriski da se 
pretstavuvaat so to~ki od brojnata prava. 

Ako nizata e ograni~ena, toga{ site to~ki so koi e 

pretstavena nizata }e le`at na otse~ka ograni~ena od infan i 

supan. Na primer nizata od primerot 1) e pretstavena so to~ki 

od otse~kata (0,1.   

 

 

 
Ako nizata e neograni~ena, toga{ to~kite se rasporedeni 

na poluprava ili celata prava. 
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1. 2.  Monotoni nizi 
 

Za nizata (an) velime deka monotono raste ako an< an+1 

za sekoj  nN,  ako pak  an  an+1  toga{ nizata (an) vikame deka  

ne opa|a. 

Za nizata (an) vikame deka monotono opa|a ako   an > an+1, 

a ne raste ako  an
    an+1  za sekoj  nN . 

Sekoja niza od ovoj vid se vika monotona niza. Nizite 

{to rastat i nizite {to opa|aat se vikaat strogo 
monotoni nizi.  

Nizata od primerot 4) monotono raste, a taa od primerot 

1) monotono opa|a. Nizata od primerot 2) nitu raste nitu opa|a. 
Taa e nemonotona niza. 

Zabele{ka: Od definiciite za monotonost, za prakti~no 
opredeluvawe dali nizata opa|a ili raste dovolno e da se 

opredeli soodvetno znakot na razlikata od n-tiot i n+1  ~len na 
nizata ili dali koli~nikot od tie dva sosedni ~lena e pogolem 
ili pomal od 1.      

Primer 9. Da se poka`e deka nizata so op{t ~len an = 
n

n 1
 

monotono raste.  

Navistina, n-tiot i n+1 -ot  ~len na nizata se 

an = 
n

n 1
     i     an+1 =  

1n

n
 . 

 Ako ja opredelime razlikata  

an+1  an =
1n

n
 

n

n 1
 =

  
   1

1

1

112







nnnn

nnn
 > 0,      

t.e   an <  an+1.  Zna~i dadenata niza strogo raste. 

 

1. 3.  To~ka na natrupuvawe  
 

 Neka  

a1, a2,  …  , an,  … 

e beskone~na brojna niza. 
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Za realniot broj a velime deka e to~ka na natrupuvawe 
na nizata (an) ako za koj i da bilo broj >0 postojat beskrajno 

mnogu ~lenovi od nizata {to  pripa|aat na intervalot (a,a). 

 Geometriski toa zna~i deka beskrajno mnogu to~ki od 

nizata le`at vo sekoja otse~ka so dol`ina 2, ~ija sredina e 

to~kata a, bez ogled kolku malo e odbrano . To~kata na 
natrupuvawe mo`e, a i ne mora da pripa|a na nizata. 

 Nizata od primerot 1) ima edna to~ka na natrupuvawe, a 

toa e to~kata 0. Nizata od primerot 2) ima dve to~ki na 

natrupuvawe  +1  i  1. 

 Nizata od primerot 3) ima edna to~ka na natrupuvawe, a 
toa e  1. 

 Nizata od primerot 4) nema to~ka na natrupuvawe. Isto i 

nizata od primerot 5). 

 Edna beskone~na brojna niza mo`e da ima i neograni~eno 
mnogu to~ki na natrupuvawe. 

 

2. KONVERGENTNI  NIZI 

 
2. 1.  Granica na niza 

 Brojot a se vika granica na nizata (an), ako za sekoj 

pozitiven realen broj  mo`e da se najde priroden broj n0 (koj 

zavisi od ) takov {to da e ispolneto neravenstvoto 

ana  <      za sekoj     n > n0. 

Vo toj slu~aj pi{uvame 

an
n




alim     ili  an   a  koga n  ∞. 

 Od definicijata za granica na niza se gleda, ako a e 

granica na nizata (an), toga{ za proizvolno malo  vo 

okolinata na to~kata a se nao|aat site ~lenovi na nizata, 

po~nuvaj}i od ~lenot so indeks  n0+1, t.e. an(a,a) za n>n0, a 

samo kone~en broj ~lenovi nadvor od toj interval (n0 ~lenovi). 

Nizata {to ima granica se vika konvergentna niza. 

Niza {to nema granica se vika divergentna niza. 
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Primer 1. Da se poka`e deka nizata  

an = 1 + 
 

n

n1
 

ima granica 1. 

 Od definicija za granica na niza sleduva 

1na  < 

t.e. 

 



 1

1
1

n

n

,   
n

1
,     


n

1
,   n >


1

. 

Zna~i, navistina 

 







 


 n
lim

n

n

1
1  =1. 

Ovde za n0, ako 

1

 ne e priroden broj, mo`e da se zeme 

najgolemiot priroden broj koj e pomal od  

1

  i toa se ozna~uva   





1

 

ili  E 







1

,  ({to  se  ~ita  cel  del  od  

1

).  Na primer,  ako = 103
,   

n0 =1000,   ako  pak  =7103
,  toga{   n0 = 





7

1000
=  8142, = 142. 

 Vo  slu~ajot  koga =103
 site  ~lenovi  so  indeks  po~nuvaj}i 

od 1001 pripa|aat na intervalot (1103, 1+103), a nadvor od toj 

interval  ima  samo  1000  ~lenovi. 

 Vo slu~ajot koga =7103
 site ~lenovi so indeks po~nuvaj}i 

od 143 se vo intervalot (17103, 1+7103),  a samo 142 ~lena se 

nadvor  od  toj  interval,  t.e.  koga e    pogolemo, toga{  n0  e  pomalo  i 
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obratno koga  e pomalo n0  e pogolemo, odnosno se gleda deka n0 zavisi 

od . Ovaa niza e konvergentna. 

Nizite od primerite 1) i 3) se konvergentni, a nizite od 

primerite  2),  4)  i  5)  se divergentni  (od t.1.1). 

 

2. 2.  Nekoi osobini na konvergentni nizi 
 

 Teorema 1. Ako nizata (an) e konvergentna, toga{ 

nejzinata granica  e ednozna~no opredelena. 

Dokaz: Da pretpostavime deka nizata (an) ima  dve granici 

a i b i pritoa  a  b. Ako stavime   ab 
3

1
, }e dobieme deka 

intervalite  (a, a)  i  (b, b)  nemaat zaedni~ki to~ki. 

 

 

Od toa {to  a  e granica na nizata  (an)  sleduva deka 

nadvor od intervalot (a, a) se nao|aat kone~en broj ~lenovi 

na nizata, pa zna~i vo intervalot (b, b) ima kone~en broj 

~lenovi, od kade {to sleduva deka  b  ne e granica na nizata. 

Teorema 2.  Sekoja konvergentna niza e ograni~ena. 

Dokaz: Neka (an) e konvergentna niza i ima granica a i 

neka  e nekoj pozitiven realen broj. Toga{ samo kone~en broj 

~lenovi na nizata se nadvor od intervalot (a, a),  t.e. za 

nekoj priroden broj n0, 

an   (a, a)    ako   n > n0. 

Neka  

M = maxa1, a2 ,  …  , 
0na ,  a+  

(M e najgolemiot od ovie broevi) i  

m = mina1, a2 ,  …  , 
0na ,  a  

(m e najmaliot od broevite vo zagradata). 
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Toga{ e o~igledno deka  m  an  M  za sekoj nN {to 
poka`uva deka navistina nizata e ograni~ena. 

Zabele`uvame deka obratnoto ne va`i, t.e. ne sekoja 

ograni~ena niza e i konvergentna (pr. 2, t.1.1) 

Teorema 3. Sekoja monotona i ograni~ena niza e 
konvergentna. 

 Dokaz.  Neka nizata  (an)  ne opa|a i e majorirana. Od toa 

sleduva deka postoi   sup an = a. ]e poka`eme deka  a  e granica 

na nizata. Od definicijata za supremum, za sekoj  postoi 

priroden broj  n0  takov {to  a< 
0na < a. Toga{, bidej}i nizata  

ne opa|a, za site  n >n0  }e imame  a< an    a,  {to zna~i  

           an(a, a)  (a, a)  za sekoj   n > n0,  t.e.  n
n

alim


= a. 

 Na sosema ist na~in se doka`uva i  

Teorema 4: Sekoja monotona niza {to opa|a i e 

ograni~ena odozdola e konvergentna i ima granica  a= inf an. 

Primer 2. Da se poka`e deka nizata 





 

n

n 1
 e konvergentna. 

Poka`avme deka nizata  strogo monotono raste (pr.9,t.1.2). 

 Bidej}i 

1
1

1
1





nn

n
an            ( n  N), 

sleduva dadenata niza e ograni~ena. 

 Zna~i, ovaa niza e konvergentna  i ima granica  a =1. 

 Primer 3. ]e ja razgledame nizata 

a , aa  ,  … ,
  

koreni



n

n.a...aa ,  …   

i }e poka`eme deka e konvergentna. 

 Op{tiot ~len na ovaa niza e: 

an=
  

koreni



n

n.a...aa . 
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Od formulata neposredno sleduva deka: 

     an+1 = naa  .              (1) 

 ]e poka`eme deka razgleduvanata niza raste. Za taa cel }e se 
poslu`ime so metodot na matemati~ka indukcija. Jasno e deka 

aa   > a ,     t.e.     a2  > a1.  

 ]e pretpostavime deka za nekoj n >1 

an > an1. 

Od  (1)  sleduva: 

an+1 
2  =  a + an  >  a + an1 = an

2, 

t.e.  an+1 > an.  So toa monotonosta na nizata e doka`ana.  

]e poka`eme deka nizata e ograni~ena, t.e. deka za sekoj n  

an < a  +1. 

Navistina  

a1 = a  < a   +1. 

 Ako pretpostavime deka za nekoj n e ispolneto neravenstvoto 

        an < a  +1,              (2) 
toga{ od (1) se dobiva: 

an+1 = naa   < 121  aaaa =   11
2

 aa , 

a so toa doka`avme deka neravenstvoto (2) e ispolneto za sekoj n, t.e. 

deka razgleduvanata niza e ograni~ena odozgora. 

 Od teoremata 3 sleduva deka dadenata niza ima granica. Taa 

granica neka ja ozna~ime so b. ]e zabele`ime deka i nizata (an+1) ja 

ima istata granica, 


 

n
nalim 2

1  b 2
            n

n
aalim 


  = a + b. 

Od ravenstvoto (1) sleduva: 

        b2 = a + b.              (3) 

Bidej}i ~lenovite na razgleduvanata niza se pozitivni i granicata na 

nizata }e bide pozitivniot koren na ravenkata (3), odnosno: 

b =  
2

141  a
. 
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 Teorema 5. Ako nizite (an) i (bn) se konvergentni i 

imaat ista granica  a  i nizata  (cn)  e takva {to 

an   cn  bn     za sekoj    n  N, 

toga{ nizata (cn) }e bide konvergentna,  pri {to   n
n

clim


= a. 

 Dokaz: Od ablimalim n
n

n
n




  sleduva deka za koj i da bilo 

realen broj , postojat prirodni broevi n1 i n2 takvi {to 

a<an  (za n>n1)  i  bn < a+ (n>n2). 

 Neka n0 = max 21 n,n . Za  n > n0  imame: 

a< an    cn    bn  < a, 

{to zna~i deka i 

cn  (a, a+),       za  n > n0, 

pa sleduva deka i  n
n

clim


= a. 

 Primer 4. Da se opredeli granicata na nizata 

an =
n

nsin
. 

Bidej}i e  

1   sin n   1 

i bidej}i nizite 







n

1
 i 








n

1
 konvergiraat kon nula, spored 

teoramata 5 sleduva: 

n
lim

n

nsin
 = 0. 

 Nizata so op{t ~len an =
nsin

n
 e ne ograni~ena, bidej}i  

nsin

n
> n. Od teoremata 2 sleduva deka nema granica. 

 Primer 5. Da se najde granicata na nizata ~ij op{t ~len  e 

an =
nn

...
nn 





 222

1

2

1

1

1
. 
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Sekoj sobirok na dadenata suma zavisi od n i e pogolem od 

posledniot, a pomal od prviot sobirok. Zatoa 

122 


 n

n
a

nn

n
n  

t.e. za ~lenovite na nizata an va`i 

bn < an < cn, 

kade {to 

bn = 
nn

n

2
,    cn = 

12 n

n
. 

Bidej}i  
n

lim bn = 1  i  
n

lim cn = 1, sleduva deka  i  
n

lim an = 1. 

 Teorema 6. Ako 
n

lim an = a  0, toga{ postoi priroden 

broj n0 takov {to  na
2

a
   za   n > n0.   

U{te pove}e,  ako  a > 0, toga{ an > 
2

a
, a ako  a < 0,  

toga{ an < 
2

a
, za  n > n0. ^lenovite na nizata (an) imaat ist 

znak kako i  a   po~nuvaj}i od nekoj priroden broj. 

 Dokaz: Neka nizata (an) ima granica a. Ako zememe 
2

a
, 

spored definicijata za granica postoi priroden broj n0 takov 
{to 

2

a
a  na ,      n > n0, 

a od svojstvoto za apsolutna vrednost za razlika 

a  na  < naa  

t.e. 

na  > a  
2

a
 = 

2

a
. 

Prviot del od teoremata e doka`an. 
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Neravenstvoto  

naa <
2

a
 

e ekvivalentno so neravenstvoto 

a 
2

a
  < an < a +

2

a
. 

Ako   a > 0,  toga{   
2

a
 = a  

2

a
 < an   za   n>n0   

i  ako  a < 0,  toga{    an < a + 
2

a
 =  a 

2

a
 = 

2

a
 . 

 

2. OPERACII  SO  KONVERGENTNI  NIZI 

 
Neka  (an) i (bn)  se dve nizi od realni broevi. Toga{ 

nizite  (an + bn),  (an bn),  (anbn), 








n

n

b

a
 (bn0 za nN) se vikaat 

soodvetno zbir, razlika, proizvod i koli~nik na nizite (an) i 

(bn). 

Se postavuva pra{awe dali konvergentnosta  na novofor-
miranite nizi }e zavisi od konvergentnosta na dadenite nizi. 
Odgovorot na toa pra{awe e sodr`an vo slednava teorema. 

Teorema 7. Ako (an) i (bn) se konvergentni nizi i 
n

lim an=a,   

n
lim bn = b, toga{ se konvergentni i nizite (an bn), (anbn) i ako 

u{te b0 konvergentna e i nizata 








n

n

b

a
Pritoa va`i: 

a) 
n

lim (an  bn) = a   b  = 
n

lim an   
n

lim bn; 

b) 
n

lim   (anbn)  =  ab =
n

lim an  
n

lim bn; 

v) 
n

lim
n

n

b

a
 = 

b

a
 = 

n
n

n
n

blim

alim



 . 



Gl. II Beskone~ni nizi od realni broevi 81

 

Dokaz: a) Neka 
n

lim an = a i  
n

lim bn = b i neka  e koj i da 

bilo realen pozitiven broj i neka  =
2


, toga{ od konvergent-

nosta na nizite (an) i (bn) sleduva deka postojat broevite n1 i n2 
takvi {to  

ana  <         za    n > n1 

i 

bnb  <         za    n > n2. 

Ako  n0 = max  21 n,n , toga{: 

ana  <  bnb  <  za  n > n0, 

pa  za nizata zbir sleduva: 

         baba nnnn baba  

        ba  nn ba < 
2


+

2


 =  

odnosno za nizata razlika: 

         baba nnnn baba  

       ba  nn ba < 
2


+

2


 = 

so {to e poka`ana konvergentnosta na nizite  (anbn) i   (anbn) , 
kako i 

n
lim (an bn)  =  a   b  =  

n
lim an    

n
lim bn . 

b) Bidej}i nizite (an) i (bn) po pretpostavka se konver-

gentni (spored teorema 2), tie se i ograni~eni, t.e.  

m1   an  M1      i     m2   bn  M2       za sekoj n є N. 

Stavaj}i   A = max  2121 M,M,m,m ,    dobivame  deka 

na  < A  i  nb  < A   za  sekoj   n  N. 
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Od konvergentnosta na nizite (an) i (bn) sleduva deka za 

proizvolno =
aA 


 postojat prirodni broevi n1 i n2 takvi 

{to 

ana  <         za    n > n1 

i 

bnb  <         za    n > n2. 

Ako n0 = max  21 n,n , toga{: 

     abaaab nnnnnn bbbaba  

baaabaa  nnnnnnn bbabbba < 

       < A + a ( A + a  ) = 

 So toa doka`avme deka 

n
lim  anbn   =  ab =

n
lim an  

n
lim bn. 

 Specijalen slu~aj: ako nizata (an) konvergira kon a, i k e 

proizvolen realen broj, toga{ nizata (kan) e konvergentna i ima 

granica ka. 

v) Pretpostavuvame deka nizite (an) i (bn) se konvergent-

ni i deka bn  0 za sekoj  nN  i   b  0. 

Go razgleduvame izrazot 

n

nn

n

n

b

ba

b

a





b

ab

b

a
= 

n

nn

b

ba




b

aababb
= 

                       = 
   

n

nn

n

nn

b

ba

b

ba









b

baab

b

baab
=                

= 
b

aba







n

n

n

n

b

b

b

a
. 

 Spored teoremata 6, postoi broj n1 takov {to  
2

b
nb ,  

za n > n1. 
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 2
b

a

b

a n

n

n
a

b

a

b

a

b

b



2nb

,     n > n1. 

 Od konvergencijata na nizite (an) i (bn) sleduva deka 

postojat prirodni broevi n2 i n3  takvi {to da va`i: 

ana  <
4

b
        za     n > n2 

bnb  < 
a

b

4

2
         za    n > n3. 

Neka n0 = max  321 n,n,n ,    toga{ 

22







b

a

n

n

b

a
 = za n > n0 

t.e. poka`avme deka 

n
lim

n

n

b

a
 = 

b

a
 = 

n
n

n
n

blim

alim



 . 

 

4. NULA-NIZA. NIZI [TO NEOGRANI^ENO 

 RASTAT PO APSOLUTNA VREDNOST 

 

 Ako  
n

lim an = 0, toga{ za nizata (an) velime deka stanuva 

beskrajno mala po apsolutna vrednost ili deka e nula-niza. 

 Za nizata (an) velime deka neograni~eno raste po apso-
lutna vrednost ako za sekoj realen pozitiven broj K postoi 

priroden broj  n0  takov {to  na  > K  za   n > n0 (n0 zavisi od K). 

 Sekoja  niza  od ovoj vid e neograni~ena, pa spored 

teorema 2 e divergentna, i pi{uvame   

n
lim an  
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Ako za sekoj pozitiven realen broj K, postoi priroden 

broj n0, takov {to  

an > K      za      n>n0, 

toga{ velime deka nizata (an) se stremi kon +  i pi{uvame 

n
lim an  

 Analogno, za nizata (an)  velime deka se stremi kon 

 ako za sekoj pozitiven realen broj K, postoi priroden broj 

n0, takov {to 

an < K       za       n>n0, 

pa pi{uvame 

n
lim an  

 Primeri: 

1) 
n

lim  n2 = + 10000, n2 >10000,  n>100, n0 = 100). 

2) 
n

lim 2n = + n > 218, n >18, n0 =18). 

3) 
n

lim 5n =  n  < 520, n >20, n0 =20). 

Teorema 8. Ako e 
n

lim an = 0 i an  0 za n  N  toga{, 

n
lim

na

1
 =  

Dokaz: Ako 
n

lim an = 0, toga{ od definicijata za granica 

na niza sleduva deka za sekoj   postoi  n0  takov {to na   
za  n>n0.  Neka  K e proizvolen realen broj i neka stavime  


K

1
   toga{ za  n > n0   od   na   se dobiva: 

na

1
> 

1

 = K,       t.e.    
n

lim
na

1
 =  

 Va`i i obratnata teorema. 
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Teorema  9. Ako 
n

lim an =  i an  0 za n  N  toga{, 

n
lim

na

1
 = 0. 

Dokaz: Neka  i neka  K = 

1

. Od  
n

lim an =  sleduva 

deka postoi  takov broj  n0  {to  

na  > K   za  n > n0 

od kade {to  

na

1
< 

K

1
 = ,       t.e.    

n
lim

na

1
 = 0

Primeri: 1)  Da se opredeli konvergencijata na  nizata so 

op{t ~len 

an = qn. 

Za  0< q <1  nizata monotono opa|a bidej}i  

q
a

a

n

n 1 <1,    an+1< an 

i e ograni~ena odozdola. Spored toa (teorema 3) ima granica  a, 
pa 

a = 
n

lim  qn+1 = 
n

lim qn q = q
n

lim qn  = qa, 

od kade {to sleduva: 

a(1q) = 0,  a bidej}i  q  1, sleduva  a = 0. 

 Ako  q >1,  toga{  0 < 
q

1
 < 1. Od teoremata 7 sleduva 

n
lim qn =

n
lim

n

q 







 1

1
 =  
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2) Da se doka`e deka  
n

lim
!n

a n

  =  0. 

Dokaz: Neka a e proizvolen realen broj. Postoi priroden 

broj  k  takov {to  a < k. Brojot  
k

a
 go ozna~uvame so , t.e. 

k

a
  = 

pa broevite  
1k

a
, 

2k

a
,  …    site se pomali od  , a  0<  < 1. 

Za sekoj broj  n > k  se dobiva: 

!n

a n

 = kn

kk

k

a

n

a
...

k

a

k

a

k

a 






!! 21

 = 

 = 
!k

a
k

k

n



 . 

 Bidej}i  0<  < 1  sleduva  n
0, koga n    zatoa i  

!n

a n

  0   koga  n   . 

3) Da se ispita nizata  an = 1 + q +  …  + qn1. 

 Za  q =1,  an = n   i   toga{   
n

lim an = 

 za q = nizata e divergentna:

 za     q  < 1,  op{tiot  ~len  na  nizata  mo`e  da  se 

zapi{e vo vid 

an = 
1

1

11

1










qq

q

q

q nn

, 
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toga{ 

n
lim an = 

1

1

1

1

1

0







 qqq
, 

a toa zna~i deka nizata e konvergentna. 

 za    q  > 1 sleduva  
n

lim an =  ,  (bidej}i    qn   ) 

t.e. nizata e divergentna.  

 

5. BROJOT  e 

 
 Da ja razgledame nizata so op{t ~len 

an = 
n

n






 

1
1 . 

 ]e poka`eme deka ovaa niza e konvergentna. Za taa cel }e 
poka`eme deka e monotono raste~ka i ograni~ena. 

10 Nizata (an) monotono raste. 

Spored binomnata formula op{tiot ~len na nizata an se 
zapi{uva vo vid: 

an = 
n

n






 

1
1 = 1 + 

nnn

n
...

n

n

n

n 11

2

1

1 2 

























 = 

      = 1+ 
   

nnn

...nn
...

n

nn

n

n 11211

2

11

1 2








!!!
 = 

      = 1+1+ 





 







 





 






 

n

n
...

nnn
...

n

1
1

2
1

1
1

11
1

2

1

!!
; 

soodvetno, n+1-ot ~len e 

          an+1 = 2 + ...
n












1

1
1

2

1

!
 

       

































1
1

1

2
1

1

1
1

1

1

n

n
...

nnn
...

!
. 

Od sporeduvaweto na izrazite za an i an+1 sleduva an<an+1, 
{to zna~i deka navistina nizata monotono raste. 
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20  Nizata (an) e majorirana. 

Bidej}i 1
n

i
<1  (i =1, 2,  … , n1), za an se dobiva izrazot: 

an < 2+ 
!!! n

...
1

3

1

2

1
 < 2+

12 2

1

2

1

2

1


n
... , 

pa zna~i 

an < 1+ 1
1

2

1

1
2

1











n

  = 1 + 

2

1

1
2

1











n

 = 1+2
n









2

1


t.e. nizata (an) e majorirana. 

 So toa poka`avme deka razgleduvanata niza e konvergent-
na  (teorema 3.). 

 Nejzinata granica ja ozna~uvame so e, t.e. 

n
lim

n

n






 

1
1  = e. 

 Spored razgleduvanoto mo`e da se zaklu~i deka  2 < e < 3. 

Se poka`uva deka brojot e e iracionalen broj ~ii prvi 

cifri se:   2,718281… . 

Primer 1. Da se najde granicata na nizata ~ij op{t ~len  e 

an = 
n

n






 

1
1 .  

 Za da ja najdeme granicata na nizata }e gi izvr{ime 
slednive operacii: 

n
lim an=

n
lim

n

n






 

1
1 =

n
lim

n

n

n






 1

=
n

lim
n

n

n








1

1
 = 
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=
n

lim
n

n

n










1

11

1
=

n
lim

n

n











1

1
1

1
= 

=
n

lim



























1

1
1

1

1

1
1

1
1

nn

n
= 

           = 





























 1

1
1

1

1

1
1

1
1

nn n

n

n
limlim

=
ee

1
1

1
 = e1. 

 

 Primer 2. Da se najde granicata na nizata  ~ij op{t ~len e 

an = 
n

n

k






 1 , 

kade {to kN. 

 Za da ja najdeme granicata na nizata }e gi izvr{ime 
slednive operacii: 

n
lim  an = 

n
lim

n

n

k






 1 =

n
lim

k
k

n

k

n






















1

1 =
n

lim

k

k

n

k

n








































1

1  = 

                 =

k

k

n

n

k

n
lim










































1
1 = ek. 
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6. TEOREMA  NA  BOLCANO-VAER[TRAS  I 

KO[IEVA  TEOREMA 

 
 Da izneseme u{te nekolku osobini na konvergentni nizi 
me|u koi i t.n. osnoven kriterium za konvergencija. 

 Vidovme deka sekoja ograni~ena niza  ne mora da e 
konvergentna, dodeka postoewe na to~ka na natrupuvawe za 
ograni~ena niza e dadeno so teoremata na Bolcano-Vaer{tras. 

 

6. 1.  Teorema na Bolcano-Vaer{tras 

 
 Teoremata na Bolcano-Vaer{tras glasi: Sekoja beskone~-
na ograni~ena niza ima barem edna to~ka na natrupuvawe. 

 Dokaz: Neka nizata (an) e beskone~na i ograni~ena, toga{ 

postojat realni broevi  m i  M  takvi {to 

m    an   M      za     nN, 

kade {to  m=infan ,  M=supan. Intervalot  M,m  da go podelime 

na dva ednakvi dela. Barem edna od polovinite na toj interval 

sodr`i beskone~no mnogu ~lenovi na nizata (an), vo sprotivno, 

intervalot  M,m  bi sodr`el kone~no mnogu ~lenovi. 

 Neka  11 M,m  e polovinata od intervalot  M,m  koja 

sodr`i beskone~no mnogu ~lenovi od nizata (an). Ako i dvete 
polovini sodr`at beskone~no mnogu ~lenovi, toga{ izborot e 

proizvolen. Intervalot  11 M,m  go delime na dva ednakvi dela i 

postapuvame analogno, pa doa|ame do intervalot  22 M,m  koj 

sodr`i  beskone~no mnogu ~lenovi na nizata (an). Procesot ako 
se prodol`i se doa|a do beskone~na niza od vlo`eni intervali: 

 M,m     11 M,m    22 M,m     …     nn M,m   … 

kade o~igledno e deka 

Mn mn =  
n

mM

2


      t.e.     

n
lim

n

mM

2


 = 0, 

a toa e niza vlo`eni otse~ki ~ija dol`ina te`i kon nula. 
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Spored toa, postoi edinstvena to~ka koja pripa|a na site 
intervali 

 nn M,m ,      n = 1, 2, 3,  …  . 

 Neka taa to~ka ja ozna~ime so c, pa 

n
lim mn = 

n
lim Mn = c. 

 Od definicijata za granica na niza sleduva deka za sekoj 

realen broj  mo`e da se najde takov broj n {to  

c  < mn < Mn < c+,      nn M,m   (c c+

 Bidej}i intervalot  nn M,m  sodr`i beskone~no mnogu 

~lenovi od nizata (an), i vo intervalot (c c+ ima isto taka 

beskone~no mnogu ~lenovi na nizata (an), a toa zna~i deka c e 

to~ka na natrupuvawe na nizata (an). 

 So toa teoremata e doka`ana. 

 

6. 2.  Ko{iev kriterium za konvergencija na nizi 
 

 Nizata (an) e konvergentna ako i samo ako za sekoj realen 

broj  >0  postoi priroden broj  n0  takov {to 

    npn aa   <    za   n > n0                           (*) 

i za sekoj  priroden broj  p   1. (Osnoven Ko{iev kriterium). 

 Dokaz: Neka nizata (an) e konvergentna i ima granica a. 

Od konvergencijata na nizata sleduva deka za proizvolno >0 

postoi priroden broj n0 takov {to 

ana  < 
2


    za n > n0 

pa va`i i 

a pna  < 
2


          za     n+p > n0,    p  1, 

toga{ 

npn aa   = npn aa  aa  =    aa  npn aa   

       aa  npn aa  < 

 So toa poka`avme deka uslovot (*) e potreben. 
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Neka za sekoj proizvolen broj  >0  e ispolnet uslovot 

npn aa   <        za  n > n0,  p  1,    (n, pN), 

toga{ za  n = n0+1  se dobiva: 

10  npn aa  < 
ili 

10na   < an+p  < 10na  +      za sekoj    n > n0,  p > 1. 

 Ako stavime  

M = max  121 0na,...,a,a ,    m = min  121 0na,...,a,a  

se dobiva deka m  an  M, za sekoj  nN  t.e. nizata e ograni~ena. 

 Od teoremata na Bolcano-Vaer{tras, t.e. od toa {to 
doka`avme deka nizata e ograni~ena, sleduva deka taa ima barem 

edna to~ka na natrupuvawe.  ]e doka`eme deka nizata (an)  ima 
samo edna to~ka na natrupuvawe. 

Ako a i b se dve razli~ni to~ki na natrupuvawe na nizata 

(an), toga{ vo sekoj od intervalite (a, a), (b, b)  ima 
beskone~no mnogu ~lenovi od nizata, a toa zna~i deka apsolutna 
vrednost na razlikata pome|u ~lenovite koi pripa|aat na 

(a,a)   i  tie  na  (b,b)  ne bi bila pomala od 
3

ab 
. Za 


3

ab 
 postojat beskone~no mnogu prirodni broevi n i p1, 

takvi {to 

an  (a, a)    i    an+p  (b, b), 

a toga{ bi dobile: 

 = 3  2 = ab     2ab  

 =     ab  < npn aa  , 

{to e sprotivno na uslovot (*). Spored toa nizata (an) ima samo 
edna to~ka na natrupuvawe.    

 Doka`avme deka od uslovot npn aa  < sleduva deka niza-

ta (an) e ograni~ena i deka ima samo edna to~ka na natrupuvawe, 
t.e. deka e konvergentna. So toa e doka`ana Ko{ievata teorema. 
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Zada~i za ve`bawe 
 

1. Da se napi{at prvite deset ~lena na nizata zadadena so op{t 

~len 

an =  nn 1                      Odg.: 1, 2, 
3

1
,  4, 

5

1
, 6, 

7

1
, 8, 

9

1
, 10. 

2. Da se napi{at prvite nekolku ~lena na nizite so op{t  ~len: 

 a) an = 
2n

n
                        Odg.:   a)  

3

1
, 

4

2
, 

5

3
, 

6

4
,  … 

 b) an = 
 

n

n

2

1
                                b)   

2

1
,  

4

1
, 

6

1
 , 

8

1
,  … 

v) an = n22n+1                             v)  0, 1, 4,  … 

3. Znaej}i nekolku prvi ~lena na nizata,  da se napi{e eden od 

mo`nite izrazi za op{tiot ~len: 

a) 
2

1
, 

3

2
, 

4

3
,  …    ;                                Odg.:  a)  an = 

1n

n
. 

b) 
1

2
, 

3

4
, 

5

6
,  …   ;                           b)  an = 

12

2

n

n
. 

v) 
3

2
, 

6

3
, 

11

4
, 

18

5
, 

7

6
,   …  ;                           v)  an = 

2

1
2 


n

n
. 

g) 5  , 55 , 555 ,  …  ;     

Upatstvo: a1 = 2

1

5  ,  a2  = 4

3

5  ,  …  .          Odg.: an = 
 

n

n

2
12

5


. 

d) 0,2;  0,23;  0,233;  …  ;  0,233 … 3;  …   

    a1 = 0,2 

    a2 = 0,2+0,03 = 0,2 + 
100

3
 

    a3 = 0,2+0,03 = 0,2 + 
100

3
+

1000

3
 = 0,2 + 






 

10

1
1

100

3
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an = 0,2 + 





  22 10

1

10

1

10

1
1

100

3
n

...  = 

        = 0,2 + 
100

3

1
10

1

1
10

1
1






n

. 

4. Da se najde  inf an  i  sup an  za nizite: 

a)  an = 
12

2

n

n
;                Odg.:  a) 1 < an  2. 

b)  an = sin n ;                                         b)  1  an  1. 

v)  0, 1, 0, 2,   …  , 0, n, … .                  v)  inf an = 0, nizata e 

                                                                                                 neograni~ena. 

5. Koi od slednive nizi se monotoni 

   a)  an = 
14

13




n

n
;       Odg.: a) ne opa|a i e ograni~ena 0<an <1. 

   b)  an = 
1

2
2 n

n
;        b)  ne raste i e ograni~ena 0<an 1. 

   v)  an = (2+(1)nn).        v) ne e monotona i e neograni~ena. 

6. Da se doka`e deka nizata 






 
n

n

3

13
  e ograni~ena i opa|a. 

7. So pomo{ na definicijata za granica na niza da se doka`e 

deka 

n
lim

2

1

12

1





n

n
. 

8. Da se najde granicata a na nizata i indeksot n0 po~nuvaj}i od 

koj aan   <   za nizite: 
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a)  an = 
2

1

n
  za     = 0,1; 0,01; 0,001. 

 

Odg.:  a = 0,  n0 = E 









1
+1; n0 = 4 za  = 0,1; 

                     n0 =11 za   = 0,01; n0 =32 za   = 0,001. 

b)  0,9; 0,99; 0,999;  … , 0, 
n

999 ... ,  … za   = 0,0001. 

       Odg.: a =1, n0 = 5. 

9. Poznato e deka 

n
lim

3

2

32

12





n

n
. 

Da se najde brojot n0, takov {to za site indeksi n > n0 da e 

ispolneto neravenstvoto: 

3

2

32

12





n

n
 < 0,0001.                           Odg.:  n0 = 1112. 

10. Da se objasni konvergencijata na nizata: 

3

1
, 

5

1
, 

7

1
,  …   

12

1

n
,  …   . 

Odg.:  Nizata opa|a i e ograni~ena odozdola. 

11. Da se najdat granicite na nizite: 

     1) 
n

lim
 2

2

2

42




n

nn
;            Odg.: 1) 1. 

     2) 
n

lim
2

21

n

n... 
;                     2) 

2

1
. 

     3) 
n

lim
 

3

222 121

n

n... 
;                    3) 

3

1
. 

 

 



MATEMATIKA I 96

 

     4) 
n

lim
2

3 2




n

nn
;              Odg.: 4) 0. 

     5) 
n

lim  nnn 2
;                      5) 

2

1
. 

     6) 
n

lim
 

   !!

!

12

1




nn

n
;                       6) 0. 

 

   7) 
n

lim   












 1

1

32

1

21

1

nn
... ;                    7) 1. 

   8) 
n

lim
 







 





2

12

1

12531 n

n

n...
;                   8)

2

3
. 

   9) 
n

lim

n

n

...

a...aa

4

1

16

1

4

1
1

1 2




. 

Odg.: a <1,  14

3

a
;  a   1, nizata nema granica. 

10) 
n

lim   nlnnlnn 1 ;       Odg. 10) 1. 

11) 
n

lim
n

n






 

3

1
1 ;     11) 

3

1

e
. 

12) 
n

lim
23
n

n

n






 

.     12) 2

3

e . 

 



  

 

 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 

GLAVA III 

 

 

FUNKCII OD EDNA REALNA 

 NEZAVISNO PROMENLIVA 

 

1. POIM ZA FUNKCIJA 
 
 Do poimot za funkcija mo`e da se dojde izu~uvaj}i gi 
odnosite me|u razli~ni golemini pri nekoi pojavi vo prirodata 
i op{testvoto. 

 Vo geometrijata, fizikata i drugite nauki se sretnuvame 
so razli~ni golemini: 

 me|u sebe zavisni golemini ( na pr. temperatura i vreme, 
dol`ina i temperatura, perimetarot na kru`nicata i nejziniot 
radius, plo{tina na kvardat i negova strana, volumen na topka i 

nejzin radius ). Ovie golemini gi vikame promenlivi golemini ;  

golemini koi ne se menuvaat (na pr. brojot  koj 
pretstavuva odnos pome|u perimetarot na kru`nicata i 

nejziniot dijametar). Ovie golemini gi vikame konstanti. 

Promenlivite golemini primaat vrednosti od nekoe 
podmno`estvo od mno`estvoto na realnite broevi ili pak od 
celoto mno`estvo na realnite broevi. 

 ]e dademe nekoi primeri za promenlivi golemini: 

1. Na sekoja vrednost na r (radius na kru`nica) od mno`est-

voto na realnite pozitivni broevi odgovara edna vrednost za L 
(perimetar na kru`nica) od mno`estvoto na pozitivnite realni 

broevi po formulata   L = 2r. 
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2. Na sekoja vrednost za a (strana na kvadrat) od mno`estvoto 

na pozitivnite realni broevi odgovara edna vrednost za P (plo{tina 

na kvadrat) od mno`estvoto na pozitivnite realni broevi po 

formulata  P = a 2 . 

 3. Na sekoja vrednost na t (vreme) od mno`estvoto na realni 

broevi od intervalot  T,0  (Tvreme potrebno teloto slobodno da 

padne) odgovara edna vrednost za s (s izminat pat na telo {to 

slobodno pa|a za vreme t) od mno`estvoto na pozitivnite realni 

broevi po formulata  s =  
2

2gt
 (g zemjino zabrzuvawe).   

 4. Vo tabelata e daden odnosot pome|u vrednostite na r i 

soodvetnite vrednosti na s. 

r 10          15           50          75          100 

s 1.00       1.35        1.69       1.87       2.00    

 Razgleduvaj}i gi istovremeno navedenite primeri, 
konstatirame deka, pred sé, vo sekoj primer se raboti  za dve 

mno`estva. ]e gi ozna~ime so D i G. Potoa, postoi nekoe 
pravilo (nekoja formula), spored koe se opredeluva eden 

element y od mno`estvoto G, koga e izbran eden element x od 

mno`estvoto D. Vo site ovie primeri se sre}avame so funkcija.  

 Poimot funkcija zazema edno od centralnite mesta vo 
matematikata. Funkciite od realna promenliva, {to se predmet 
na na{e izu~uvawe, se samo eden specijalen slu~aj od op{tiot 
vid preslikuvawa {to se sretnuvaat vo teorijata na mno`estva. 

 Neka D i G se dve mno`estva. Ako na sekoj element od 

mno`estvoto D po nekoj propis (pravilo), ednozna~no mu e 

pridru`en opredelen element od mno`estvoto G, velime deka e 

opredeleno preslikuvawe f od D vo G. Ako elementot xD se 

preslikuva so  f  vo  y G, pi{uvame   f: x  y   ili   y = f (x). 

 Ako D i G se podmno`estva od mno`estvoto na 

realnite broevi R i ako  f: x f (x)  e preslikuvawe od D vo G, 

toga{ velime deka e opredelena  edna funkcija y = f (x)  vo mno-

`estvoto  na  realnite  broevi so definiciona oblast D i G e 
mno`estvo vrednosti na funkcijata y = f(x). Taka na sekoj 

realen broj   xD ednozna~no mu e pridru`en realen broj  y =f (x) 
od  G.  Bidej}i  x  se menuva nezavisno vo  D  go  vikame nezavisno  
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promenliva (argument), dodeka y velime deka e zavisno 
promenliva ili funkcija. 

 Namesto oznakata  f  mo`e da se upotrebat i drugi bukvi. 

Ako razgleduvame razli~ni funkcii od argumentot x, dol`ni 

sme za niv da upotrebime razli~ni bukvi, a imeno g(x), h(x), F(x)         
i drugi.  

Mnogu ~esto za ozna~uvawe na funkcija se koristi ozna-

kata {to e izbrana za ime na funkcijata. Ako, na primer, so x e 

ozna~ena nezavisno promenlivata, a so y zavisno promenlivata, 

funkcionalnata vrska }e se izrazi vo vid  y = y(x).  

 Ako razgleduvame dve ili pove}e funkcii, za nivno 

ozna~uvawe mo`eme da upotrebime i  y = y1(x),  y = y2(x)  itn. 

 Mno`estvoto D se vika definiciona oblast ili domen 

na funkcijata, a mno`estvoto G se vika mno`estvo od vred-
nosti na funkcijata koe mu e pridru`eno na mno`estvoto D. 

 Vo primerite 1 i 2, D e mno`estvoto od realnite broevi 

od intervalot  (0,+ ), a G e mno`estvoto  (0,+ ). 

 Ako se apstrahirame od zna~eweto na nezavisno 
promenlivata golemina, funkciite vo ovie primeri se 

definirani vo intervalot  ( ,+ ). 

 Isto taka vo primerot  3, imaj}i go predvid konkretnoto 

zna~ewe na promenlivata tvreme na pa|awe, mno`estvoto D e 

intervalot  T,0 , kade {to T e vremeto potrebno teloto da 

padne; T =
g

h2
, kade {to h e visina od koja teloto pa|a. Ako se 

apstrahirame od konkretnoto zna~ewe, vo takov slu~aj funkci-

jata za mno`estvoto D go ima intervalot  ( ,+ ). 

 Spored toa, edna funkcija }e bide opredelena ako e 
zadadena: 

1)  nejzinata definiciona oblast; 

2) praviloto po koe se opredeluvaat vrednostite na 

funkcijata za site vrednosti na nezavisno promenlivata. 
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2. NA^INI NA ZADAVAWE FUNKCII 
 

 Praviloto spored koe edno y od mno`estvoto G se 

povrzuva so edno x od mno`estvoto D mo`e da se iska`e na 
nekolku na~ini. Obi~no toa se iska`uva tekstualno, se zadava 
preku tabela, mnogu ~esto so nekoja formula (analiti~ki) ili se 
iska`uva grafi~ki. Ako praviloto koe ja opredeluva funkcijata 
e postaveno tekstualno, korisno e tekstot, ako e mo`no, da se 
izrazi so formula. 
 ]e se zadr`ime ne{to pove}e na tabelarniot, 
analiti~kiot i grafi~kiot na~in na zadavawe funkcija. 

2. 1. Tabelaren na~in 
 

 Najednostaven na~ina na zadavawe funkcija e koga taa se 
zadava so tabela. Na primer, promenata na  temperaturata vo 
tekot na denot mo`e da se izrazi vo sledniov vid:  

 

s   6       7       8       9       10       11       12 

t   40      50      40     6 0      8 0      110      130 

 

 Vo gorniot red na tabelata se naneseni ~asovite, a vo 
dolniot red vrednostite na temperaturata. 

 Tabli~niot na~in na zadavawe na funkciite se odlikuva 
so toa, {to od tabelata mo`e lesno da se opredelat vrednostite 
na funkcijata za vrednosti na argumentot, {to se dadeni vo 
tabelata. No, od druga strana, ovoj na~in ne ni dava mo`nost da ja 
znaeme vrednosta na funkcijata za vrednosti na argumentot koi 
ne se vo tabelata. 

 Tabelarniot na~in se koristi vo prirodnite i 
tehni~kite nauki, kade {to zavisnosta pome|u promenlivite se 
utvrduva eksperimentalno ili so nabquduvawe. 

 

2. 2. Analiti~ki na~in 
 

 Analiti~kiot na~in na zadavawe funkcii e od golemo 
zna~ewe vo matemati~kata analiza. Ovoj na~in dava mo`nost 
ednozna~no i so celosna to~nost da se opredeli vrednosta na 
funkcijata za dadena vrednost na argumentot. 
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Simboli~niot zapis na funkcijata  y = f (x)  go karakteri-
zira praviloto so koe se dobivaat vrednostite na funkcijata za 
proizvolno izbrani vrednosti na argumentot. Pritoa, se misli 
na matemati~kite operacii {to treba da se izvr{at nad 
argumentot i vo koj redosled, za da se dobie vrednosta na 
funkcijata. 

 Primer 1. Ako e zadadena funkcijata  y =
x

x 12 
, vrednosta na 

y za dadeno x }e se dobie izvr{uvaj}i gi slednive operacii: stepenuva-

we na argumentot, sobirawe so 1 i delewe so kvadratniot koren od 

argumentot. 

Primer 2. So formulata y =
3

4 3x
 analiti~ki se izrazuva 

vrskata pome|u volumenot i radiusot na topkata. Nezavisno promenli-

vata e ozna~ena so x (radius na topkata), a vrednosta na funkcijata so y 

(volumen na topkata). Ovaa funkcija e definirana nad mno`estvoto od 
pozitivnite realni broevi, zemaj}i go predvid zna~eweto na taa 
funkcija. 

 Mnogu ~esto edna funkcija se zadava i so nekolku 
formuli (so razni formuli  vo oddelni intervali). 

Primer 3. 

y = 

 












.xx

x

xx

1011

100

03

2

2

 

 Za vrednosti na x od intervalot 3,0), vrednosta na funkci-

jata }e se opredeluva po formulata y=x2
. Za vrednosti na x od inter-

valot 0,1, vrednosta na funkcijata  e ramna na nula. Za vrednosti na x 

vo intervalot (1,10), vrednosta na funkcijata se opredeluva po 

formulata   y =(x1)2
.  

 Primer 4. Za  funkcijata  y =
1

1

x
  definicionata  oblast e 

(� ,1) i (1,+ ). Isklu~ok pravi x=1 bidej}i  vrednosta na funkci-

jata ne e opredelena, (delewe so nula ne e definirano). 

 Primer 5. Za funkcijata y = 21 x  oblasta na definiranost 

e intervalot 1,1, bidej}i za x>1, odnosno  x< 1 potkorenovata go-

lemina stanuva negativna i funkcijata nema realni vrednosti. 
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Pod definiciona oblast na elementarni funkcii, 

zadadeni so nekoja formula, obi~no se podrazbira mno`estvoto 

od site realni broevi x, za koi  dadenata funkcija ima smisla 
t.e.  vo procesot na site neophodni presmetuvawa po taa 
formula treba da se dobijat samo realni broevi. 

Primer 6. Funkcijata  y=
21

1

x
  ima smisla za  x  1, a }e 

prima realni vrednosti za x <1. Spored toa, funkcijata e definirana 

na  intervalot   (1,1). 

Razgleduvaj}i ja funkcijata y=f (x), ako sakame da ja zabe-

le`ime nejzinata vrednost za x = a,  }e napi{eme   f (a). 
Na primer, za funkciite 

  f (x) = 
21

1

x
,   g(x) =

x

10
,   h(x) = 21 x . 

    f (1) e oznaka za vrednosta na funkcijata f (x) za  x=1;   f(1) = 
2

1
. 

    g(2) e oznaka za vrednosta na funkcijata g(x) za x=2;  g(2)=5. 

    h(0) e oznaka za vrednosta na funkcijata h(x) za x=0;  h(0)=1. 

 Na nekolku primeri }e poka`eme, ako funkcijata e 
zadadena tekstualno, kako se sostavuva nejziniot analiti~ki 
izraz. 

 Primer 7.  Vo konus so visina H i polupre~nik na osnovata R 
se vpi{ani cilindri. Da se izrazi volumenot na cilindrite vo 
zavisnst od polupre~nikot na osnovata na cilindarot. 

 So x }e go ozna~ime radiusot, a so y visinata na eden od 

cilindrite. O~igledno e pritoa, deka me|u dimenziite na cilindarot 

postoi vrska i deka x se menuva od nula do R, visinata se menuva 

soodvetno od H do nula. 

 Vo ovaa zada~a, vrskata pome|u x i y se opredeluva od sli~nosta 

na triagolnicite ABC i DD1C (crt.3.1). Izrazuvaj}i ja proporcional-

nosta na stranite na dvata triagolnika, se dobiva: 

H:R = y:(Rx), 

odnosno 
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     y =
 

R

xRH 
.               (1) 

 Sega sme vo mo`nost da go 
izrazime volumenot na cilindrite vo 

zavisnost od x, a imeno od formulata 

V = BH = x2 y. 

Po zamenuvawe na y od ravenkata (1), se 

dobiva slednava vrska: 

 

Crt.  3. 1.                                V =
 
R

xRHx 2

. 

 Vo funkcionalnata vrska x e nezavisno promenliva, a V e 

oznaka za funkcija. 

 Vo vrska so ovaa zada~a, proverete gi slednive zada~i: 

1. Volumenot na cilindrite vo funkcija od visinata y se 

izrazuva so relacijata:  

V =  2

2

2

yHy
H

R



. 

2. Plo{tinata na cilindrite vo zavisnost od polupre~nikot x 
se izrazuva so relacijata: 

P =   HRHRxx
R


2

. 

 3. Plo{tinata na cilindrite vo zavisnost od visinata y se 

izrazuva so relacijata: 

P =     RHyRHyH
H

R



2

2
. 

 4. Obvivkata na cilindarot vo zavisnost od polupre~nikot x se 

izrazuva so relacijata: 

M =  xRx
R

H


2
. 
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Primer 8. Okolu polukrug so polupre~nik r e opi{an ramno-

krak triagolnik so visina x. Da se izrazi osnovata na triagolnikot 

kako funkcija od negovata visina. 
 

Neka osnovata na triagolnikot ja ozna~ime so y. Od sli~nosta 

na triagolnicite BOA i BA1O (crt.3.2) ja dobivame relacijata me|u 

visinata x i osnovata na triagolnikot y, koja glasi: 

ry
x 1BA

2

 , 

a od triagolnikot BA1O 

22
1BA rx  , 

pa zna~i 

222 rx

xry


 , 

t.e.   

        Crt. 3. 2.            
22

2

rx

xr
y


 . 

 Primer 9. Da se izrazi plo{tinata S na likot AMN vo 

funkcija  od x = AM   (crt.3.3).   

 ]e razlikuvame dva slu~aja: 

1.  neka  x < c. 

Plo{tinata S vo slu~ajov e plo{tina na triagolnikot AMN, 

pa zatoa 

S = 
2

xy
. 

No, bidej}i x i y se povrzani 

so vrskata 

c

b

x

y
 , 

                                                  

kone~no za S se  dobiva: 

  Crt. 3. 3.                 S = 2

2
x

c

b
; 
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2.  neka  x  c. 

 Plo{tinata S vo slu~ajov e plo{tina na likot formiran od 

triagolnikot AD1D i del od pravoagolnikot so strani b i xc, pa 

zatoa 

S = 
2

cb
 + b(xc).  

 Primer 10. Greda so dol`ina   slobodno potprena na pot-

porite A i B (crt.3.4), e optovarena vo sredinata so koncentrirana 

sila P. Da se izrazi analiti~ki napadniot moment za proizvolen 

presek na gredata. 

Koordinatniot sistem go izbirame taka, {to x-oskata da bide 

naso~ena vo pravec na gredata, koordinatniot po~etok vo leviot 

potpor, a y-oskata e naso~ena nagore. Vrednostite na potporite, so  

ogled  na  toa  deka  silata  dejstvuva   vo   sredinata,   }e  bidat A = 
2

P
,  

B =
2

P
 , (crt.3.4). 

 
 
 

Crt. 3. 4. 

Napadniot moment }e go ozna~ime so M (toa }e bide ime na 

funkcijata). Spored definicijata, napadniot moment vo izbran presek 
na gredata e ramen na sumata na momentite na silite {to dejstvuvaat 
levo od presekot. ]e razlikuvame dva slu~aja: 

 I. Neka  presekot e levo od koncentriranata sila na rastojanie 

x od leviot potpor (od koordinatniot po~etok), (0 < x < 
2


). 

Spored definicijata, 

M = Ax =  
2

P
x; 
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II. Neka presekot e desno od koncentriranata sila na rasto-

janie x od leviot potpor (
2


 <x<  ). So ogled na toa {to levo od 

presekot se dve sili ( A i P), }e bide: 

 

M = AxP(x
2


) =  

2

P
xPx +  

2

P
, 

 M = 
2

P
x+  

2

P
. 

 Primer 11. Greda so dol`ina   slobodno potprena na dva 

kraja  e optovarena so  ramnomerno  raspredelen  tovar so intenzitet 

q kg/m (crt.3.5). 
 Da se izrazi analiti~ki napadniot moment vo proizvolen 
presek od gredata. 

 I ovde koordinatniot sistem go izbirame kako vo prethodniot 
primer. 

 Vkupnoto optovaruvawe na gredata iznesuva q  i poradi 

simetrija, sekoj potpor }e primi po polovina od optovaruvaweto, taka 
{to }e bide: 

A = 
2

q
,      B = 

2

q
. 

 

 

 

Crt. 3. 5. 

 Napadniot moment }e go ozna~ime so M. ]e izbereme 

proizvolen presek X na rastojanie x od leviot potpor. Zada~ata se 

sostoi vo opredeluvawe na vrskata pome|u M i x, t.e. vo opredeluvawe 

na M vo funkcija od x. Za taa cel za presekot X }e ja opredelime 

sumata na momentite na silite {to dejstvuvaat levo od presekot. 

Bidej}i levo dejstvuvaat silite  A  i  qx,  se dobiva: 
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M = Axqx
2

x
 =  x

q

2

   
2

2qx
, 

       M =  x
qx


2

. 

 Da spomeneme za silata qx, zamisleno e deka e koncentrirana vo 

presekot na dijagonalite (toa e rastojanieto 
2

x
). So ovaa vrska se 

izrazuva napadniot moment na gredata za koj i da bilo presek. 

Intervalot na menuvaweto na  x  e  od  0  do   . 

 

2. 3.  Grafi~ki na~in 
 

 Vo fizikata i tehnikata funkciite ~esto se zadavaat so 
grafik, pri {to ponekoga{ grafikot e edinstvenoto dostapno 
sredstvo  za zadavawe na funkcijata. Toa se dobiva pri avtomat-
sko zapi{uvawe pri izmenuvawe na edna golemina vo zavisnost 
od menuvaweto na druga golemina. So takov na~in na zadavawe na 
funkcija se sre}avame kaj barografot koj ja iscrtuva zavisnosta 
na atmosferskiot pritisok vo funkcija od vremeto, kaj termo-
grafot koj go iscrtuva grafikot na temperaturata vo funkcija 
od vremeto. 

 Prednost na grafi~kiot na~in na zadavawe e negovata 
naglednost, {to e mnogu va`no vo izu~uvaweto na funkciite, a 
nedostatok e toa {to za odredena vrednost na promenlivata 
mo`e da se pro~ita samo pribli`nata vrednost na funkcijata. 
 

3.  GRAFIK  NA  FUNKCIJA 
 
 Neka e daden Dekartov pravoagolen koordinaten sistem 

vo ramnina. Na x-oskata }e nanesuvame elementi na mno`estvoto 

D nad koe e definirana funkcijata, a na y-oskata elementi na 

mno`estvoto G. Bidej}i e vo pra{awe funkcija, toga{ postoi 

pravilo po koe na sekoj element x1 od mno`estvoto D mu e 

pridru`en eden  element  f(x1)=y1 od mno`estvoto G.  

Smetaj}i go parot (x1, y1) kako koordinati na edna to~ka, 
vo koordinatniot sistem se pretstavuva taa to~ka. Za druga 

vrednost  x2 od mno`estvoto D, spored istoto pravilo, se dobiva 

vrednost  y2  od mno`estvoto G, t.e. se dobiva nova to~ka (x2, y2) 
vo koordinatniot sistem. 
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 Prodol`uvaj}i za mno`estvoto vrednosti  x3, x4,  … , xn 

so presmetuvawe na soodvetnite vrednosti  y3, y4,  … , yn i 

nanesuvaj}i gi parovite  (x3, y3), (x4, y4),  … , (xn, yn), vo koordi-
natniot sistem se dobiva mno`estvo to~ki, koi koga }e se 
povrzat go formiraat grafikot na funkcijata. 

 Mno`estvoto od site to~ki (x, f (x)), koga x gi prima 

site vrednosti od definicionata oblast na funkcijata  f (x), 
go vikame grafik na funkcijata. 

 Vo op{t slu~aj grafik na funkcijata  e kriva linija 
(vo poseben slu~aj mo`e da bide prava).  

Za ravenkata  y = f (x) velime deka pretstavuva ravenka 
na  kriva. 

Pri crtawe grafik na edna funkcija treba da se 
pridr`uvame na slednovo: 

1. da se opredeli definicionata oblast, ako ne e zadadena 

so zadavaweto na funkcijata, t.e. da se opredeli mno`estvoto D 
nad koe e realna funkcijata; 

 2. da se napravi  tabela od vrednosti na funkcijata za 

edna niza proizvolno izbrani vrednosti na argumentot x; 

 3. parovite od izbranite i presmetani vrednosti sood-

vetno da se nanesat vo Dekartoviot  sistem i da se povrzat. 
Korisno e pritoa da se opredelat  to~kite vo koi krivata gi se~e 

koordinatnite  oski.  Tie  to~ki  gi  dobivame za  x=0 (presek  so 

y-oskata) i od uslovot vrednosta na funkcijata da bide nula,   

y=0 (presek so  x-oskata). 

 Primer 1. Da se nacrta grafikot na funkcijata   y = x2 . 

 ]e formirame tabela 

 

x 2         1         0         1         2         3 

y   4            1         0         1        4          9 
 

 Vrz osnova na vrskata pome|u funkcijata i argumentot, 

parovite vrednosti (0,0), (1,1), (2,4), (1,1), (2,4) itn. koga }e se 

nanesat vo koordinatniot sistem gi opredeluvaat to~kite A, B, C, D, E, 
itn. 
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Povrzuvaj}i gi ovie to~-

ki, se dobiva grafikot na funk-

cijata   y = x2  (Crt.3.6). 

 Od primerot se gleda 
deka grafikot na edna funkcija 
mo`e da bide neprekinata 
linija, no sekoga{ ne mora da e 
taka. 

 Grafikot e mnogu dobro 
nagledno sredstvo za zapoz-
navawe so funkcijata, zatoa 
sekoga{ }e se stremime oddelni 
funkcii   da    gi    pretstavuvame 

Crt. 3.6.   grafi~ki. 

 

3. 1. Skicirawe grafici na funkcii 
 

Za skicirawe grafici na funkcii mo`e da ni poslu`i 
transformacijata na koordinaten sistem, translacija. 

 Znaej}i go grafikot na nekoja funkcija mo`e da se nacrta 
grafikot na mnogu drugi poslo`eni funkcii po geometriski 
pat, bez da se sostavuva tablica na vrednosti na funkcijata. Na 

ovoj na~in, vrz osnova na grafikot na edna funkcija  y = f (x),  
mnogu lesno se crtaat graficite na funkciite:  y = f (x) + a,  
y=f(x+a),   y  = A f (x),   y = f (ax),   y = A f (xa) + b  itn. 

 Neka e izbran sistemot  xOy  i  neka to~kata A(x, y) e 
opredelena vo odnos na toj sistem. 

]e vovedeme  drug  sis-

tem   x' O' y',  postaven  taka {to 

oskite  x' i  y' da bidat 
paralelni  soodvetno  so oskite 

x  i y. Koordinatniot po~etok  
O'  na ovoj sistem }e bide 
opredelen  vo odnos na prviot 

sistem so  O'(a,b).  Polo`bata na 
vtoriot koordinaten sistem 

(sistemot x' O' y' ) e ednozna~no 
opredelena pri ovie uslovi samo 
so zadavaweto na koordinatite  

            na koordinatniot po~etok O'. 
Crt. 3. 7.   
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To~kata A vo odnos na vtoriot koordinaten sistem ima 

koordinati  x' i  y',  imeno A(x', y'). 

Od crte`ot 3.7  e o~igledna vrskata pome|u koordinatite 

x i y odnosno  x'  i  y'  na istata to~ka vo odnos na dvata sistema, a 
imeno: 

x = x' + a 

y = y' + b, 
odnosno 

x' = x a 

y' = y  b. 

 So ovie vrski e mo`no da se opredelat koordinatite na 
to~ka vo odnos na prviot sistem i obratno, pri {to se 

podrazbira da bidat poznati a i b. Osven toa, so ovie vrski sme 

vo mo`nost, ako ja poznavame ravenkata na edna kriva  F1(x, y) = 0 
vo   odnos   na  prviot  sistem   da   ja  opredelime   ravenkata  na  
taa  ista  kriva  vo  odnos  na vtoriot sistem. Toa se postignuva 

so zamenuvawe  na  x  i  y  od  navedenite  vrski   vo   ravenkata 

F1(x, y) = 0,  {to  doveduva do ravenkata  F1(x'+a, y'+b) = 0, t.e.  
F2(x', y') = 0. 

 Primer 1. Da se skicira krivata so ravenka  y = (x1) 2 + 2 . 

 Po voveduvawe na smenata 

x 1 = x',     y 2 = y', 

se dobiva ravenkata  y' = x' 2
, a toa e poznatata parabola od vtor red. 

Noviot sistem  x' O' y'  e so po~etok soglasno so transformacionite 

formuli vo to~kata  O' (1,2), crt.3.8. 

  

  Crt. 3. 8.   Crt. 3. 9. 
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 Za da ja uprostime postapkata, da pretpostavime deka i 

dvata sistema se dovedeni do poklopuvawe. Toga{ to~kata A(x, y) 
i to~kata  B(x', y'), ako se definirani so vrskite: 

x = x' + a;     y = y' + b, 

}e bidat edna vo odnos na druga translatorno pomesteni za a 

edinici vo odnos na xoskata i b edinici vo odnos na yoskata. 

Analogno na toa, krivata  F1(x, y)=0  vo odnos odnos na krivata 

F2(x', y')=0 za istite vrski }e bidat edna  vo odnos na druga 

translatorno pomesteni za  a, odnosno  b  edinici vo odnos na  x i  
yoska soodvetno (sl.3.9.). 

 Ovoj fakt korisno }e ni poslu`i za skicirawe na nekoi 
vidovi funkcii. 

 Primer 2. Da se skicira grafikot na funkcijata  

y = (x1)3  + 2,       y 2 = (x1)3 . 

So cel  da  ja otkrieme 
ravenkata na ovaa kriva vo 
zgodno izbran koordinaten 
sistem, }e zamenime 

 x1=x',    y 2 = y ' . 

Po zamenata se dobiva: 

y ' = x ' 3 . 

Toa e ravenka na kubna 
parabola, nacrtana vo 
koordinaten sistem (so crti~ki). 
Grafikot na funkcijata }e se 
dobie koga ovaa kriva soglasno 
so relaciite 

Crt. 3. 10.        x = x ' + 1,       y = y ' + 2 

translatorno }e ja pomestime vo pravec na x-oskata za edna edinica, a 

vo pravec na y-oskata za dve edinici (crt.3.10). 

 Pri skicirawe na grafici se slu`ime so nekoi metodi, 
kako metod na sobirawe na ordinati, metod na mno`ewe 
ordinati i dr. 

 Vo sledniov primer }e go koristime metodot na sobirawe 
ordinati.  
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Primer 3. Da se skicira grafikot na funkcijata y = x+
x

1
, 

koristej}i go metodot na sobirawe ordinati. 

  ]e  gi nacrtame krivite y=x i  y=
x

1
. Za proizvolno x povleku-

vame prava paralelna so y-oska. Otse~kata AC  e ordinata na funk-

cijata  y=x  za  izbrano x, a otse~kata  AB  e ordinata  na  funkcijata  

y =
x

1
  za istata vrednost na x (crt.3.11). Na pravata }e ja naneseme suma 

ta na otse~kite AB  i AC  i ja 

dobivame to~kata D. To~kata D e 

edna to~ka od krivata  

y = x+
x

1
. 

 Postapkata }e ja povto-

rime i za drugi  vrednosti na x (}e 

povlekuvame drugi pravi). Nizata 
to~ki {to gi dobivame na ovoj  
na~in,  koga  }e se povrzat, ja  
davaat  krivata 

y = x+
x

1
. 

Crt. 3. 11.  
Zada~i za ve`bawe 

1. Vo polukrug so polupre~nik r e vpi{an pravoagolnik so 

visina x. Da se izrazi: 

1)  plo{tinata  na   pravoagolnikot   kako  funkcija  od  

negovata visina; 

2)  perimetarot  na   pravoagolnikot  kako  funkcija  od  

negovata visina. 

     Odg.: 1) P(x) = 2x 22 xr  ,        2) L(x) = 2x + 4 22 xr  . 

2. Vo triagolnik so osnova a i visina h e vpi{an pravoagolnik 

so visina x. Da se izrazi: 

1)  plo{tinata  na  pravoagolnikot   kako  funkcija  od  

negovata visina; 

2)  perimetarot  na  pravoagolnikot   kako  funkcija od  

negovata visina. 

Odg.: 1) P(x) =  
h

a
 x(hx),     2) L(x)  = 

h

2
(ah+xhax). 
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3. Daden e volumenot V na konus. Da se izrazi polo{tinata na 

konusot kako funkcija od negovata visina. 

Odg.: P(x) =   VxVV
x

333
1 3  . 

4. Vo topka so polupre~nik R e vpi{ana piramida so kvadratna 

osnova i visina x. Da se izrazi: 

1)  volumenot  na  piramidata kako funkcija  od nejzina- 

ta visina; 

2)  plo{tinata na piramidata kako funkcija od nejzina- 

ta visina. 

Odg.:  1) V(x)  = 
3

2
x2 (2Rx),       2) P(x) = 4Rx2x2 + 2x 224 xR  . 

5. Da se proveri deka dolu navedenite funkcii navistina se 

definirani vo nazna~enite intervali. 

1)  y = 
65

1
2 


xx

x
,              ( , 2)  (2,3)  (3,+ ). 

2)  y = 
1

1
2 x

,                        ( , + ). 

3)  y = 5x ,                   5, + ). 

4)  y = 342  xx ,         ( ,1  3, + ). 

5)  y = 
223

1

xx 
,          (3,1) 

6. Da se poka`e deka: 

      1) ako  f (x) = x2 3x+2,                  f (x+1) = x2x; 

    2)  ako  f(x) =
x

xx 322 
,             f 








x

1
= 

x

xx 123 2 
; 

    3) ako  f (x) =
x

x

5

32 
,                     f (x2 ) = 

2

4

5

3

x

x 
; 

    4) ako  f (x) = x2 2,                       f 





  x

x

1
= x2 +

2

1

x
; 

    5) ako  f (x) =
x

xx 21
,             f 








x

1
 =1+ 21 x ; 
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   6) ako  f (x) = 
 2

2

1 x

x


,                   f 








1x

x
= x2. 

 7. Dadena e funkcijata  f (x) = x2 2x +
xx

21
2
 . Da se poka`e 

deka 

f (x) = f 







x

1
. 

 

4. NEKOI  OP[TI  POIMI  I  SVOJSTVA   ZA   

FUNKCIJA 

 ]e izneseme nekolku poimi i svojstva za funkcija koi taa 
gi ima vo nejzinata definiciona oblast. 

4. 1.  Nula na funkcija 

 Sekoj realen broj  x0  koj ja zadovoluva ravenkata f(x)=0  

t.e  f(x0) = 0,   se vika nula na funkcijata   f(x). 

 Ako funkcijata se prika`e grafi~ki, toga{ nejzinite 
nuli }e bidat pretstaveni so prese~ni to~ki na nejziniot 
grafik i apscisnata oska. 

 Primer. Da se opredelat nulite na funkcijata 

y = (x2) cos x . 

Od ravenkata    (x2) cos x=0  nulite na funkcijata se 

x = 2,     x = 
 

2

12 k
,          k = 0,1,2,  …  . 

4. 2.  Parna i neparna funkcija 
 

  Funkcijata  f(x) e parna ako e definirana na simet-

ri~nata oblast  (a, a) i  ako e 

f (x) = f (x). 

Grafikot na parnata funkcija e simetri~en vo odnos 
na y-oskata. 
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Primer. Funkcijata  f(x) = x4
 e parna, bidej}i go ispolnuva 

uslovot 

f (x) = (x= x4 = f(x) 

nad celiot interval na koj e definirana (,+). 

2. Funkcijata  f(x) e neparna ako e definirana na simet-

ri~nata oblast (a, a) i ako 

f (x) = f (x). 

 Grafikot na neparnata funkcija e simetri~en vo 
odnos na koordinatniot po~etok. 

 Primer. Funkcijata f (x) = x3
 e neparna, bidej}i go ispolnuva 

uslovot  f (x) = (x)3 = x3 =  f (x) nad celiot interval na koj e 

definirana (,+). 

 
4. 3.  Ograni~enost i ekstremi 

 

 Neka funkcijata f (x) ima definiciona oblast D. 

Za realniot broj   velime deka e majorant za funkci-
jata  f (x) ako za sekoj xD,   f (x)    

 Funkcijata f (x)  e majorirana ako postoi barem eden 

majorant. 

 Za realniot broj   velime deka e minorant za funkci-
jata f(x), ako e  f(x)  za sekoj  xD. 

Funkcijata f(x) e minorirana, ako za nea postoi barem 

eden minorant. 

 Ako funkcijata f(x) e majorirana funkcija, toga{ mno`e-

stvoto od vrednosti na f(x) e majorirano mno`estvo od realni 
broevi, pa spored toa postoi najmal majorant koj go vikame 

supremum za funkcijata f(x) i go ozna~uvameso sup f(x), t.e. ako 

sup f(x)=M, toga{ f(x)  M za sekoj  xD i ako f(x)   za sekoj 

xD, toga{ M  . 

 Ako postoi element x* D takov {to f(x*) = sup f(x), 
toga{ za  f(x*)  velime deka e najgolema vrednost na funkcija-
ta  f(x)  na  D. 
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Analogno se voveduvaat poimite za infimum i najmala 

vrednost na funkcijata f (x). Imeno, ako f (x) e minorirana funk-

cija, toga{ mno`estvoto vrednosti na funkcijata f(x) kako mino-
rirano mno`estvo od realni broevi ima najgolem minorant koj 

go vikame infimum za  f (x)  i go ozna~uvame so  inf f (x),  t.e. ako  

inf f (x)=m, toga{  m  f (x)  za sekoj  xD i ako  f (x)  za sekoj 

xD, toga{     m. 

 Funkcijata e ograni~ena ako e minorirana i majorirana. 

 Grafikot na ograni~enata funkcija e me|u pravite y=m  
i  y=M (crt.3.12). 

 Zabele`uvame deka funkcijata  f (x)  e ograni~ena ako 

postoi  pozitiven  broj  K   takov {to    xf   < K   za sekoj  xD, 

K = max  m ,  M . 

Ako postoi element  x**D  takov {to  f (x**)= inf f (x), 

toga{ brojot  f(x**)  go 

vikame najmala vrednost na 
funkcijata  f(x) na D. 

 Najmalata i najgole-
mata vrednost na funkcijata 
so zaedni~ko ime se vikaat 
ekstremni      vrednosti     na           
funkcijata.  

Primer. Funkcijata    

f(x)=x2    
 ima    najmala   vrednost 

   Crt. 3. 12.                    nula, no ne e majorirana na inter- 

              valot   ( ,+ ),    dodeka      na  

intervalot  2,5  e minorirana i majorirana, t.e. ograni~ena. Najmala 

vrednost na intervalot 2,5  e  4, a najgolema  25. 

 Najmalata vrednost  4 i najgolemata vrednost 25 na funkcijata 

nad intervalot 2,5 za funkcijata y=x2
 se vikaat ekstremi na 

funkcijata vo toj interval, zo{to vo razgleduvaweto se ograni~ivme 
na del od definicionata oblast. 

 Neka D e definiciona oblast na funkcijata  f (x) i neka 

cD. Ako postoi realen broj  0  takov {to  f(c) e najgolema 

vrednost na  f(x)  vo mno`estvoto  D1 = (cd, c+d)  D, t.e. 

f(x)   f(c)              (xD1) 
toga{ velime deka  f(c) e lokalen maksimum na funkcijata f(x) . 
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Neka D e definiciona oblast na funkcijata  f (x) i neka 

cD. Ako postoi realen broj   takov {to   f(c)  e najmalata 

vrednost na   f (x)  vo mno`estvoto  D1 = (cd, c+d)  D,  t.e. 

f(x)  > f(c)              (xD1) 

toga{ velime deka  f(c) e lokalen minimum na funkcijata f(x) . 

 Lokalen maksimum i lokalen minimum se vikaat so 
zaedni~ko ime lokalni ekstremi. 

 

4. 4.   Monotonost 
 

Funkcijata f(x)  ja razgleduvame vo definicionata oblast 

D (interval otvoren ili zatvoren). 

Za funkcijata f(x) velime deka monotono raste vo 

intervalot (a,b) ako za sekoj 

x1, x2   (a,b),           x1 < x2         f(x1) < f(x2), 

t.e. 

21

21 )()(

xx

xfxf




 0, 

a ako sleduva 

f(x1) > f(x2), 
t.e. 

21

21 )()(

xx

xfxf




 0, 

za funkcijata f(x) velime deka monotono opa|a vo intervalot 

(a,b).   

 Ako pak za koi i da bilo vrednosti  x1, x2  (a,b) od 

x1 < x2            f(x1)    f(x2) 

t.e. 

21

21 )()(

xx

xfxf




 0 

velime deka funkcijata vo intervalot (a,b) ne opa|a, a ako 
sleduva 
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f(x1)   f(x2) 

t.e. 

21

21 )()(

xx

xfxf




 0 

funkcijata vo toj interval ne raste. 

 Za funkcijata f (x) velime deka e monotona vo interval 
(otvoren ili zatvoren) ako taa ne opa|a (monotono raste) ili 
ne raste (monotono opa|a). 

 Primer. Funkcijata  y = x2 
  monotono  raste  vo  intervalot 

0,+ ), bidej}i 

21

21 )()(

xx

xfxf




=
21

2
2

2
1

xx

xx




= x1 + x2  > 0 

a vo intervalot  ( ,0    funkcijata opa|a  bidej}i 

21

21 )()(

xx

xfxf




=
21

2
2

2
1

xx

xx




= x1 + x2 <  0 

 Ovaa funkcija ne e monotona na celata oblast na definiranost, 
no e monotona na delovi od taa oblast. 

 Ako funkcijata f(x) vo intervalot a,b  e definirana i 
monotona, toga{ vo toj interval taa e ograni~ena, i toa ako ne 

opa|a 
 

)()( afxfinf
b,ax




, a 
 

)()( bfxfsup
b,ax




, a ako ne raste 

 
)()( bfxfinf

b,ax



,  a 

 
)()( afxfsup

b,ax



. 

 

4. 5. Periodi~nost 
 

Za funkcijata  f(x)  velime deka e periodi~na ako postoi 

broj  0  takov {to 

f(x+) = f(x). 

Brojot  se vika period na funkcijata f(x).  

Ako ja znaeme periodi~nata funkcija na interval so 

dol`ina , na primer (x0, x0+), toga{ ja znaeme i za sekoj x, 
bidej}i ponatamu nejzinite vrednosti se povtoruvaat. Ova zna~i 

deka celiot grafik na funkcijata  f(x) }e se dobie ako negov del 

od to~kata A do to~kata B se pomestuva nalevo i nadesno vo 

pravec na  x-oskata (crt.3.13.). 
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 Ako funkcijata  f(x)  e 
periodi~na funkcija so peri-

od , toga{ 

f(x+k) = f(x)   

za  k=1, 2, 3,  …  . 

Navistina, ako stavime 

x+x', toga{ x+2x'+ pa  

f (x+2) = f (x'+) = f (x') = 

Crt. 3. 13         = f (x+) = f (x),  

t.e. brojot  2  e period na funkcijata  f(x). Isto taka ako 

stavime  xx'',  dobivame: 

f(x) = f(x'') = f(x''+) = f(x) = f(x), 

t.e. brojot    e period na funkcijata   f(x). 

 Na ist na~in mo`e da se poka`e deka periodi na 

funkcijata   se i broevite   2,   3 ,    4 ,  itn. t.e. deka e  

f(x+k) = f(x)     za     k=1, 2, 3,  …  . 

 Spored  toa,  periodi~nata funkcija f(x) ima beskone~no 
mnogu periodi. 

 Primer 1. Trigonometriskite funkcii  sin x, cos x, tg x i 

ctgx  se periodi~ni funkcii, t.e. 

sin (x+2k) = sin x,     cos (x+2k) = cos x,   tg (x+k) = tg x, 

    ctg (x+k)  = ctg x,                (k=1, 2, 3,  …  .). 

Broevite 

2,  22,  32,  … 

se periodi na funkciite  sin x  i  cos x,  a broevite 

,  2,  3,  … 

se periodi na  funkciite  tg x  i  ctg x. 

 Najmaliot broj   0   za koj 

f(x+) = f(x) 

se vika osnoven period. 
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Funkciite  sin x  i  cos x  imaat osnoven period 2, a  tg x 

i  ctg x  imaat osnoven period  . 

 Teorema: Ako funkcijata y=f(x) ima period , toga{ 

funkcijata   y=f(ax)  ima period  
a


  (a realen broj). 

 Dokaz. Neka funkcijata   y = f(ax)  ima period  q,  toga{ 

f(a(x+q)) = f(ax+aq) =  f(ax). 

 Ako stavime  ax = x', toga{ 

f(x'+aq) = f(x') = f(x' +) , 

i bidej}i funkcijata   f(x) ima period   ,  sleduva:  

aq = ,     t.e.      q = 
a


. 

 Zna~i, 

f(a(x+
a


)) = f(ax+) =  f(ax). 

 
4. 6. Implicitno  zadadeni  funkcii 

 

 Neka e dadena ravenkata 

F(x, y) = 0.                (1) 

Se razgleduvaat samo takvi parovi (x, y) (ako postojat) 
koi go zadovoluvaat uslovot  (1). 

Neka postoi takov interval (a, b) {to za sekoj x0  (a, b) 
da postoi vo krajna merka edno y, {to ja zadovoluva ravenkata 

F(x0,y)=0. Da go ozna~ime edno od tie y so y0 i da mu go 

pridru`ime elementot  x0  (a, b). Kako rezultat na toa se 

dobiva funkcija  f   opredelena na  intervalot (a, b) i  takva {to 

F(x0, f(x0)) = 0      za       x0  (a, b).             (2) 

Vo toj slu~aj velime deka funkcijata f e zadadena 
implicitno so ravenkata (2). Edna i ista ravenka od vidot (2) 
voop{to ne e edna funkcija, no mno`estvo od funkcii. 
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Funkciite zadadeni so (2) se vikaat funkcii zadadeni 
implicitno (skrien  vid),  za razlika od funkciite zadadeni so 

formuli, re{eni po promenlivata y, t.e. vo vid  y=f(x)  za koi se 

vika deka se zadadeni vo ekspliciten (javen) vid. 

Terminot implicitna funkcija ne go odrazuva karakterot 
na funkcionalnata zavisnost, no samo na~inot na nejzinoto 
zadavawe. Edna i ista funkcija, ako e zadadena eksplicitno 
mo`e da se zadade i implicitno, obratnoto ne mora da va`i. 

Primer. Funkciite 

f1(x) = + 21 x ,                f2(x) =  21 x , 

mo`at da se zadadat i implicitno so ravenkata 

x 2 + y 2  1 = 0 

koja go vklu~uva mno`estvoto funkcii zadadeni so nea. 


 

4. 7. Slo`ena  funkcija 
 

Neka se dadeni dve funkcii  y = F(u) i u = f (x), pri {to 

oblasta na definiranost na F(u) e sodr`ana vo oblasta na 

vrednosti na funkcijata  f (x), toga{ za sekoj x od definicionata 

oblast na funkcijata  f (x)  mu soodvetstvuva  y, takvo {to y=F(u), 
kade {to u=f(x). Taa funkcija, {to e opredelena so odnosot  

y=F(f(x)) se vika slo`ena funkcija ili posredno dadena 
funkcija. 

 Obi~no promenlivata  x se vika osnoven argument, dodeka 

promenlivata u e posreden argument. 

 Primer 1. Neka  y = sin u  kade {to  u = log x.  

Toga{ y e trigonometriska funkcija od promenlivata u, koja, 

od svoja strana, e (logaritamska) funkcija od argumentot x. Spored toa,  

y  e funkcija od  x i se izrazuva so formulata 

y = sin log x. 
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 Primer 2. Neka y=tgu  kade {to  u= v ,  a  v = x 2 + 2. 

 Toga{  y  e trigonometriska funkcija od promenliva u, koja od 

svoja strana, e stepenska funkcija od v, a taa pak e funkcija od x. 

Spored toa,   y  e funkcija od  x  i se izrazuva so formulata 

y = tg 22 x . 

Primer 3. Neka e dadena funkcijata  y = log2(2x+1) 

Ovaa funkcija }e se razgleduva kako 

y = f(u),    u = (v),    v = (x),  t.e.  y = u2,    u = logv,    v = 2x+1; 

f(((x))) = log2(2x+1). 

 Dadenata funkcija zavisi od x preku dve posredni promenlivi. 

 

4. 8. Inverzna  funkcija 
 

Neka e zadadena funkcijata 

y = f (x)              (1) 

vo oblasta D i G e oblasta na vrednostite na funkcijata. Od 
definicijata za funkcija sleduva deka na sekoja to~ka od 

mno`estvoto D  ѐ soodvetstvuva edna edinstvena to~ka od mno-

`estvoto G. Ako pritoa, na sekoja to~ka od mno`estvoto G ѐ  
odgovara isto takva edinstvena to~ka na mno`estvoto D, toga{ 
se vika deka preslikuvaweto e zaemno ednozna~no. Pri toa 

preslikuvawe, na razli~ni to~ki od mno`estvoto D im 

soodvetstvuvaat razli~ni to~ki od mno`estvoto G. 

Na primer, funkcijata y=x3 zaemno ednozna~no ja preslikuva 

x-oskata vo y-oskata, zatoa {to na sekoja vrednost za x odgovara 

edinstvena vrednost za y i obratno, na sekoja vrednost na y  ѐ odgovara 

edinstvena vrednost na  x,   x =  3 y . 

Funkcijata y=x2 ne ostvaruva zaemno ednozna~no presli-

kuvawe me|u x-oskata (definiciona oblast D) i intervalot  ,0  

(oblasta na vrednosti na funkcijata G), zatoa {to na sekoja vrednost 

na  y > 0 ѐ odgovaraat dve vrednosti za  x;   x = + y   i   x =  y . 
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Ako funkcijata y=f (x) ostvaruva zaemno ednozna~no pres-

likuvawe na mno`estvoto D vo mno`estvoto G, toga{ spored 

ka`anoto, na sekoja vrednost na  y od  G ѐ soodvetstvuva 

edinstvena vrednost  x  od mno`estvoto  D. Zatoa, promenlivata 

x  mo`e da se razgleduva kako funkcija od  y: 

x =  (y)             (2) 

~ija oblast na definiranost e  G,  a oblast na vrednosti  e D. 

Pri preodot od funkcijata (1) na funkcijata (2) argumen-

tot i funkcijata kako da si gi promenile svoite ulogi;  y  stana 

nezavisno promenliva, a  x  funkcija. Vo ovoj slu~aj velime deka 

x  e inverzna funkcija na funkcijata  y  i simboli~no pi{uvame: 

x = f  1(y). 

O~igledno e deka ako (2) e inverzna funkcija na funkci-
jata (1),  toga{ i funkcijata (1) e inverzna na funkcijata (2). 

Primer 1. Za funkcijata  

f(x)=
1

12




x

x
 

(definirana za site realni vrednosti na x, osven za x=1) inverznata 

funkcija ja dobivame ako dadenata ravenka ja re{ime po x, x=
2

1




y

y
, 

(opredelena za site realni vrednosti na y, osven za y = 2). 

Primer 2. ]e ja razgledame funkcijata 

y = x2, 

(definirana za site realni vrednosti na x, D = ( ,+ ), i 

mno`estvo na vrednosti  G =   ,0 .  

Bidej}i na sekoja vrednost na  y0 ѐ odgovaraat po dve 

vrednosti za x( ,+ ) za dadenata funkcija razgleduvana na 

intervalot  ( ,+ ), ne postoi inverzna funkcija. Me|utoa, ako taa 

funkcija se razgleduva na intervalot  ( ,0)    (ili na intervalot 

 ,0 , toga{ taa }e ima inverzna funkcija x=  y ( ili x= + y ), 

zatoa  {to  vo  ovoj slu~aj na sekoja vrednost za  y od intervalot  ,0  

odgovara samo edna vrednost na x od ( ,0) (ili od  ,0 ). Na 

primer, za  y0=9  treba da se zeme samo  x0 = 3  (ili  x0 = 3). 
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Funkciite  (1)  i  (2) imaat ist grafik vo eden ist 

koordinaten sistem, no za funkcijata y=f(x) oska na nezavisno 

promenlivata (argumentot) e  x-oskata, a za funkcijata  x = (y) 
y-oskata. 

Ako sakame da gi nacrtame graficite na tie funkcii, 

taka {to i vo dvata slu~aja xoskata da bide oska na argumentite, 

argumentot i vo inverznata funkcija }e go ozna~ime so x, a 

funkcijata so  y,  t.e.  y = f  1(x). 

Na primer, inverznata funkcija na funkcijata y=x3
 e 

funkcijata  y =  3 x . 

 Ako to~kata M(a, b) pripa|a na grafikot na funkcijata 

y=f(x), toga{ spored definicijata na inverzna funkcija, to~kata 

M' (b, a) }e pripa|a na grafikot na funkcijata  y = f 1 (x). Zatoa, 
za da se konstruira grafikot na inverznata funkcija, dovolno e 

da uka`eme na na~inot za konstruirawe na to~kata M' (b, a) koga 

e dadena to~kata M(a, b). ]e poka`eme deka to~kite M i M' se 

simetri~ni to~ki po odnos na simeralata na prviot i tretiot 

kvadrant  y=x, (crt.3.14).  

Koeficientot na pravecot 

na pravata MM' e  k = 
ab

ba




= 1, a 

koeficientot na pravecot na 

pravata y=x e  k' =1. Zatoa pra-

vata MM' e normalna na pravata  

y=x,  (k·k'  = 1). 

 Koordinatite na sredinata 

na otse~kata MM'  se:                                     

Crt. 3. 14.     xc = 
2

ba 
,     yc = 

2

ba 
. 

Od ednakvosta  xc= yc  sleduva deka sredinata na taa 

otse~ka le`i na pravata  y = x.  
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Zna~i to~kite M i M' le`at na edna normala, na pravata 

y=x, od razli~ni strani i na ednakvo rastojanie od nea, t.e. tie se 
simetri~ni vo odnos na simetralata na prviot i tretiot 
kvadrant. 

 Ottuka, od grafikot na dadenata funkcija  y=f (x), za da go 

nacrtame grafikot na nejzinata inverzna funkcija  y = f 1(x), 
dovolno e da se nacrta kriva, simetri~na so grafikot na 

funkcijata y=f (x) po odnos na simeralata na prviot i tretiot 
kvadrant. 

 Kratko  mo`eme   da   ka`eme:  ako funkciite  y=f(x)  i 

y=f 1(x)  se dve funkcii inverzni edna na druga, toga{ nivnite 
grafici se simetri~ni po odnos na simetralata na prviot i 
tretiot  kvadrant  vo Dekartoviot pravoagolen  
koordinaten  sistem. 

Na  crt.3.15 se prika-
`ani graficite na inverznite 
funkcii 

y = x3   i   y = 3 x . 

Vidovme deka ne sekoja 
funkcija ima inverzna funk-
cija. 

Eden kriterium za 
postoewe na inverzna funkcija 
na  dadena  funkcija  e  daden  so 
slednava teorema. 

Crt. 3. 15.                  

 Teorema.  Sekoja strogo monotona funkcija y=f(x) vo 

dadena oblast D ima vo nekoja oblast G inverzna funkcija, koja 
e , isto taka, monotona. 

  Dokaz.  Neka  y=f(x)  e strogo monotona funkcija i neka 

so G go ozna~ime mno`estvoto vrednosti na funkcijata. Ako y0 e 

koja i da bilo to~ka od G,  toga{ postoi to~ka x0  od D, takva {to 

f(x0) =y0, no druga takva to~ka  x1, za koja f(x1)=y0 vo D, ne postoi, 

zatoa {to funkcijata y=f(x) e strogo monotona, t.e.  f(x1)   f(x0), 
ako    x1   x0. (Na primer,  ako  y=f(x)   monotono raste, toga{ za x1 

> x0   i   f(x1)  > f(x0) , a za  x1  < x0    i    f(x1)  <  f(x0)).  
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Po takov na~in, na sekoja vrednost y0 od G, í odgovara 

edinstvena vrednost x0 od D (taka {to f(x0)=y0), t.e. na oblasta G e 

opredelena funkcijata x=(y), inverzna po odnos na dadenata 
funkcija. 

 ]e doka`eme deka funkcijata  x = (y)  e monotona vo 

oblasta G (i toa monotono raste ako f(x) monotono raste ili 

monotono opa|a ako f(x) monotono opa|a). 

 Neka funkcijata f(x) monotono raste vo svojata 

definiciona oblast. ]e zememe dve razli~ni vrednosti na y vo 

G,  y1  i  y2,  toga{ vo oblasta D  im odgovaraat dve vrednosti  za x, 

x1  i  x2  takvi {to  f(x1) = y1  i   f(x2) = y2   od kade  f1(y1) = x1 i  

f1(y2) = x2. Neka e y2 > y1, toga{ ne mo`e da bide x2 < x1;  od 

neravenstvoto x2 < x1, bi sleduvalo deka  f(x2)< f(x1), t.e. y2 < y1,  od 

monotonosta na funkcijata  y=f(x), a od ravenstvoto x2=x1  bi 

sleduvalo deka i f(x2)= f(x1), t.e. y2=y1. Vo dvata slu~aja imame 

protivre~nost  so  uslovot.  Zatoa  za y2 > y1   }e bide   x2 > x1,  t.e. 

f 1(y2) > f 1(y1), a toa zna~i deka funkcijata  f 1(y) monotono 

raste (isto kako funkcijata  y = f (x)). 

 Dokazot e sli~en i za funkcijata koja monotono opa|a.  

 Ako dadenata funkcija y=f (x) ne e monotona vo razgledu-
vaniot interval, toga{ inverznata funkcija ne e ednozna~na. 

 Na primer, za funkcijata y=x2
 mo`eme da ka`eme deka 

nejzinata inverzna funkcija e mnoguzna~na, a funkciite y=  x     i 

y=  x  }e velime deka se nejzini ednozna~ni granki. 

 Ponatamu koga }e zboruvame za zaemno inverzni funkcii, 
}e podrazbirame deka tie funkcii se monotoni vo nivnite 
definicioni oblasti. 

 Ako dadenata funkcija ne e monotona, toga{, kako vo 
dadeniot primer, oblasta na definiranost na taa funkcija ja 
razbivame na intervali na monotonost i vo sekoj  od tie 
intervali ja zemame soodvetnata ednozna~na  granka na 
inverznata funkcija. 
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5. ELEMENTARNI  FUNKCII 

 Ovde }e razgledame nekoi funkcii koi ~esto se sretnu-
vaat vo matemati~kata analiza. 

 

5. 1.  Polinomni ili celi racionalni funkcii 

Funkcijata od oblik 

y = an x
n + an 1 x

n 1 + … + a1 x
 + a0

 ,                         (1) 

kade {to a0, a1, … , an  se konstantni realni broevi, a n  
priroden broj, se vika polinom ili cela racionalna funkcija. 

Broevite a0, a1, … , an se vikaat koeficienti na 

polinomot. Najvisokiot stepen na promenlivata x vo polinomot 

se vika  stepen na polinomot. Ako  an 0, za polinomot (1) 

velime deka e od   n-ti stepen. 

Definicionata oblast na sekoj polinom e mno`estvoto R  
na realnite broevi. 

1o  Funkcija konstanta.  Za  n=0  imame polinom so stepen 

nula: y = a0  kade  a0  e broj. Ovaa funkcija ima konstantna vred-

nost za sekoj  x. Grafikot  e  prava  paralelna  so  x-oskata. 

2o Linearna funkcija.  Za  n=1 imame polinom do prv 
stepen, koj naj~esto se zapi{uva vo vid 

y = ax + b, 

koj se vika linearna funkcija po promenlivata x. Grafikot na 
linearnata funkcija pretstavuva prava linija ~ija polo`ba 

zavisi od toa kakvi se koeficientite  a  i  b. 

 Primer 1.  Da se poka`e grafi~ki napadniot moment na greda 

optovarena so koncentrirana sila R vo sredinata na gredata ( od 

primer 10, t.2.2.) 

 Napadniot moment za vrednosti na  x od intervalot (0,
2


) e 

izrazen so linearnata funkcija  M=
2

P
x,  pa  spored  toa  toj  }e  bide 

pretstaven  so  del  od   pravata   {to   minuva   niz  to~kite   A (0, 0)  i 

C(
2


,

4

P
), (crt.3.16). Za vrednosti na x od intervalot (

2


,  ), 

napadniot  moment e izrazen so linearnata funkcija 
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M =  
2

P
x + 

2

P  . 

 

Crt. 3. 16. 

Toj  }e bide pretstaven so del od pravata {to minuva niz  to~kite     

C(
2


,

4

P
)  i  B(  ,0). 

 3o Kvadratna funkcija.  Za  n=2 imame polinom od vtor 
stepen, koj voobi~aeno se zapi{uva  

y = ax2 + bx + c 

i se vika kvadratna funkcija po odnos na x. Grafikot na ovaa 
funkcija e parabola. Taa e edna od funkciite {to mnogu ~esto se 
koristi vo primenetite nauki. 

Funkcijata  y = ax2 + bx + c  }e ja transformirame vo 
kanoni~en vid 

   y = a( xx0)
 2 + y0.            (2) 

Za taa cel }e go izneseme  a  pred zagrada 

  y = a (x2 + 
a

b
x + 

a

c
). 

Po dodavawe i odzemawe na izrazot 

2

2








a

b
, so cel da 

formirame izraz {to pretstavuva binom na kvadrat, dobivame: 

y = a 









2

2

2

2
2

44 a

b

a

c

a

b
x

a

b
x , 
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y = a 










 







 

2

22

4

4

2 a

acb

a

b
x , 

odnosno 

     y = a 
a

bac

a

b
x

4

4

2

22 







  . 

Sporeduvaj}i so ravenkata (2) zaklu~uvame deka 

   x0 = 
a

b

2
 ,          y0 = 

a

bac

4

4 2
. 

 Grafikot na ovaa funkcija e parabola so teme vo to~kata 

T(
a

b

2
 ,

a

bac

4

4 2
). 

 Ako se zameni 

x + 
a

b

2
 = x',              y  

a

bac

4

4 2
 = y ' 

se dobiva: 

y ' = a 2x . 

Koga a>0, toga{ grafikot na funkcijata ja se~e x-oskata 

vo dve to~ki za 
a

bac

4

4 2
<0, ja dopira vo edna to~ka za     

a

bac

4

4 2
 = 0  i nema zaedni~ki to~ki za   

a

bac

4

4 2
>0. 

Funkcijata  y = ax2 + bx + c  vo intervalot  ( 
a

b

2
    

monotono opa|a, a vo intervalot   [
a

b

2
 ,+    monotono raste. 

Taa prima najmala vrednost za   x= 
a

b

2
  , (crt.3.17,  3.18 i  3.19). 

Koga  a < 0,   toga{   grafikot   na   funkcijata   ja  se~e  

x-oskata vo  dve to~ki  za  
a

bac

4

4 2
>0,  ja dopira vo edna to~ka za 

a

bac

4

4 2
 = 0  i nema zaedni~ki to~ki so x-oskata za  

a

bac

4

4 2
<0. 
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Crt. 3. 17.  Crt. 3. 18.  Crt. 3. 19. 

Vo ovoj slu~aj funkcijata monotono raste  vo intervalot  

( 
a

b

2
  , a  monotono opa|a vo intervalot   [

a

b

2
 ,+.  Taa 

prima najgolema vrednost za   x= 
a

b

2
  , (crt.3.20,  3.21 i  3.22). 

 

      

Crt.3. 20.  Crt. 3. 21  Crt.  3. 22 

Ovde }e go dademe i zaklu~okot za znakot na funkcijata: 

Ako funkcijata   y = ax2 + bx + c  nema nuli t.e. ne 

postojat realni broevi  x za koi y=0, toga{ znakot na funk-

cijata  e  ist so znakot na  a  za sekoj   x є(  , ako pak taa 

ima edna nula,  x = x0  toga{  funkcijata  ima  ist  znak  so znakot 

na  a  za  sekoj   x  x0.  Vo  slu~aj  koga  x1  i x2  (x1  x2)  se  nuli  

na funkcijata,   toga{   znakot   na   y   e  ist   so   znakot   na   a  
za x є( x1) ( x2,   , a sprotiven so znakot na a  za x є(x1, x2. 
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Primer 1.  Da se nacrta grafikot na parabolata  zadadena so 

ravenkata     y = 2x2  4x + 4.      

Da ja dovedeme ravenkata na           
parabolata na kanoni~en vid: 

y = 2(x2 2x + 2) 

y = 2[(x2 2x + 1)+1] 

y = 2[(x  1) 2 +1] 

y = 2 (x  1) 2 +2, 

od kade {to x0=1, y0=2, t.e temeto na       

parabolata e vo to~kata T(1,2). 
  So smenata 

   Crt. 3. 23.              x  1 = x'   i    y  2 =y ' 

se dobiva  y' = 2 x' 2,   {to zna~i deka vo odnos na noviot koordinaten 

sistem  x'O'y',  kade  {to  O'T,  }e  crtame  parabola   y' = 2x' 2, 
(crt.3.23). 

 Mnogu ~esto se primenuva obratnata zada~a, a imeno neka 
e poznata polo`bata na parabolata vo odnos na sistemot, a e 
potrebno da se sostavi nejzinata ravenka. Obi~no vo ovie slu~ai 
se poznati edna, dve ili tri to~ki niz koi pominuva parabolata. 
Odgovorot na vakov vid zada~i se sveduva na opredeluvawe na 

koeficientite  a,  b  i  c  od op{tata ravenka. 

Primer 2. Dolniot pojas na eden most (crt.3.24) preku edna 

reka e propi{an vo forma na parabola. Dadena e polo`bata na 
petite, strelata vo sredinata na rekata i polo`bata na 
kolovoznata konstrukcija vo odnos na leviot potpor. Potrebno e da 
se opredelat dol`inite na vetrikalnite stolbovi. 

]e bide potrebno, pred sè, da se opredeli ravenkata na para-

bolata preku koja }e bide mo`no da se opredelat dol`inite na 
stolbovite. Izborot  na  koordinatniot  sistem  e  napolno proizvilen. 

 

 Crt. 3. 24 
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Najednostavno e pri ovaa zada~a koordinatniot sistem da se 

smesti vo leviot potpor, a x-oskata da bide postavena paralelno so 

kolovoznata konstrukcija. Pravecot na y-oskata da e naso~en nagore. 

 Od crte`ot uo~uvame deka parabolata minuva niz to~kite 

A(0,0), B(50;5,4) i C(120; 6,3), {to e dovolno da se sostavi nejzinata 

ravenka. 

 Ako vo op{tiot vid na ravenkata na parabolata  y=ax2 + bx + c 

gi zamenime soodvetno koordinatite na to~kite, gi dobivame slednite 
uslovi 

                          0 = c 

      5,4 = 2500a + 50b + c 

    6,3 = 14400a + 120b + c. 

Od re{enieto na sistemot gi dobivame vrednostite na koeficientite 

a,  b  i  c koi soodvetno se a = 2,2929·10 3
,  b = 0,22264  i  c = 0.  

Spored toa, ravenkata na baranata parabola e 

y = 0,22264 x  2,2929·103  x2. 

 Zamenuvaj}i vo ravenkata: x1=0, x2=10, x3=20, … , x13=120 i 

formiraj}i gi razlikite: 7y1, 7y2, … , 7y13, kade {to yi e 

vrednosta na funkcijata vo i-tata to~ka i za dol`inite na stolbovite 

dobivame soodvetno: 7; 5,00229; 3,46636; 2,384410; 1,76304; 
1,61025; 1,89604;  2,65041;  3,86336;  5,53489;  7,66500;  10,25369; 
13,30096. 

Primer 3. Da se prika`e grafi~ki napadniot moment na 

greda optovarena so ramnomerno raspredelen tovar po dol`inata na 
gredata ( primer 11, t.2.2). 

Napadniot moment po celata dol`ina na gredata e izrazen so 
kvadratnata funcija 

M = 2

22
x

q
x

q



, 

pa spored toa, toj }e bide pretstaven so parabola od vtor red. Za da se 
nacrta parabolata, }e gi opredelime koordinatite na temeto na 

parabolata. Od 
a

b
x

20   ( vo slu~ajov 
2

q
a  , 

2

q
b  , c=0 ), se 

dobiva 
20


x . Od 

a

acb
y

4

42

0


 ,  se dobiva 

8

2

0

q
y  . 
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   Crt. 3. 25. 

Parabolata minuva niz to~kite O(0,0)  (za x=0, M=0), i 

A(  ,0) (za x= , M=0). Grafikot e prika`an na crt.3.25. 

5. 2. Stepenska funkcija 

Funkcijata  y = x   (R)   se vika stepenska funkcija.  

10    e priroden broj n, t.e.  

y = x n. 

Ovaa funkcija e definirana vo intervalot (  i ima nula 

vo to~kata x=0. Taa e parna za n=2k (k=1,2, ...) i neparna za 

n=2k+1. Na crt.3.26 i crt.3.27 se dadeni graficite za nekoi 

vrednosti na n. 

      

Crt. 3. 26.   Crt. 3. 27. 
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20 Za  =  n,  (negativen cel broj)  stepenskata  funk-

cijata e od vid  

y = x n. 

Ovaa funkcija e definirana za site vrednosti na x  osven 

za x=0. Taa e parna za n=2k  i neparna za n=2k+1, (k=1,2, ...) .  

Na crt.3.28 e pretstaven grafikot na funkcijata 

y=x1
=

x

1
. Grafikot na ovaa funkcija se vika hiperbola od prv 

stepen.  

       
 Crt. 3. 28.     Crt. 3. 29. 

 O~igledno e pri ovaa kriva deka so nagolemuvawe na 

argumentot, rastojanieto me|u krivata i  x-oskata te`i kon nula. 

Vo takov slu~aj velime deka x-oskata e asimptota na 

hiperbolata. Od istata pri~ina ovde i y-oskata e asimptota na 
krivata. 

 Na  crt.3.29  e pretstaven  grafikot na funkcijata  y = x 2   

t.e.   y = 
2

1

x
. Grafikot se vika hiperbola od vtor stepen.  

30 Neka     = 
n

1
,  ( n priroden broj)  t.e.  y = nx

1

. 

Ovaa funkcija e definirana vo intervalot 0 ako 

n=2k  i vo intervalot (  ako n=2k+1, (k=1,2, ...). Taa ima 

nula vo to~kata x=0.  

Na crt.3.30 e daden grafikot na funkcijata y = .xx 2

1
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40  Neka     = 
q

p
  t.e.  

           y = q

p

x , 

kade p i q se relativno prosti   

broevi. Ako q e paren broj funk-
cijata  e  definirana  vo    inter- 

       valot  [0 a ako q  e  neparen   
Crt. 3. 30.         broj, toga{ funkcijata e defini- 

       rana vo intervalot  (    

Na crt.3.31 i crt.3.32 se pretstaveni graficite na 
funkciite 

                            y = 2

3

x ,            y = 3

2

x  

soodvetno. 

      

 Crt. 3. 31.   Sl. 3. 32. 

5. 3.  Drobno-linearna funkcija 

Drobno-linearnata funkcija e funkcija od vidot 

dcx

bax
y




                                                     (1) 

kade {to a, b, c i d se konstanti. Taa e definirana za sekoj x 

osven za  x = 
c

d
 . 
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Ako 
d

b

c

a
 , toga{ taa }e bide konstanta, pa zatoa }e 

pretpostavime deka 

ad  bc  0 . 

 Da ja transformirame ravenkata (1), izvr{uvaj}i go 
deleweto 

(ax+b) : ( cx+d) = 

)(
c

d
xc

c

adbc

c

a





  

     y =  

c

d
x

c

adbc

c

a






2

             (2) 

 Stavaj}i  a'= 
2c

adbc 
 i voveduvaj}i ja smenata 

x 
c

d
 = x',          y 

c

a
  = y' 

ravenkata (2) dobiva vid  y' = 
x

a



 , {to pretstavuva ramnostrana 

hiperbola vo odnos na sistemot x'O'y', kade {to O'(
c

d
 ,

c

a
)  

(crt.3.33). 

 

Crt. 3. 33 
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5. 4.  Trigonometriski funkcii 

Pod toa ime se opfateni funkciite  

 y=sinx, y=cosx, y=tgx,  y=ctgx,  y=secx, y=cosecx. 

Kaj site niv se iska`uva vrskata pome|u daden agol i vrednosta 
na soodvetnata funkcija. 

 Pred da se zadr`ime poodelno na sekoja od ovie funkcii, 
iska`uvaj}i gi nivnite svojstva i grafici, }e se zadr`ime na 
na~inite za mereweto na aglite i }e gi definirame trigo-
nometriskite funkcii za proizvolen agol.  

 

10  Merewe agli 
 
Naj~esto primenuvana mera za merewe agli e dobro pozna-

tata mera stepen. Po definicija, polniot agol ima 360 stepe-

ni (se ozna~uva so 360 0), t.e. eden stepen e golemina {to odgova-

ra na  360 - tiot del od polniot agol. Stepenot se deli  na  60 

minuti (60'), a sekoja minuta se deli na 60 sekundi (60''). 

 Vo vi{ata matematika, mnogu 
~esto za merewe na aglite se 
upotrebuva druga mera, koja se vika 
radijan. Za da ja objasnime  taa mera 

}e nacrtame agol ,  i okolu temeto 
na agolot }e nacrtame kru`nica so 
radius ramen na 1 (crt.3.34),  Dol`i-
nata na lakot  {to mu soodvet-

stvuva na agolot   }e ja merime vo 
               nasoka  obratna  od  nasokata na dvi- 

Crt. 3. 34.                   `eweto   na  strelkite  na   ~asovni- 

                              kot,  po~nuvaj}i  od to~kata A. 

 O~igledno e deka goleminata na agolot  e vo direkten 
soodnos so dol`inata na lakot {to mu pripa|a pri uslov 

radiusot da bide ramen na edinica (ako R1 goleminata na 

agolot e odnosot   /R). Od taa pri~ina goleminata na agolot se 

izrazuva so goleminata na soodvetniot lak {to mu pripa|a, taka 

{to, agolot e golem onolku, kolku {to e dol`inata na lakot AB. 
Agolot, na koj dol`inata na lakot {to mu pripa|a e ramna na 

1, se zema za edinica mera i se vika radijan. Se ozna~uva so R.  
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Pri ovaa izbrana edinica za merewe agli, polniot agol 

ima  2radijani,  bidej}i dol`inata na  lakot {to mu pripa|a  e  

 =2za R=1. Ramniot agol ima  radijani, a praviot agol 
2


 

radijani. 

 Vo prilo`enata tabela se zadadeni vrednostite na nekoi 
agli, izrazeni vo stepeni i radijani za ~ie sostavuvawe ne 
postojat, soglasno so definicijata, nikakvi  te{kotii. 

 

  00    300   450   600     900     1200     1350     1500     1800 

R 
 0    

6


     

4


     

3


      

2


         

3

2
      

4

3
        

6

5
         

 

 Za izrazuvawe na eden proizvolen agol,  izrazen vo 
stepeni,  preku radijani i obratno, }e bide potrebno da se dade 
vrska {to postoi pome|u ovie dve meri. 

 Odnosot pome|u agolot  i polniot agol, ako tie se 

izrazeni vo stepeni, }e bide  
0

0

360


. Toj ist odnos, ako tie se 

merat vo radijani, }e bide 



2

R

. So izedna~uvawe na ovie odnosi 

i skratuvawe, se  dobiva relacijata: 

0

0

180


 = 


 R

; 

koja ni ovozmo`uva izrazuvawe na agolot  vo stepeni ako toj e 
zadaden vo radijani i obratno. 

 Za  R=1  (agol od 1 radijan) se dobiva  


0180
, {to 

zna~i deka agolot od eden radijan ima  57 0 … . 

 Nasproti toa, ako se zameni  =10 (agol od eden stepen), 

se dobiva R = 
0180


=0,017, {to zna~i deka agolot od eden stepen 

ima 0,017  radijani. 
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 20  Izmenuvawe na trigonometriskite funkcii 
 
 Za da go iska`eme izmenuvaweto na trigonometriskite 
funkcii }e zememe edini~na kru`nica so centar vo 
koordinatniot po~etok na pravoagolen koordinaten sistem 

(crt.3.35). Taa kru`nica se vika trigonometriska kru`nica. 

 Na kru`nicata zemame 

edna to~ka M(x,y). Goleminata 

na agolot =MOA ja merime 
so dol`inata na lakot {to mu 
odgovara, vo radijani. Merej}i 

go agolot  pri dvi`ewe na 

to~kata M vo nasoka obratna 
od nasokata na dvi`ewe na 

strelkite od ~asovnikot,   }e 

se menuva  od  0  do   + ,  a  pri  

Crt. 3. 35. dvi`ewe  na  to~kata  M vo ob- 
            ratna nasoka }e gi prima 

soodvetnite negativni vrednosti. Bidej}i  R=1, spored defini-

cijata vo trigonometrijata, so apscisata na to~kata M se 

izrazuva vrednosta na kosinusot na agolot , a so ordinatata 

na to~kata M vrednosta na sinusot na agolot . 

 Promenata na sinusot (negovata vrednost i znak) se gleda 

od crte`ot, ako se pretpostavi deka to~kata M se pomestuva po 

kru`nicata od po~etnata polo`ba vo to~kata A (=0) pa sè do 

, sledej}i go menuvaweto na ordinatite na to~kata M. 

 Analogno na toa, sledej}i ja promenata na apscisata na 

to~kata M, od crte`ot se gleda promenata na kosinusot. 

 Na kru`nicata da povle~eme tangenti vo to~kite A(1,0) i 

B(0,1) i da gi ozna~ime presecite na krakot OM od agolot  so 

tangentite niz to~kite A i B soodvetno so C i D. 

 Od definicijata za tangens na ostar agol sleduva deka 

ordinatata na to~kata C e tangens od agolot . Soodvetno za 

kotangens sleduva deka apscisata na to~kata D e kotangens od 

agolot. 

 Sledej}i ja promenata na ordinatata na to~kata C, koga 

to~kata M se dvi`i po kru`nicata, se gleda promenata na 
funkcijata tangens. 
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 Analogno, sledej}i ja promenata na apscisata na to~kata 

D, koga to~kata M se dvi`i po kru`nicata, se gleda promenata 
na funkcijata kotangens. 

 

30   Grafik na funkcijata  y = sin x 
 
Nezavisno promenlivata  x e agol, a zavisno promenlivata 

y e vrednosta na sinusot za dadeniot agol. Grafikot na 

funkcijata y=sinx e prika`an na crte`ot  3.36. 

Funkcijata e definirana za sekoj realen broj (vo 

intervalot (  Mno`estvoto vrednosti na funkcijata e 

intervalot1,1. 

Funkcijata e neparna, bidej}i  sin(x)= sinx i nejziniot 

grafik e simetri~en vo odnos na koordinatniot po~etok. Taa 

ima nuli za x=k; ymax=1, za x=(4k+1)
2


; ymin= 1, za  x=(4k1) 

2


, 

kade {to k e cel broj.  

 

 

crt. 3. 36. 
 

 Funkcijata y = sinx go zadovoluva uslovot za periodi~-

nost, a imeno sin(x+2) = sinx ili poop{to  sin(x+2k)=sinx za 

k=0,1,2,… , za x( ,+ ). Spored toa, grafikot na funk-

cijata y=sinx vo  sekoj interval  (2k,2(k+1)), k=0,1,2,… ,  e 

ist kakov {to e vo intervalot od 0 do 2. Zna~i, najmaliot 

(osnoven) period e 2 a koj i da bilo period e 2k. 

 Grafikot  na funkcijata  y = sinx  se  vika  sinusoida. 
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 40   Grafik na funkcijata  y = cos x 
 
 Nezavisno promenlivata x e agol, a zavisno promenlivata 

y e vrednost na kosinusot za daden agol. Grafikot na ovaa 
funkcija e nacrtan  na crte`ot 3.37. Ovaa funkcija e isto taka, 

definirana na intervalot ( ,+ ). Mno`estvoto vrednosti na 

funkcijata e intervalot 1,1. Funkcijata e parna bidej}i 

cos(x) =cosx i grafikot ѐ e simetri~en vo odnos na y-oskata.Taa 

ima nuli za x=(2k+1)
2


; ymax=1 za x=2k; ymin= 1 za x=(2k+1), 

kade {to k e cel broj. 

Funkcijata e periodi~na so osnoven period 2  i koj i da 

bilo period 2k. 

 Grafikot na funkcijata  y = cosx  se vika kosinusoida. 
 

 
crt. 3. 37. 

 

 50  Grafik na funkcijata   y = tg x 
  

Funkcijata y=tgx e definirana vo intervalite 

(
2


+k,

2


+k), k=0,1,2,… . Mno`estvoto vrednosti na funk-

cijata e intervalot ( ,+ ). Funkcijata e neparna bidej}i 

tg(x)= tgx, i periodi~na so period . Nejziniot grafik e 

prika`an na crt.3.38. Za x=
2


+k, k=0,1,2,… krivata ima 

asimptoti paralelni so y-oskata. Funkcijata ima nuli za x=k, 

kade {to k e cel broj. 

Grafikot na funkcijata  y=tgx  se vika tangensoida. 
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60  Grafik na funkcijata  y = ctg x 

Funkcijata  e definirana vo intervalite (k,(k+1)) za 

k=0,1,2, … , a za x=k k=0,1,2, …taa ima asimptoti 

paralelni so y-oskata. Mno`estvoto vrednosti na funkcijata e 

intervalot ( ,+ ). Funkcijata e periodi~na so period  i e 

neparna, bidej}i ctg(x)= ctgx. Grafikot na funkcijata e pri-

ka`an na  crt.3.39.  Funkcijata ima  nuli  za x=(2k+1)
2


 , kade 

{to k e cel broj. 

Grafikot na funkcijata  y=ctgx  se vika kotangensoida. 
 

  
 

Crt. 3. 38.   Crt. 3. 39. 

Koristej}i gi graficite na trigonometriskite funkcii, 
so pomo{ na translacija i deformacija mo`e da se skiciraat 
graficite na poslo`eni trigonometriski funkcii, kako na 

primer,  y = Asin(ax+b)  itn. 

Primer 1.  Koristej}i go grafikot na funkcijata y=sinx i 

y=cosx so pomo{ na translacija i deformacija, da se skiciraat 

graficite na slednive funkcii: 

1)  y = sin2x; 

2)  y = cos
3

x
; 

3)  y = 2 sin(x+1); 

4)  y = 2 cos(x1). 

1) So voveduvawe na smenata 2x=x', y=y',  funkcijata y = sin2x 

se transformira vo y'=sinx', ~ij grafik e poznat. 
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Od transformacionite ravenki se dobiva deka x=
2

'x
 , a y=y', 

{to zna~i deka vrednosta na argumentot x' na sekoja to~ka treba da se 

prepolovi, a  ordinatata da ostane nepromeneta, (crt. 3.40). 

 

 
Crt. 3. 40. 

2) So smenata  x' =
3

x
 i  y' = y  dobivame  x=3 x', a y=y',  {to 

zna~i deka argumentot  x '  treba  da  se  zgolemi tri pati, a ordinatata 

da  ostane  nepromeneta,  za  da  go   dobieme   grafikot   na  funkcijata 

y = cos
3

x
, (crt3.41). 

 
Crt. 3. 41. 

 3) So transformacionite ravenki y'=
2

y
i x+1=x' se dobiva 

grafikot na funkcijata y=2sin(x+1), pri {to y=2y', x=x'1 

(crt.3.42). 

 

 
Crt. 3. 42. 
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 4) Analogno kako i vo 3),  

y' = 
2

y
,   x' = x1,  t.e.    

y= 2y',    x' = x' +1 
 
(crt.3. 43). 
 

Crt. 3. 43 

Primer 2. Da se nacrtaat graficite na funkciite: 

1)  y = sec x; 

2)  y =  cosec x.

y = secx =
xcos

1
. Zemaj}i gi transformacionite ravenki 

y'=
y

1
 i  x'=x, dobivame deka treba da ja razgledame funkcijata 

y'=cosx', od koja treba da barame recipro~na vrednost od nejzinate 

ordinati, bidej}i  y =
'y

1
 , a  x = x'. 

Pri presmetuvawe recipro~na vrednost od ordinatite, treba da 

imame predvid deka recipro~nata vrednost od 1 e nepromeneta, dodeka 

recipro~nata vrednost od broevi pogolemi po apsolutna vrednost od 1, 

se broevi po apsolutna vrednost pomali od 1, i obratno, recipro~nata 

vrednost od broevi pomali po apsolutna vrednost od 1 se broevi po 

apsolutna vrednost pogolemi od 1. 

Koristej}i go sevo ova, grafikot na funkcijata  y = secx  e 

prika`an na crt. 3.44. 

Od crte`ot se gleda deka vrednostite na funkcijata se vo 

intervalite ( ,1, 1,+  ); deka funkcijata ima asimptoti 

paralelni so y-oskata za  x = 
2


 + k;  deka e definirana za sekoj 

x
2


+k,  k=0,1,2,…     i deka e parna. 

2)  Analogni razmisluvawa doveduvaat do grafikot na funkci-

jata  y=cosecx=
xsin

1
   (crt.3.45).  
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Ima asimptoti paralelni so y-oskata za x=k,  k=0,1,2,…  .; 

definirana e za sekoj x k, k=0,1,2,…  . i e neparna. 

      

Crt. 3. 44.   Crt. 3. 45. 

Primer 3.  Da se skicira grafikot na funkcijata y=xsinx, 
koristej}i go metodot na  mno`ewe  ordinati . 

]e gi nacrtame krivite  y = x  i  y = sinx. Za proizvolno 

x0,2 povlekuvame prava paralelna so y-oskata. 

 

Crt. 3. 46. 

Otse~kata AC  e ordinata na funkcijata y=x za izbranoto x, a 

otse~kata AB  e ordinata na  funkcijata y=sinx za istata vrednost na x 

(crt.3.46). Na pravata }e go naneseme proizvodot na otse~kite AB  i 

AC  i }e ja dobieme to~kata D. 

 Postapkata se povtoruva i za drugi vrednosti  na x, no naj~esto 

se povtoruva vo to~ki vo koi barem ednata ordinata e 0 ili 1 i 1. 

Toga{ proizvodot soodvetno e nula ili  ordinatata {to e razli~na od  

1 (vodej}i smetka za znakot, t.e. dali se mno`i so +1 ili so1). 

Nizata to~ki {to gi dobivame na ovoj na~in koga }e se povrzat go 

davaat grafikot na funkcijata   y = x sinx. 
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 Na sli~en na~in mo`e da se skiciraat grafici so metod 
na delewe ordinati, vodej}i smetka deka delewe so nula ne e 
mo`no. So ovoj metod }e se sretneme ponatamu. 

Zada~i za ve`bawe 

 1.  Da se skicira grafikot na slednive funkcii: 

1)  y = 1+3sin 2x; 

2)  y =  cos (2x+3); 

3)  y = 43cos 
3

2 x
; 

4) y = 2sin (x1) 1. 

2. Koristej}i go grafikot na funkciite y=2cosx i y=1+cosx, 

da se nacrtaat graficite na funkciite: 

y =
xcos2

1
    i     y  =

xcos1

1
 . 

 

5. 5.  Ciklometriski funkcii 
 
 Ovie funkcii se inverzni na trigonometriskite 
funkcii. 

 10  Kako {to ve}e naglasivme pri razgleduvaweto na 

trigonometriskite funkcii, so funkcijata y=sinx se zadava 

vrskata pome|u daden agol (lak) x i vrednosta y na sinusot za toj 

agol (lak). Inverzna na ovaa funkcija e funkcijata siny=x, a 

imeno za dadeno x (vrednosta na sinusot), se dobiva y (agol, lak, 
~ij sinus e zadaden). 

 Na primer, za x=
2

3
, se dobiva siny=

2

3
, t.e. go imame tvrde-

weto deka sinus na nekoj agol e ramen na  
2

3
. Odreduvaweto na y se 

sveduva na odgovor na pra{aweto za koja vrednost na agolot (lakot) 

sinusot e ramen na 
2

3
. Odgovor e  y=

3


, no i  

3


,  

3


 itn. 

 Ako za nezavisno promenlivata x se izbere vrednosta 1, od 

relacijata siny=x, odnosno siny=1, se dobiva deka vrednosta na 

funkcijata e  y=
2


  (agol, lak, ~ij sinus e ramen na 1, e  

2


+2k). 
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 Za eksplicitno izrazuvawe na funkcijata  sin y = x 

vovedena e oznakata  y = Arcsin x ( se ~ita: y e ramno na arkus 

sinus x), pri {to x e nezavisno promenliva (vrednost na sinusot), 

a y e zavisno promenliva (agol, lak, ~ij sinus se zadava). 

So ovaa simbolika, dvata primera bi se izrazile vo 
sledniov vid: 

  y=Arcsin
2

3
 {to zna~i: sinusot na eden agol e ramen na  

2

3
. 

Opredeli go agolot (lakot) y ~ij sinus e 
2

3
, {to dava y=

3


ki 

y=
3


kza k=0,1,2,…  . 

  y =Arcsin 1, so zna~ewe: agolot ~ij sinus e 1 e y= 
2


+2k za 

k=0,1,2,…  . 

Grafikot na funkcijata  y = Arcsinx  }e go nacrtame 

koristej}i se so grafikot na funkcijata y=sinx, vrz osnova na 
simetri~nosta na graficite na inverznite funkcii po odnos na 
simetralata na I i III kvadrant (crt.3.47). 

Funkcijata y = Arcsinx e definirana nad  mno`estvoto 

1,1, {to e usloveno od mno`estvoto na vrednostite na 

funkcijata y=sinx. Funkcijata e mnoguzna~na, bidej}i na sekoja 
vrednost na sinusot ѐ odgovaraat neograni~eno mnogu agli 

(kru`ni laci). Geometriski toa zna~i, prava paralelna so y-os-
kata vo koja i da bilo to~ka od intervalot na definiranost ima 
so grafikot beskrajno mnogu prese~ni to~ki. Ako pretpostavime 

deka x=x0, vrednostite na funkcijata }e bidat: y=y0+2k i 

y=(2k+1)y0, kade {to k=0,1,2,…  . 

Me|u site vrednosti na funkcijata y = Arcsinx }e gi 

izdvoime onie koi pripa|aat na intervalot 



 


22
,   t.e. 


2


  Arcsinx  

2


 

i }e gi ozna~ime so arcsinx. 

 Funkcijata y=arcsinx se vika glavna vrednost na 
funkcijata  y = Arcsinx. 
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 Grafikot na funkcijata y = arcsinx }e bide lakot AB od 
sinusoidata po dol`inata na ordinatnata oska. Ovaa funkcija vo 

intervalot 1,1 monotono raste. Taa e inverzna funkcija na 
funkcijata 

y = sinx, 
2


    x  

2


. 

  

 

Crt. 3. 47.    Crt. 3. 48. 

 20  Slednata ciklometriska funkcija e funkcijata 

y=Arccosx. Ovaa funkcija implicitno e izrazena so vrskata 

cosy=x. Nezavisno promenlivata x e vrednost na kosinusot, a 

zavisno promenlivata y, agolot (lakot), ~ij kosinus se zadava so 

promenlivata x. 

 Na primer, vo funkcijata  y=Arccos
2

1
 se zadava vrednosta na 

kosinusot x=
2

1
. Vrednosta na funkcijata e y =

3


 +2k  i  y=

3


 +2k 

(bidej}i agolot ~ij kosinus e ramen na 
2

1
 e  

3


 +2k  i  

3


 +2k  ). 

 Spored toa, ako pretpostavime deka x=x0 }e bide: 

        Arccos x0 = y0+2k  i  Arccos x0 = y0+2k 

kade {to k=0,1,2,…   , a  x1,1, bidej}i  

cos(y0+2k cos(y0+2k
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Relacijata (1) uka`uva deka funkcijata y=Arccosx e 
mnoguzna~na funkcija, bidej}i na sekoja vrednost na kosinusot 
mu pripa|aat neograni~eno mnogu kru`ni laci (odnosno 
neograni~eno mnogu agli).  

Me|u site vrednosti na funkcijata y=Arccosx, se razgle-
duvaat samo onie vrednosti {to se nao|aat vo intervalot 

0, t.e. 

0   Arccos x    

i gi ozna~uvame so y=arccosx. 

Funkcijata y=arccosx se vika glavna vrednost na 
funkcijata y=Arccos x. 

Grafikot na funkcijata y=Arccosx se dobiva so pomo{ na 

grafikot na funkcijata y=cosx. Se crta kosinusoida, simetri~-

na so krivata y=cosx vo odnos na simetralata na I i III kvadrant 

(crt.3.48). Grafikot na funkcijata y=arccosx  }e bide lakot AB 
od kosinusoidata po dol`inata na ordinatnata oska. Ovaa 

funkcija  monotono opa|a vo intervalot 1,1. Taa e inverzna 
funkcija na funkcijata 

y = cos x,   0   x   

 30  Funkcijata y=Arctgx  e definirana vo intervalot 

( ,+ ) i e mnoguzna~na, bidej}i Arctgx0 =y0+k. Za glavna 
vrednost na ovaa funkcija se zemaat onie vrednosti od 

mnoguzna~nata funkcija {to se vo intervalot 





 


22
, . Na 

crt.3.49 e nacrtan lakot {to odgovara samo na glavnata vrednost  

na funkcijata y=Arctgx , t.e.  y=arctgx. Taa funkcija e monotono 

raste~ka vo intervalot  ( ,+ ) i inverzna e na funkcijata  

y=tgx,  
2


 < x < 

2


. 

 

Crt. 3. 49. 
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 40  Funkcijata y=Arcctgx  e definirana vo intervalot 

( ,+ ) i e mnoguzna~na, bidej}i Arcctgx0 = y0+k. Za glavna 
vrednost na ovaa funkcija se zemaat samo onie vrednosti od 

mnoguzna~nata funkcija y=Arcctgx {to se vo intervalot (0,).  
Na crte`ot 3.50 e nacrtan samo grafikot na glavnata 

vrednost na funkcijata   y=Arcctgx, t.e. grafikot na funkcijata  

y=arcctgx. Ovaa funkcija e monotono opa|a~ka vo intervalot 

( ,+ ) i inverzna e na funkcijata  

y=ctgx, 0<x<. 

 

Crt. 3. 50. 
 Vrskite {to postojat pome|u ciklometriskite funkcii 
~esto se koristat vo re{avaweto na konkretni zada~i. Ovde }e 
navedeme samo dve, bez dokaz. 

arctgx = arcsin
21

1

x
,    arcsinx = arctg

21

1

x
. 

 Primer 1  Da se nacrta grafikot na funkcijata  y=arctg
x

1
. 

So transformacionite ravenki x' =
x

1
  i y'=y, dadenata funk-

cija se transformira vo funkcijata y'=arctgx' (krivata ozna~ena so I). 

Preku formulate x=
'x

1
 i y=y' se dobiva krivata y=arctg

x

1
 so toa {to 

na sekoja  to~ka od krivata I se opredeluvaat to~ki so recipro~na 

vrednost na apscisata i nepromeneta vrednost na ordinatata (crt. 3.51). 

 

Sl. 3.51. 



Gl. III Funkcii od edna realna nezavisno promenliva 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

151 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

1  Da se opredeli definicionata oblast na slednive funkcii: 

1)  y = arcsin (x2);          Odg.:  1)  x1,3; 

2)  y = arccos (12x);                 2)  x0,1; 

3)  y = arccos 
4

21 x
;          3)  x 





2

5

2

3
, ; 

4)  y = arcsin x2 ;          4)  x 





2

1
0, ; 

5)  y = arcsin
12

3




x

x
.           5) x  





  ,,
3

2
4 . 

2.  Poka`i  ja to~nosta na slednive vrski: 

1)  arcsinx + arccosx = 
2


; 

2)  arcsinx = arccos 21 x ; 

3)  arccos (12x2)  = 2 arcsinx;  

4)  arctg 
21

2

x

x


  = 2 arctgx.

3.  Da se skicira grafikot na slednive funkcii: 

 1)  y = arcsin(x1);

2)  y = x  arctgx;

3)  y = arcsin
1

1

x
;    

4)  y = arctg (x1);

5)  y = arccos 
x

1
;

6)  y = arcsin(sinx).
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5.6. Eksponencijalna funkcija 

Funkcijata od vid y=ax (a>0) se vika  eksponencijalna 
funkcija. Promenlivata x se vika nezavisno promenliva, 

konstantata a e osnova na eksponencijalnata funkcija. Taa e 
definirana nad mno`estvoto na realnite broevi.  

Grafikot na funkcijata e zavisen od osnovata na 
funkcijata i se razlikuva vo zavisnost od toa dali e konstantata 

a >1 ili  0< a < 1, zatoa }e gi razgledame oddelno dvata slu~aja: 

10  a >1.  

Neka, naprimer, a=2. Funkcijata y=2x
 ima grafik koj e 

nacrtan na crt. 3.52.  

 

Crt. 3. 52. 

 Funkcijata monotono raste. Negativniot del na x-oskata 
e asimptota na krivata. Na crte`ot se prika`ani u{te i 

graficite na funkciite  y=
x









2

3
  i  y=3x

.  O~igledno e deka 

site krivi pri a>1,  nezavisno od vrednosta na osnovata,  

minuvaat niz to~kata (0,1), {to e karakteristi~no za ovaa 

funkcija; 
 

20  0<a<1. 

Neka, na primer,  a=
2

1
. Grafikot na funkcijata y = 

x









2

1
 

e prika`an na crt. 3.53. 

 

 



Gl. III Funkcii od edna realna nezavisno promenliva 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

153 

 

Na crte`ot se prika`ani i graficite na eksponencijal-

nite funkcii y=
x









3

1
i y=

x









4

1 ). Krivite isto taka minuvaat 

niz karakteristi~nata to~ka (0,1). 

 

Crt. 3. 53. 

  

Na crte`ite 3.52 i 3.53 e o~igledna simetrijata {to 

postoi pome|u graficite na funkciite  y=ax
  i y=

x

a






 1

  vo odnos 

na y-oskata. Taa simetrija sleduva od faktot {to   

x

a






 1

= ax
. 

 Eksponencijalnata funkcija se sretnuva i vo slednive 
vidovi:  

y = abx,      y = abx+c
,      y = abx+ d. 

Mnogu ~esto za osnova na eksponencijalnata funkcija se 

zema iracionalniot broj e, t.e. se razgleduva eksponencijalnata 

funkcija y=ex
. Primenata na brojot e za osnova na eksponenci-

jalnata funkcija e tolku ~esta {to koga se zadava 
eksponencijalna funkcija ne se spomenuva osnovata, podraz-

biraj}i deka  toa e brojot e. 

 Poradi ~estata upotreba,  za eksponencijalnata funkcija 

se podgotveni tabeli vo koi za zadadena vrednost na x, mo`e da se 
pro~ita soodvetnata vrednost na funkcijata. 
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Zada~i za ve`bawe 

1. Da se skiciraat graficite na slednive eksponencijalni 

funkcii: 

1)  y =2x; 

2)  y =x;  

3)  y = 2x + 3;  

4)  y =2x+1 3. 

2.Dadena e funkcijata  f(x) = 2x2 4. Da se opredeli defini-

cionata oblast na funkciite  f(x)  i  xf

1
 i da se skiciraat nivnite 

grafici so pomo{ na grafikot na funkcijata y =2x
 . 



5.7. Hiperboli~ni funkcii 

^etirite funkcii: y=shx (sinus hiperboli~en), y=chx,    

(kosinus hiperboli~en), y=thx (tangens hiperboli~en) i y=cthx   
(kotangens hiperboli~en), ja ~inat grupata hiperboli~ni 
funkcii. Ovie funkcii se definirani preku eksponencijalnata 
funkcija so slednive relacii: 

shx =  
2

xx ee 
, 

chx =  
2

xx ee 
, 

thx =  
chx

shx
 = 

xx

xx

ee

ee







, 

cthx =  
shx

chx
 = 

xx

xx

ee

ee







. 

 Graficite na ovie funkcii se skiciraat so pomo{ na 

graficite na funkciite y =ex i y =ex, vrz osnova na vrskite 
{to gi izrazuvaat vrednostite na ovie funkcii. 

Na crt. 3.54 e prika`an grafikot na funkcijata y=chx. 
Grafikot  na  ovaa  funkcija  e  nacrtan  na   toj   na~in,   {to   za  



Gl. III Funkcii od edna realna nezavisno promenliva 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

155 

 

proizvolna vrednost na apscisata se  sobrani vrednostite na 

ordinatite na pomo{nite funkcii  y=ex i y=ex 
i podeleni so 2. 

Funkcijata e definirana vo intervalot ( ,+ ), parna e 

bidej}i  ch(x)= chx. Parnosta na funkcijata lesno se poka`uva 
od relacijata 

ch(x)  =  
2

xx ee 

=  
2

xx ee 
 = chx. 

 Na crt. 3.55 e prika`an grafikot na funkcijata y=shx. 

 Funkcijata y=shx e definirana vo intervalot ( ,+ ) i 

za razlika od  y=chx, ovaa funkcija e neparna, bidej}i 

sh(x)  =  
2

xx ee 

 =  
2

xx ee 
 = shx. 

  
     Crt. 3. 54.    Crt. 3. 55. 

Funkcijata y=thx e definirana vo intervalot ( ,+ ). 
Neparna e bidej}i 

th(x) =  
 
 xchx

xsh




 = thx. 

Funkcijata y=cthx e definirana za sekoj x0  i neparna e 

bidej}i 

cth(x) =  
 
 xshx

xch




 = cthx. 

 Graficite na funkciite y=thx i y=cthx  }e se dobijat 
koristej}i go metodot za skicirawe na grafici so pomo{ na 
metodot delewe na ordinati  (crt. 3.56). 
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Sl. 3.56. 

 Pome|u hiperboli~nite funkcii postojat vrski 
(identiteti) sli~ni na vrskite pome|u trigonometriskite 
funkcii. ]e navedeme samo nekoi od niv: 

ch2x  sh2x = 1, 

sh2x = 2 shx chx,    bidej}i   sh2x =  
2

22 xx ee 
 , 

ch2x = ch2x + sh2x,                 ch2x =   
2

22 xx ee 
, 

ch2x = 2ch2x 1 = 1+2sh2x, 

th2x = 
xth

thx
21

2


,              cth2x = 

cthx

xcth

2

12 
, 

  shx = 
xth

thx
21

,              chx = 
xth21

1


, 

thx = 
chx

xch

xsh

shx 1

1

2

2





, 

cthx =
1

1
2

2






xch

chx

shx

xsh
 . 

Lesno se doka`uvaat ovie vrski ako hiperboli~nite 
funkcii se izrazat preku eksponencijalnata funkcija, po 
definicijata {to e dadena pogore.  
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5. 8.  Logaritamska funkcija 
 
 Logaritamskata funkcija e inverzna funkcija na ekspo-
nencijalnata funkcija. Za razlika od eksponencijalnata funk-

cija y=ax
,  pri koja za izbrana vrednost na argumentot x 

(stepenskiot pokazatel) se opredeluva vrednosta na stepenot ax, 
kaj logaritamskata funkcija {to se izrazuva vo vid ay=x (a-
osnova na funkcijata) za izbrana vrednost na stepenot se 
opredeluva vrednosta na stepenskiot pokazatel. 

 Neka e zadadena logaritamskata funkcija 2y=x (osnova na 

stepenot e 2) i vrednosta na stepenot  x=16. Vrednosta na funkcijata  

y se opredeluva od relacijata 2y=16. Se bara so koj stepenski 

pokazatel treba da se stepenuva osnovata na stepenot  2 za da se dobie 

vrednost na stepenot 16. Odgovor e deka  y = 4, bidej}i  2 4 = 16. 

 Ili, da pretpostavime deka e zadadena logaritamska funkcija 

za osnova 10, t.e.  10 y = x. 

 Za  x=1000,  se dobiva  y = 3; 

 Za  x=100000,  se dobiva  y = 5; 

 Za  =
100

1
, se dobiva  y = 2; 

 I vo dvata primera opredeluvaweto vrednosta na 
funkcijata se sveduva na opredeluvawe na stepenskiot pokazatel 
pri zadadena vrednost na stepenot (za odnapred zemena vrednost 
na osnovata), {to e poznata matemati~ka operacija koja se vika 

logaritmirawe. Nezavisno promenlivata x e eden broj (numerus), 

a zavisno promenlivata y e logaritam na toj broj (pri dadena 
osnova). 

 Faktot deka y e logaritam na brojot x za osnova a, odnosno 

funkcijata  a y= x vo ekspliciten vid  se izrazuva vo vid 

y = loga x, 

se ~ita:  y  e logaritam od  x  za osnova  a. 

 Spored toa, vrskite  a y = x  i   y = loga x  se identi~ni. 

 Od poslednive dve vrski sleduva identitetot 

xa xloga  . 
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Ako za argumentot se zeme vrednost 
x

1
, dobivame nova 

identi~na vrska: 

x
a xloga

1


 

i po op{to: 

   xfa xfloga  . 

 So ovie identiteti ~esto }e se koristime pri 
re{avaweto diferencijalni ravenki. 

 Gore  navedenite primeri po uka`aniot ekspliciten vid na 
logaritamskata funkcija mo`e da se izrazat vo sledniov  vid: 

y = log216,     y = 4, 

{to zna~i logaritam od 16 za osnova 2 e 4. 

 Potoa: 

y = log10 1000 =  3; 

 y = log10 100000 = 5; 

y = log10 
100

1  = 2. 

 Za opredeluvawe na logaritmite se sostaveni taka 
nare~eni logaritamski tablici koi gi ima pove}e i po koi za 
sekoj broj mo`e da se pro~ita vrednosta na logaritamot. 
Postojat logaritamski tablici za logaritmi za osnova 10 i za 

logaritmi za osnova Neperov broj  e =2,71828… .  

Logaritmite na broevite za osnova 10 se vikaat 

dekadni logaritmi, a logaritmite za osnova brojot e se 

vikaat Neperovi (prirodni) logaritmi. 

 Voobi~aeno e koga osnovata a=10, logaritamskata 
funkcija da se pi{uva bez nazna~uvawe na osnovata vo vid 

y=logx, a koga osnovata e brojot e, logaritamskata funkcija  se 

pi{uva vo vid  y=lnx. 

 Vo site drugi slu~ai logaritamskata osnova se pi{uva. 

 Grafikot na logaritamskata funkcija se dobiva vrz 

osnova na grafikot na funkcijata y=ax
, ako koristime deka 

graficite na dve zaemno inverzni funkcii se simetri~ni vo 

odnos na pravata y=x. 
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Logaritamskata funkcija e definirana nad mno`estvoto 

na pozitivnite realni broevi (0,+  ). 

  Ako a >1, toga{ funkcijata  y=logax monotono raste vo 

intervalot (0,+ ), (crt.3.57). Funkcijata ima nula  vo to~kata 

x=1. Koga x(0,1), toga{ logax<0, a koga x (1, + ) toga{ logax>0. 

 Ako 0<a<1, toga{ funkcijata y=logax vo intervalot 

(0,+ ) monotono opa|a (crt.3.58). Nulata na funkcijata e vo 

to~kata x=1. Koga x(0,1), toga{ logax>0, a koga x (1, + ) toga{ 

logax<0. 

 

          

  
Crt. 3. 57.        Crt. 3. 58. 

 

 10  Vrska pome|u prirodnite i dekadnite logaritmi 

 Prirodnite i dekadnite logaritmi se povrzani pome|u  
sebe so formulite: 

log x = M  ln x,         ln x = 
M

1
 log x. 

 Brojot M se vika modul za preminuvawe od prirodni na 
dekadni logaritmi i negovata vrednost e M=0,434294 

(
M

1
=2,302585). 

 Navedenite relacii lesno }e gi doka`eme i }e  go 

odredime zna~eweto na konstantata M, ako zememe dve 

logaritamski funkcii (ednata za osnova a=e, a drugata za osnova 

a=10), a imeno 

y1 = ln x;          y2=log x. 
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 Prvata ravenka }e ja re{ime po x: x= 1ye i }e ja zamenime 

vo vtorata ravenka, po {to se dobiva: 

y2 = log( 1ye ) = y1 log10e 

odnosno 

log x  =  ln x log10e. 

 Zamenuvaj}i   log10e=M, se dobiva   formulata  

log x = M lnx, 

pri {to konstantata  M,  e, o~igledno,  logaritam na brojot  e  za 

osnova 10. 

 Ovaa relacija ovozmo`uva lesno opredeluvawe na 

logaritamot na nekoj broj za osnova 10, ako se znae logaritamot 

na toj broj za osnova e. Vakov premin ~esto e neophoden pri 
koristewe na elektronskite sistemi. 
 

Zada~i za ve`bawe 
 

1.  Da se opredeli definicionata oblast na funkciite: 

1)  y = log(x+3);                     Odg.: 1) (3,+ ); 

2)  y = log(2x210x+12);               2) ( ,2)(3,+ ); 

      3)  y =  xlog 5 ;                    3) ( ,4; 

     4)  y =   2
1

1



x

xlog
;              4) 2,0)(0,1); 

     5)  y = arcsin(1x) + log(logx).         5) (1,2. 

2.  Da se skicira grafikot na funkciite: 

            1)  y = log2(x+1);                2)  y = 1+ log4(x2); 

            3)  y = log2(x);                 4)  y =  1

1

2 xlog
; 

            5)  y = (logx2)2.  (Upatstvo:  logab = 
alogb

1
). 
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6.  KLASIFIKACIJA  NA  FUNKCII 
 
Funkciite: 

 1)  stepenska   y = x ,    (R), 

2)  eksponencijalna   y = ax ,  (a>0, a 1), 

3)  logaritamska   y = logax,  ( a>0, a 1), 

4)  trigonometriskite funkcii:   y = sin x,   y = cos x,    
y = tgx,   y = ctgx, 

5) ciklometriskite funkcii:   y = arcsin x,  y = arccos x, 
y= arctgx,   y = arcctgx  i 

 funkcijata y = C se vikaat osnovni elementarni 
funkcii. 

 Elementarni funkcii vo po{iroka smisla se osnovnite 
elementarni funkcii i funkciite koi mo`at da se dobijat od 
niv so pomo{ na aritmeti~ki operacii (sobirawe, vadewe, 
mno`ewe i delewe), kako i formirawe slo`eni funkcii od niv, 
so primena na tie operacii kone~en broj pati. 

 Primer 1.  Funkcijata 

y = xtglogxcosx 2  

e elementarna funkcija, bidej}i se dobiva od osnovnite elementarni 
funkcii so posledovatelna primena na slednive operacii: 

 10  stepenskata funkcija x2
 e pomno`ena so trigonometriskata 

funkcija cosx; 

 20  od logaritamskata funkcija logx  i trigonometriskata 

funkcija  tgx  e formirana slo`ena funkcija  log tgx; 

 30   dvete dobieni funkcii se sobiraat; 

 40 od dobienata funkcija i funkcijata x  e formirana 

dadenata slo`ena funkcija. 

Primer 2.  Neka promenlivata x (1,+ ), a promenlivata y 

se izrazuva so formulata 

y = xx, 

toga{  y e elementarna funkcija od x. Taa monotono raste vo celiot 

interval    na  menuvawe  na  x  i  dobiva   vrednosti  od  (1, + ).  
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Promenlivata  x  od svoja strana e ednozna~na funkcija od  y, no 

se poka`uva deka e nevozmo`no da se izrazi preku  y  so pomo{ na 

kone~en broj od gore spomenatite operacii. Zatoa  x  ne e elementarna 

funkcija od promenlivata  y. 

 Elementarnite funkcii  obi~no se delat na algebarski i 
transcendentni. 

1. Algebarski funkcii. Sekoja funkcija y(x) koja e 

implicitno zadadena so ravenkata 

Pn(x) yn + Pn1(x) yn1  +  …  + P1(x) y + P0(x) = 0, 

kade {to n e nenegativen cel broj, a Pi (x), (i = 0,1, … ,n) se poli-

nomi od x, pri {to Pn(x)0 i polinomot na levata strana ne se 
razlo`uva na realni mno`iteli od ponizok stepen se vika 
algebarska funkcija. 

Algebarskite funkcii se delat na racionalni i 
iracionalni. 

Racionalnite se delat na celi  (polinomni) funkcii i 
drobno-racionalni funkcii 

1. 1.  Polinomni funkcii. Funkciite koi se zadadeni 

so formulite od vidot 

y = Pn(x) = a0 + a1 + … + anx
n = 





nk

k

k
k xa

0

 

se vikaat polinomni funkcii.  

Definicionata oblast na ovie funkcii e mno`estvoto na 

site realni broevi, t.e x( ,+Ako  an  0, toga{ brojot n 

se vika stepen na dadeniot polinom. Polinomot od prv stepen 

se vika linearna funkcija; 

 1. 2.  Drobno-racionalni funkcii. Toa se funkcii koi 

se zadavaat vo vid 

y = 
 
 xQ

xP

n

m , 

kade {to Pm(x) i Qn(x) se polinomi. 

Definiciona oblast e mno`estvoto ( ,+ÙAkade 

{to A e mno`estvoto od nulite na imenitelot; 
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1. 3. Iracionalni funkcii. Toa se onie funkcii pri 

koi promenlivata se stepenuva so racionalen broj; 

 Na primer,   y = 2

3

1 x  

2. Transcendentni funkcii. Elementarni funkcii 

{to ne se algebarski se vikaat transcendentni funkcii.  

       Na primer, trigonometriskite, ciklometriskite, eksponen-
cijalna i logaritamska funkcija se  transcendentni funkcii. 

 

7. FUNKCII DADENI VO PARAMETARSKI VID 
 

^esto pati edna funkcija namesto da se izrazi vo 
direktna vrska pome|u nezavisno promenlivata i funkcijata vo 

vid y=f(x) ili F(x,y)=0 mo`e da se izrazi so parametarski 
ravenki, izrazuvaj}i ja vrskata vo zavisnost od nekoja treta 

promenliva, nare~ena parametar. 

Simboli~ki edna funkcija, izrazena parametarski, se 
zapi{uva vo sledniov vid: 

x = (t), 

y =  (t). 

 Karakteristi~no e ovde, {to ne postoi direktna vrska 

pome|u x i y, a naprotiv dvete promenlivi x i y se izrazeni vo 

zavisnost od edna treta golemina, vo slu~ajov ozna~ena so t. 
Izborot na parametarot zavisi od zada~ata {to se re{ava. 
Mo`en e pogolem izbor na parametri i od izborot na 
parametarot edna ista funkcija mo`e da bide izrazena so 
razli~ni parametarski ravenki. 

 Vakov na~in na izrazuvawe na funkcijata ~esto se 
koristi vo mehanikata (obi~no parametarot e vreme), a ~esto i 
koga pri poznato geometrisko svojstvo na to~kite na krivata 
treba da se sostavi ravenkata na krivata. [to se odnesuva do 
korista na vakviot na~in na izrazuvawe na funkciite, }e 
spomeneme deka pri re{avaweto odreden  broj zada~i mnogu e 
poprakti~no funkcijata da bide izrazena so parametarski 
ravenki, a ponekoga{ re~isi e nevozmo`no zada~ata da se re{i, 
ako ne se izrazi vo parametarski vid. 

 



MATEMATIKA I 164

 

Primer 1.  Zadadena e funkcijat 

x = a cos t, 

           y = b sin t. 

Ova e najednostaven primer na funkcija zadadena so 
parametarski ravenki. Grafikot na funkcijata }e se nacrta vrz 
osnova na tabelata {to }e se sostavi na toj na~in, {to za 
proizvolno izbrani vrednosti na parametarot }e se presmetaat 

soodvetnite vrednosti na x i y. 

Se dobiva slednava tabela: 

 

t 0 
4


 

2


 

4

3
 

4

5
 

2

3
4

7
 

x a 
2

2a
 0 

2

2a
 a 

2

2a
0 

2

2a
a

y 0 
2

2b
 b 

2

2b
 0 

2

2b
 b 

2

2b
0 

 Parovite vrednosti za x i y naneseni vo koordinaten 
sistem i povrzani  ja davaat krivata (vo slu~ajov elipsa so 

poluoski a i b) (crt.3.59). 

^esto pati e potrebno 
edna kriva, zadadena so 
ravenka vo ekspliciten vid 
ili impliciten vid, da se 
izrazi so parametarski 
ravenki ili obratno. ]e 
poka`eme kako toa se 
postignuva na razgleduvaniov 

             primer. 

  Crt. 3. 59.   Ako sakame funkcijata 

        x = a cos t, 

                y = b sin t, 
da se izrazi vo direktna vrska pome|u nezavisno promenlivata x 

i funkcijata y, }e se izvr{i eliminacija na parametarot t. 
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Vo konkretniov slu~aj eliminacijata }e se izvr{i na 

sledniov na~in: 

a

x
 = cos t, 

b

y
 = sin t, 

a po kvadrirawe na ravenkite 

2

2

a

x
 = cos2t,          

2

2

b

y
 = sin2t 

 
i sobirawe, se dobiva: 

2

2

a

x
  + 

2

2

b

y
 = 1. 

 Obratno, neka elipsata e zadadena so ravenkata 

2

2

a

x
  + 

2

2

b

y
 = 1. 

 Ako zememe  x=acost, po zamenuvawe vo ravenkata na 

elipsata dobivame deka y=bsint. Spored toa, parametarskite 
ravenki na elipsata se: 

x = a cos t, 

y = b sin t. 

No, ovoj vid parametarski ravenki na elipsata ne e edinstven.  

Ako izbereme x=t, po zamenuvawe vo implicitnata 
ravenka na elipsata se dobiva 

y = 22 ta
a

b
  . 

 Spored toa, parametarskite ravenki na elipsata mo`e da 
se izrazat i vo sledniov vid: 

x = t, 

y = 22 ta
a

b
  

i na u{te mnogu drugi na~ini. No, da spomeneme deka ne site 
vidovi parametarski ravenki na elipsata se pogodni za 
koristewe vo re{avaweto zada~i povrzani so elipsa. 
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]e navedeme u{te nekolku krivi zadadeni so 

parametarski ravenki, koi }e gi koristime po~esto.  

 Ravenkite  

x = r cos t, 

y = r sin t 

se parametarski ravenki na  centralnata kru`nica so radius r. 

Vo ova mo`eme mnogu ednostavno da se uverime. Ako na 

kru`nicata izbereme edna to~ka M (crt.3.60) so apscisa x i 

ordinata y, toga{ vo zavisnost od goleminata na centralniot 

agol (}e go ozna~ime so t) x i y }e se izrazat so formulite: 

x = r cos t, 

y = r sin t. 

 Vsu{nost, apscisata i 
ordinatata na to~kata M se 
izrazeni  vo zavisnost od 
parametarot, {to e bitno za edna 
kriva da se izrazi so parametarski 
ravenki. 

Parametarot t vo slu~ajov  e     
centralniot  agol.   Za  sekoja  vred- 

Crt. 3. 60.   nost  na  t  se  dobiva  edna  to~ka   na 
      kru`nicata. 

Za promena na parametarot  t  od  0 do 2 }e se opi{e 
celata kru`nica. 

 Ravenkata na hiperbolata, koja naj~esto se izrazuva vo 
implicitna forma (crt.3.61) 

2

2

a

x
  

2

2

b

y
 = 1 

mo`e da se izrazi  so parametarski ravenki vo sledniov vid: 

x = a ch t, 

y = b sh t. 

Mo`e lesno da se konstatira deka za sekoja vrednost na 

parametarot   t  soodvetstvuva,  spored  ovie  vrski,  edna to~ka na  

 



Gl. III Funkcii od edna realna nezavisno promenliva  167 

 
hiperbolata. No, nie }e se uverime najednostavno  ako izvr{ime 

eliminacija na parametarot t so cel da ja dobieme ravenkata na 
hiperbolata vo impliciten vid. 

 

Crt. 3. 61 
 

Od ravenkite 

x = a ch t, 

y = b sh t 
dobivame: 

a

x
 = ch t,       

b

y
= sh t. 

Po kvadrirawe 

2

2

a

x
 = ch 2 t,       

2

2

b

y
= sh 2t 

i vadewe 

2

2

a

x
 

2

2

b

y
 = ch 2 t sh 2t

se dobiva: 

2

2

a

x
 

2

2

b

y
 = 1,       bidej}i      ch 2 t sh 2t = 1. 

 Za  a = b ,  ravenkite 

x = a ch t,         y = a sh t. 

se parametarski ravenki na  ramnostranata hiperbola poznata so 
ravenkata vo impliciten vid 

x2 y2 = a2. 
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 So ravenkite: 

 x = a cos3t, 

y = a sin3t 

se izrazuva krivata nare~ena 
astroida, ~ij grafik e 
pretstaven na crt.3.62. 

Ovaa kriva ~esto se 
izrazuva i so ravenka vo 
implicitna vid.  So sli~na 
postapka, po eliminacija na 

parametarot t od ravenkite 

  Crt. 3. 62. 

x = a cos3t, 

y = a sin3t, 

se dobiva ravenkata na astroidata vo impliciten vid: 

3

2

3

2

3

2

ayx  . 

 Krivata nare~ena cikloida (grafikot e pretstaven na 
crt.3.63) se zadava so ravenkite: 

x = a (tsint), 

y = a (1cost). 

 

Crt. 3. 63. 

 Prviot lak na cikloidata }e se oformi za vrednosti na 

parametarot od   t = 0  do   t = 2. 

 Na nekolku primeri }e poka`eme kako se sostavuvaat 
parametarskite ravenki na nekoi geometriski mesta na to~ki. 
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Primer 1.  Vo pravoagolen koordinaten sistem se dvi`i 

otse~kata AB  so dol`ina   taka {to nejzinite krajni to~ki se 

lizgaat sekoga{ po koordinatnite oski. Kakva kriva opi{uva pri 
toa dvi`ewe edna proizvolna to~ka od otse~kata? 

 ]e izbereme edna proizvolna to~ka M na otse~kata AB  . Neka 

rastojanieto na to~kata M do to~kata B e a, a rastojanieto do to~kata 

A e b (crt.3.64). Koga otse~kata AB  se pomestuva (pritoa A e sekoga{ 

na x-oskata, a B sekoga{ na y-oskata) to~kata M opi{uva edna kriva.  

Na{a cel e da ja opredelime ravenkata na ovaa kriva. Od 
uslovite na zada~ata vedna{ ni se poznati dve to~ki niz koi pominuva 

baranata kriva. To~kata (a,0) koga otse~kata AB  e vo horizontalna 

polo`ba (se poklopuva so x-oskata) i to~kata (0,b) koga otse~kata }e 

bide vo vertikalna polo`ba (se poklopuva so y-oskata). 

Ravenkata na taa kriva }e ja izrazime so parametarski ravenki, 

pa zatoa }e treba i apscisata i ordinatata na to~kata M da se izrazat 

vo zavisnost od eden parametar. 

 

 

Crt. 3. 64. 

 Za parametar }e izbereme golemina, so promenata na koja se 

izrazuva dvi`eweto na otse~kata AB . Konkretno, ovde za parametar 

mo`e da se izbere agolot . Koga  se nenuva od 0 do 
2


 se postignuva 

dvi`eweto na otse~kata dadeno vo uslovot  na zada~ata. Isto taka, bi 

mo`elo, za parametar da se izbere rastojanieto r od koordinatniot 

po~etok do to~kata A. 

 Ako se  menuva rastojanieto r od 0 do  , se postignuva istoto 

{to i koga agolot   se nenuva od 0 do 
2


. 
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]e se re{ime parametarot da bide agolot  i }e se potrudime 

da gi izrazime x i y vo zavisnost od . 

 Od triagolnikot  MBD,  sleduva   x = a cos  . 

 Od triagolnikot  MCA,  sleduva   y = b sin  . 

 Spored toa, ravenkata na krivata {to ja opi{uva to~kata M 

glasi: 

x = a cos  , 

y = b sin  . 

Ako se re{ime parametar da ni bide r (rastojanieto od 

koordinatniot po~etok do to~kata A), ravenkata na krivata }e ja 

dobieme vo vid: 

x = 

ar

, 

y = 22 r
b




. 

 Ovie vrski gi dobivame izrazuvaj}i ja proporcionalnosta na 

stranite {to sleduva od sli~nosta na triagolnikot BDM i 

triagolnikot BOA, a triagolnikot MCA e sli~en so triagolnikot 

BOA. 

Primer 2.  Da se napi{at parametarskite ravenki na 

cikloidata, opi{ana od to~ka na kru`nica so radius a, koja se 

trkala po edna prava. 

Neka so M  ozna~ime fiksna to~ka od dadenata kru`nica, koja 

vo po~etniot moment se nao|a vo koordinatniot po~etok, a za x-oska }e 

ja zememe pravata po koja se trkala kru`nicata (crt.3.65). 

 

Crt. 3. 65. 
 

 Centralniot agol  MCA = t  }e go zememe za parametar pri toa 

dvi`ewe, pa sleduva: 

OA = AM = at. 
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Za koordinatite  x  i  y  na to~kata  M  se dobiva: 

x = OA  PA  = OA  MQ ata sin t, 

y = CA   CQ  = a  a cos t. 

Spored toa, parametarskite ravenki se: 

x = a(tsint),               y = a(1cost).  

Primer 3.  Kraevite 

na otse~kata AB se lizgaat 
po oskite vo Dekartoviot 
koordinaten sistem. Pra-

vite AC i BC se paralelni na 

koordinatnite oski i se 

se~at vo to~kata C. Od to~-

kata C se spu{ta normala 

CM  na otse~kata AB. Da se 

najde ravenkata na geomet-  

riskoto  mesto (krivata) na 

to~kata M pri  sevozmo`na

 Crt. 3. 66.       polo`ba    na   otse~kata AB   

    (crt.3.66). 

 Neka so m i n ja obele`ime dol`inata na otse~kite BM  i 

MA   soodvetno. 

 Zemaj}i  go agolot , agol pome|u otse~kata  AB  i x-oskata, za 

parametar i koristej}i gi soodvetnite odnosi kaj triagolnicite, 
dobivame: 

od  BPM :  x = m cos  ; 

od  MQA: y = n sin 

od BMC:  m = BC  cos 

od CMA: n =  AC  sin ; 

od BAC: BC = a cos ,         AC  = a sin . 

 Ponatamu sleduva: 

m = BC cos = a cos   cos  = a cos2 , 

x = m cos = a cos2 cos  = a cos3 

i analogno na toa se dobiva:   y = a sin3  . 
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Spored toa, parametarskite ravenki na baranoto geometrisko 
mesto se: 

x = a cos3 

y = a sin3  . 



8.  POLAREN  KOORDINATEN  SISTEM 
 

Vo dosega{nite izlagawa za opredeluvawe polo`bata na 
to~ka vo ramnina i za prika`uvawe na funkciite se koristevme 
so Dekartoviot koordinaten sistem. Postojat i drugi 
koordinatni sistemi so ista namena, no naj~esto pokraj  Dekar-
toviot koordinaten sistem se koristi, vo ne{to pomal obem, 

polarniot koordinaten sistem. 

]e izbereme edna horizontalna prava i to~ka na nea.  
Pravata se vika polarna oska, a to~kata  pol ili koordinaten 
po~etok. Polo`bata na edna to~ka vo ramnina i vo odnos na 
polarniot koordinaten sistem se opredeluva so dva broja, kako i 
vo odnos na Dekartoviot koordinaten sistem,  no sekako so drugo 
zna~ewe. Za da gi definirame dvata broja, }e izbereme edna 

to~ka M vo ramninata. Od polot do to~kata M }e povle~eme edna 

otse~ka OM  (se obele`uva so ). Otse~kata OM  se vika radius 
vektor na to~kata M. Ovoj vektor so polarnata oska obrazuva 

agol . Agolot    se vika polaren agol. Polarniot agol se meri 
vo pozitivna nasoka (nasoka obratna od nasokata na dvi`ewe na 
strelkite na ~asovnikot) od polarnata oska. O~igledno e deka 

broevite   i    ednozna~no ja opredeluvaat polo`bata na 

to~kata M vo odnos na polarniot koordinaten sistem. Zatoa, se 

zemaat za koordinati na to~kata M i se ozna~uva M(,), 
analogno na ozna~uvaweto na koordinati na to~ka opredelena vo 
odnos na Dekartoviot koordinaten sistem (crt.3.67).  

Ako se ograni~ime samo na pozitivni vrednosti na koor-

dinatite  i  ({to pri definiraweto na polarniot koordi-
naten sistem ne e sekoga{ taka), intervalot na menuvaweto na  

agolot  za da se opfati koja bilo to~ka od ramninata vo odnos 

na polarniot sistem }e bide 0,2, a intervalot za  }e bide 

0,+ ). 

Vrskata pome|u promenlivite  i , izrazena tekstualno, 

tabelarno ili vo analiti~ki vid  () pretstavuva funkcija  

vo polarni koordinati. 
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Grafikot na funkcijata }e se nacrta, ako prethodno (koga 

krivata e izrazena analiti~ki) se formira tabela za 

proizvolno izbrani vrednosti na  i soodvetnite vrednosti na  

presmetani po formulata (), soodvetnite parovi se 

pretstavat vo polarniot koordinaten sistem i se povrzat. 

]e spomeneme deka vrska od ist oblik pome|u dve 
promenlivi vo odnos na Dekartoviot ili polarniot koordinaten 
sistem pretstavuva bitno razli~na kriva. 

Vrskata  = r vo odnos na polarniot koordinaten sistem 

pretstavuva kru`nica so radius r i centar vo polot. 

Analogna vrska, y=b, vo odnos na Dekartoviot koordi-

naten sistem pretstavuva prava paralelna so x- oskata. 

Vrskata   =   vo odnos na polarniot koordinaten sistem  

ja pretstavuva krivata (crt.3.67) poznata pod imeto Arhimedova 
spirala. Analognata vrska  y = x  vo odnos na Dekartoviot koor-
dinaten sistem pretstavuva simetrala na prviot i tretiot 

kvadrant. Grafikot na funkcijata  =cos vo odnos na 
polarniot koordinaten sistem pretstavuva kru`nica so centar 

vo to~kata (
2

1
,0) i radius r = 

2

1
. 

 

Crt. 3. 67. 

Funkcijata y=cosx, {to fakti~ki pretstavuva ista 
funkcionalna vrska, vo Dekartoviot koordinaten sistem ja 
pretstavuva trigonometriskata funkcija - kosinusoida. 

Vo koj sistem }e se interpretira edna funkcionalna 
vrska, zavisi od  problemot {to se prou~uva. ^esto pati se 
nalo`uva potreba, vo re{avaweto na edna zada~a, postavena vo 
odnos na Dekartov koordinaten sistem, da se prenese vo polaren 
koordinaten sistem. 
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 Na primer, za edna to~ka dadena so koordinati vo 
Dekartov koordinaten  sistem da se opredelat nejzinite 
koordinati vo polaren koordinaten sistem, ravenkata na edna 
kriva zadadena vo Dekartov koordinaten sistem da se izrazi vo 
polaren koordinaten sistem itn. 

 Za da mo`e da go napravime toa, }e uka`eme na vrskite 
{to postojat pome|u polarniot i Dekartoviot koordinaten 
sistem. Vozmo`ni se razli~ni soodnosi vo izborot na polo`bata 
na edniot sistem vo odnos na drugiot, no nie }e se zadr`ime na 
soodnosot {to ~esto se koristi, polot da se sovpa|a so 
koordinatniot po~etok, a polarnata oska so pozitivniot del na 

x-oskata.  

Vo  ovaa zaemna polo`ba 
na sistemite (crt.3.68) postojat 
vrskite: 

x = cos , 

y = sin  

od koi mo`eme lesno da gi 
opredelime Dekartovite koor-
dinati na edna to~ka, ako se 
poznati    polarnite   koordina- 

Crt. 3. 68.                       ti, a obratnite vrski 

 22 yx  

   arc tg 
x

y
, 

ovozmo`uvaat da se opredelat polarnite koordinati, ako se 
poznati  Dekartovite  koordinati. 

 So ovie vrski e mo`no, isto taka, ravenkata na nekoja 
kriva, zadadena vo odnos na edniot sistem, da se transformira vo 
odnos na drugiot sistem. ^esto taa transformacija se vr{i od 
Dekartov vo polaren koordinaten sistem, so toa {to vo funk-

cijata F(x,y)=0  se zamenuva x=cos  i  y=sin, {to doveduva 

do F(cos,sin), odnosno f(,). So ovaa transformacija od 
eden sistem vo drug vo golem broj slu~ai se olesnuva crtaweto na 
nekoi krivi, {to vo odnos na Dekartoviot sistem imaat 
komplicirana ravenka. 
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Primer 1.  Da se skicira grafikot na funkciite: 

 = e,          = a(1cos). 
 

Davaj}i proizvolni vrednosti za  i presmetuvaj}i  gi 

soodvetnite vrednosti za , gi dobivame slednive tabeli: 

1)  Za   = e   ja sostavuvame tabelata: 

 

 
3


     0   

3


  

 0,3    1  2,7   19,7 

Grafikot na funkcijata e prika`an na crt.3.69 i se vika 

logaritamska spirala.   

           

Crt. 3. 69.    Crt. 3. 70. 

 Za  = a (1cos)  ja sostavuvame tabelata 
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Grafikot na funkcijata e prika`an na crt. 3.70 i se vika 

kardioida. 

Primer 2.  Niz koordinatniot po~etok O e povle~ena 

poluprava. Od dvete strani na prese~nata to~ka C, {to se 

dobiva kako presek na polupravata i pravata x=a, se nanesuva 

dol`inata CB , kade {to, B(a,0) i se dobivaat to~kite M i 

M'.  
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Koga polupravata se vrti 

okolu koordinatniot po~etok O, 

tie to~ki opi{uvaat edna kriva 
koja se vika strofoida (crt.3.71). 
Da se napi{e nejzinata ravenka vo 
polarni koordinati. 

Za polarnite koordi-                 

nati na to~kite M i M', imame: 

 BCOC  

    
 No 

Crt. 3.71.  



cos

a
OC ,    BC  = a tg , 

spored toa ravenkata na krivata vo polarni koordinati e 


 




cos

sina 1


Zada~i za ve`bawe 

1.  Da se skiciraat graficite na slednive funkcii: 

1)   

a
  5)   = a sin 2; 

2)    = a;   6)   = a cos 3; 

3)    = 
4


;   7)   = a2 cos 2. 

4)   = a sin 3; 

2.  Da se transformiraat vo polarni koordinati ravenkite: 

     1)  (x2+y2)2 = a2 (x2y2);    Odg.:  1)   = a2 cos 2; 

     2)  x2 y2  = a2;              2)  2 cos 2 =a2; 

     3)  x2 y2 = ax;   3)  = a cos 

     4)  y = x;               4) = 
4


 i  =

4

5
; 

     5)  (x2+y2 ax)2 = a2 (x2y2); 5)  = a (1cos).  



 

 
 
 

GLAVA IV 

 

 

GRANI^NA VREDNOST NA FUNKCIJA 

 NEPREKINATOST NA FUNKCIJA 

 

 1. DEFINICIJA ZA GRANICA NA FUNKCIJA 

Neka funkcijata  y = f (x)  e definirana vo okolinata na 

dadena to~ka  x0 (vo taa to~ka funkcijata mo`e, a i ne mora da 
bide definirana). 

Brojot A e grani~na vrednost na funkcijata  y = f (x), 
koga nezavisno promenlivata x te`i kon  x0, ako za sekoj 
proizvolen realen broj     postoi realen broj   (koj 

zavisi od  ) takov {to 

f (x) A

za sekoj  x x0, koga  x  x0. Toa simboli~no se zapi{uva 

)(
0

xflim
xx

=A 

ili 

f (x) A     koga  x x0. 

 Brojot    zavisi od  , taka {to toj se namaluva koga    se 

namaluva, t.e. 0  koga  0. Mo`eme da ka`eme deka   f (x) 
proizvolno malku }e se razlikuva od  A  koga x dovolno malku }e 

se razlikuva od  x0. 

 Neravenstvata 

f (x) Ax  x0x x0) 

mo`at da se napi{at vo vid : 

Af (x) <A x0 x <  x0 
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 Geometriskata interpretacija se gleda od crte`ot 4.1, 
t.e. del od krivata ~ii to~ki gi zadovoluvaat  neravenstvata  se  
nao|a vo pravoagolnikot ograni~en so pravite  

x = x0 x = x0  

 y = A y A 

Potrebno e da se   pod-

vle~e deka promenlivata x 

konvergira kon brojot x0 na 
proizvolen na~in. Za koja i da 

bilo niza (xn) koja konvergira 

kon x0, sekoja soodvetna niza 

(f(xn))  konver gira  kon  istiot  

Crt. 4. 1. broj  A, toga{ velime funkci-

jata y = f (x)  ima  granica  A vo  

to~kata x0. Vo sprotivno, ako sekoja od soodvetnite nizi (f(xn)) 

ne konvergira kon istiot broj A, koga x na proizvilen na~in 

kloni kon x0, za funkcijata velime deka nema grani~na vrednost 

vo to~kata x0. 

 Primer 1.  Da se poka`e deka funkcijata y=2x+1  ima granica 

A=3, koga  x 1. 

 Od pretpostavkata deka funkcijata ima granica 3, po izborot 

na sleduva:

(2x+1) 3, 

2x,

x
2




pa zna~i:   
2




 Vo ovoj slu~aj grani~nata vrednost na funkcijata se 

sovpa|a so vrednosta na funkcijata vo taa to~ka  f(1) = 3. 

 Primer 2.  Funkcijata 

f(x) = 







11

132

x

xx
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koga x1  ima granica 5, a vrednosta na funkcijata za x=1 e f(1)=1, 

t.e. vrednosta na funkcijata vo to~kata x=1 ne se sovpa|a so 

grani~nata vrednost na funkcijata vo taa  to~ka. 

 Neka funkcijata  f (x)  e definirana vo intervalot (a,x0). 
Za brojot A velime deka e grani~na vrednost na funkcijata 

f(x) od levo vo to~kata x0, ako za sekoj realen pozitiven broj  

mo`e da se najde realen pozitiven broj  takov {to  

f (x) Akoga     x (x0 , x0). 

Simboli~no toga{ pi{uvame: 

  Axflim
xx


 00

   ili          f (x00) = A. 

 Neka funkcijata f (x) e definirana vo intervalot (x0,b). 
Za brojot A velime deka e granica na funkcijata f (x) vo 
to~kata x0 oddesno, ako za sekoj realen pozitiven broj ,  mo`e 

da se najde pozitiven realen  broj , takov {to 

f (x) Akoga     x (x0, x0 ). 

Toga{ simboli~no pi{uvame: 

  Axflim
xx


 00

   ili        f (x0 0) = A. 

 Ako e 

  


xflim
xx 00

  Axflim
xx


 00

, 

toga{ pi{uvame 

  Axflim
xx


 0

. 

 

2.  VIDOVI  GRANICI  NA  FUNKCII 

  
 Definiravme granica na funkcija koga A i x0 se kone~ni 
broevi. 

 ]e razgledame nekolku posebni slu~ai na grani~na 

vrednost na funkcijata f (x). 
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2. 1.  Granica  na  funkcijata  e  A  koga   argumentot 
 se  stremi  kon  beskrajnost 

 
 Za funkcijata  y=f(x) velime deka ima grani~na 
vrednost A koga  xako za sekoj proizvolen realen 

pozitiven broj, postoi pozitiven broj K takov {to 

f (x) Aza      xK, 

toga{ pi{uvame: 

 xflim
x 

 = A 

ili 

f (x)  A        koga    x   

 Funkcijata  y = f(x)  ima grani~na vrednost A, koga 

x+ , ako za sekoj realen pozitiven broj  postoi pozitiven 

broj K takov {to 

f (x) Aza     x > K, 

t.e. 

 xf
x 
lim  = A. 

 Analogno, funkcijata  y = f (x) ima grani~na vrednost A, 

koga x  , ako za sekoj pozitiven realen broj  postoi 

pozitiven broj K takov {to 

f (x) Aza     x <  K, 

t.e. 

 xf
x 
lim  = A. 

 Pravata  y=A e horizontalna asimptota na krivata y=f (x). 

Primer 3.  Funkcijata 

y = 
1

2

x

x
 

ima granica 2 koga   x     i   x  
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Od pretpostavkata deka  funkcijata ima granica 2, po izborot 

na  sleduva : 

2
1

2


x

x
 < 

1

2

x
 <        t.e.     




 1

2

1x
, 




2
1x , 

od kade {to se dobiva: 

x > 1+

2

,     x < 

2

+1. 

Na primer, ako    = 104 toga{ 

x > 1+ 2  10 4 = 1+20000 = 20001,     ( K = 20001) 

x < 1 2  10 4 = 120000 = K = 19 999) 

 Zna~i 

2
1

2


x

x
 < 104  ako      x > 20001    i     x <19999. 

 

2. 2.  Granicata  na  funkcijata e beskrajnost  

koga  x x0 
 

Funkcijata y=f (x) ima granica beskrajnost koga x x0 

ako za sekoj pozitiven broj M,  postoi pozitiven broj , takov 
{to 

f (x)M,     koga    xx0

 Toga{ toa go zapi{uvame  so 

 xflim
xx 0

 =  

Ako za sekoj pozitiven broj M (kolku i da bide golem) 

postoi pozitiven broj  takov {to 

f (x)M,     koga    xx0
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toga{ velime funkcijata y=f (x) ima granica + ,  koga x x0 
(crt.4.2), i toa go zapi{uvame so 

 xflim
xx 0

 = +  

Ako za sekoj pozitiven 

broj M postoi pozitiven broj  
takov {to 

f(x) < M    koga   xx0

toga{ velime funkcijata y=f(x 

ima granica   koga  x x0 i 
toa go zapi{uvame so 

Crt. 4. 2.    xflim
xx 0

 =   

Za funkcijata {to se menuva na vakov na~in velime deka 

e beskrajno golema golemina koga  xx0. Pravata x=x0 e 

vertikalna asimptota na krivata  y=f(x). 

Primer 4.  Da se poka`e deka funkcijata    

y = 
 22

1

x
 

ima granica beskrajnost, koga  x  2 . 

 Neka   M = 10000, toga{ 

   
 22

1

x
 > 10000, 

 22x   < 0,0001, 

   2x  < 0,01, 

od kade {to sleduva 

 Za pravata x=2 velime deka e asimptota za funkcijata   

y = 
 22

1

x
. 
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2. 3.  Granicata na funkcijata e nula koga 

x  x0    ili    x   

 Funkcijata  y = f (x)  ima granica nula koga nezavisno 

promenlivata  x  x0,  ako za proizvolen realen broj  postoi 

realen pozitiven broj   (koj zavisi od ) takov {to 

 xf  < za      x  x0     koga     xx0

a toa se ozna~uva so 

 xflim
xx 0

 = 0. 

 Soodvetno se definira granicata na funkcijata da e nula 

koga   x  + , imeno: 

 Funkcijata y = f (x) ima granica nula koga  x  + , ako 

za proizvolen realen broj  postoi pozitiven realen broj K 
takov {to 

 xf  < za    x > K, 

a toa se ozna~uva so 

 xf
x 
lim  = 0. 

 Na ist na~in se iska`uva i definicijata za granicata na 

funkcijata da e nula koga   x     ili    x    . 

 Za krivata  y = f(x)  x-oskata  e asimptota. 

Primer 5.   Funkcijata  y = 
x

1
 ima granica nula koga x  . 

Da se doka`e. 

Od toa {to funkcijata y = 
x

1
 ima granica nula pri proizvolen 

izbor na sleduva:   
x

1 t.e.     x  > 

1

 = K. 

Za sekoj  x  > 

1

  e  ispolneto  neravenstvoto  
x

1 

Zatoa sleduva:  
xx

1
lim


 = 0     i     

xx

1
lim


 = 0. 

Pravata y = 0 e asimptota na krivata. 
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2. 4.  Granicata na funkcijata e beskrajnost koga 

argumentot se stremi kon beskrajnost 

Funkcijata y=f(x) ima granica beskrajnost koga 

x+ ako za sekoj proizvolen broj  M > 0  mo`e da se najde 

proizvolen broj  K  takov  {to 

 xf  > M za     x > K, 

i toga{ pi{uvame 

 xflim
x 

 =  

 Analogno se definiraat i drugite grani~ni vrednosti vo 
beskrajnost: 

 f(x)    koga     x    x 

f(x)   koga     x  + 

f(x)   koga         x   ,

f(x)   koga         x   

 Koga funkcijata se menuva na vakov na~in velime deka e 

beskrajno golema golemina koga  x  +  ili x    ili x  



3.  OSNOVNI SVOJSTVA NA GRANICI 

NA FUNKCII 

 
3.1. Ako funkciite  f(x) i g(x) imaat  granici soodvetno 

 xflim
xx 0

 = A     i        xglim
xx 0

 = B, 

toga{ 

     10      xgxflim
xx


 0

 = A   xflim
xx 0

   xglim
xx 0

; 

     20   xflim
xx 0

 g(x) = A  B =  xflim
xx 0

   xglim
xx 0

; 
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   30  
 
 xg

xf
lim

xx 0
 = 

B

A
 = 

 
 xglim

xflim

xx

xx

0

0




          (B 0). 

Dokaz:  ]e go doka`eme samo tvrdeweto pod 10. 

Neka funkciite  f(x) i g(x) imaat soodvetno granici A i B 

koga x  x0 i neka e koj i da bilo pozitiven broj, toga{ 

postojat broevite  i   takvi  {to 

  Axf   < 
2


         koga xx0

  Bxg   < 
2


 koga xx0

Ako zememe   = mino~igledno e deka 

     BAxgxf   <   Axf   +   Bxg   < 
2


 + 

2


 = 

koga  xx0. So toa doka`avme deka grani~na vrednost od 
algebarski zbir e algebarski zbir od grani~ni vrednosti. 

 ]e doka`eme u{te edno svojstvo od granici na funkcii.          

3. 2. Ako vo okolinata na to~kata x0 se ispolneti 

neravenstvata 

 (x)   f(x)  ψ(x)              (1) 
i 

 xlim
xx


 0

 =  xlim
xx


 0

 = A 

toga{ 

 xflim
xx 0

 = A. 

 Navistina, od neravenstvata (1) sleduvaat neravenstvata 

     (x) A    f(x)  A  ψ(x)  A.             (2) 

Od pretpostavkata 

 xlim
xx


 0

 = A    i    xlim
xx


 0

 = A 

za sekoj , mo`e da se najde nekoja okolina na to~kata x0 vo koja 
}e bide ispolneto neravenstvoto 
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  Ax   <  

i isto taka mo`e da se najde nekoja okolina na to~kata x0 vo koja 
}e va`i neravenstvoto: 

  Ax    <  

Vo pomalata od najdenite okolini }e va`i: 

<  (x) A < i      ψ(x)  A< 

a spored toa i od neravenstvata (2) }e va`i: 

  Axf    

za nekoja okolina na  to~kata x0 t.e. 

 xflim
xx 0

 = A. 

 

4.  NEKOI  POVA@NI  GRANICI  NA  FUNKCII 
 

Opredeluvaweto na granicite na funkciite za opredelen 
vid izmenuvawe na argumentot se postignuva so poznavawe na 
granicite na nekoi posebni funkcii, so izvr{uvawe na nekoi 
transformacii, a, glavno, vrz osnova na osnovnite svojstva na 

granicite, navedeni vo to~ka 3. 

No, vedna{ da spomeneme deka ne postoi edna univerzalna 
postapka po koja }e postapuvame koga e potrebno da se opredeli 
granicata na edna funkcija. Re~isi, sekoj primer pretstavuva 
problem sam za sebe. Osven toa, }e naglasime deka vo 
opredeluvaweto na granicite }e bidat ~esti slu~aite koga i 
osnovnite svojstva na granicite ne }e mo`at da se koristat. 

Toa se sretnuva vo slednive slu~ai: 

1)  ako lim f(x)= i lim (x)= ,  toga{ formulata za gra-

nica na razlika od dve funkcii ne }e mo`e da se primeni, pora-

di  toa {to razlikata   f(x ) (x)  e od neopredelen vid (

2)  ako lim f(x)=i lim(x)=, odnosno lim f(x)= i 

lim(x)= , formulata za granica na koli~nik od dve funkcii ne  
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}e mo`e da se koristi, bidej}i koli~nikot 
 
 x

xf


 e od  

neopredelen vid 
0

0
 odnosno 




; 

3)  formulata za granica na proizvod od dve funkcii, 

isto taka, ne mo`e da se koristi ako lim f(x)=i lim (x)= , 

bidej}i proizvodot  f(x)   (x)  e od neopredelen vid  0   . Gra-
nicite na vakvite funkcii }e gi prou~ime posebno vo glava 

VI.t.4. 

Da gi opredelime granicite na nekoi funkcii. 

4. 1.  Za polinomnata funkcija 

P(x) = a0 + a1x + a2x
2 +  …  + anx

n . 

spored osobinite vo t.3. vedna{ se dobiva deka 

0xx
lim


P(x) = a0 + a1x0 + a2x0
2 +  …  + anx0

n =P(x0). 

4. 2.  Drobno-racionalnata funkcija 

y = f(x) =  
 
 xQ

xP
, 

kade {to P(x) i Q(x) se polinomni funkcii, a Q(x)0. Spored 
svojstvoto za granica na koli~nik i prethodnoto, se dobiva deka: 

 xflim
xx 0

 = 
0xx

lim


 
 
 xQ

xP
 =  

 
 0

0

xQ

xP
 = f(x0). 

Ako   x0  e    toga{ treba da se preuredi izrazot 

 
  m

m

n
n

m

n

xb...xbb

xa...xaa

xQ

xP





10

10  

taka {to, pred zagrada vo broitelot }e izvle~eme xn
, a vo 

imenitelot xm
, po {to se dobiva: 

x
lim xnm  

m
m

mm

n
n

nn

b
x

b
...

x

b

x

b

a
x

a
...

x

a

x

a











1
1

10

1
1

10

 
. 
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Bidej}i 

x
lim  

m
m

mm

n
n

nn

b
x

b
...

x

b

x

b

a
x

a
...

x

a

x

a











1
1

10

1
1

10

  = 

m

n

b

a
 

se dobiva: 

x
lim xnm  

m

n

b

a
. 

]e razgledame  tri  slu~ai: 

1)  Ako  n > m,         
x

lim xnm  
m

n

b

a
 =   nm) > 0. 

2)  Ako  n = m,         
x

lim xnm  
m

n

b

a
 =  

m

n

b

a
. 

3)  Ako  n < m,         
x

lim xnm  
m

n

b

a
 =  

m

n

b

a
n

lim
mnx 

1
 = 0. 

Vo vrska so ovaa granica }e dademe nekolku primeri. 

Primer 1. Da se najde granicata na funkcijata 

x
lim

1033

54
2

2




xx

xx
. 

 ]e go podelime i broitelot i imenitelot so x2, t.e. so x na 

najvisokata stepen {to se javuva vo funkcijata, po {to se dobiva: 

x
lim

3

1
103

3

54
1

2

2






xx

xx
 

bidej}i ~lenovite 
x

4
, 

2

5

x
, 

x

3
 i 

2

10

x
 koga  x   klonat kon nula. 
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Primer 2.  Da se najde granicata na funkcijata 

x
lim

xx

x

4

1
3

2





x

lim

2

3

4
1

11

x

xx




 = 

1

0
 = 0. 

 Primer 3.  Da se najde granicata na funkcijata 

x
lim

12

23




x

xxx


x
lim

3

2

11

11
1

xx

xx




 = 

0

1
 =   

 

   4. 3. Funkcijata f(x) =
x

xsin
  ne e definirana za x=0. ]e 

poka`eme deka taa ima grani~na vrednost vo to~kata x=0. 

Vo krug so radius R=1, 

centralniot agol AOM }e go 

ozna~ime so x, pod uslov  0<x< 
2


. 

Od crte`ot 4.3 o~igledno e 
deka plo{tinata na triagolnikot 

OAM e pomala od plo{tinata na 

ise~okot  OAM,  a  taa e pomala od 

Crt. 4. 3.              plo{tinata na triagolnikot OAC. 

Bidej}i 

MBOA
2

1
OAM P  = 

2

1
sin x, 

Pis.OAM = 
2

1
AMOA

2
  = 

2

1
x, 

ACOA
2

1
COA P  = 

2

1
 tg x, 

toga{ 

sin x < x < tg x 
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ili 

1  <  
xcosxsin

x 1
 , 

cos x  <  
x

xsin
 < 1.              (1) 

Neravenstvoto (1) e to~no i koga  x < 0, bidej}i 

 
x

xsin

x

xsin





     i     cos (x) = cos x, 

pa zaklu~uvame deka za  
2


x  to~no e neravenstvoto (1). 

 Od  

0x
lim cos x = 1     i     

0x
lim 1 = 1 

sleduva (spored osobinata 3.2): 

0x
lim

x

xsin
 = 1. 

 Vo vrska so ovaa granica, mnogu lesno se opredeluva 
granicata na slednive funkcii: 

Primer 1. 

0x
lim

x

tgx
 = 

0x
lim

xcosx

xsin
 = 

0x
lim

xcosx

xsin 1
  = 

  =
0x

lim
xcos

lim
x

xsin
x

1
0

  = 11 = 1. 

Primer 2. 

0x
lim  

x

kxsin
  = 

0x
lim k 

kx

kxsin
    = 

               = 
0x

lim k  
0x

lim
kx

kxsin
 = k  1 = k. 
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Primer 3. 

0x
lim  

x

xcos1
 = 

0x
lim  

x

x
sin

2
2 2

  = 

           = 
0x

lim  

2

2
x

x
sin

0x
lim

2

x
sin  = 10 = 0. 

4. 4.  Funkcijata 

f(x) = 
x

x






 

1
1  

ima granica e koga  x    

 

 Vo t.5, gl.II poka`avme 

n

n n
lim 






 



1
1  = e n  N. 

Sega }e doka`eme deka: 

x

x x
lim 






 



1
1  = e x  R. 

Neka nizata (xk) od realni broevi na proizvolen na~in 

te`i kon + i neka x>1, toga{ xk mora da se nao|a me|u dva 

posledovatelni prirodni broja  n  i  n+1,  t.e. 

n < xk < n+1. 

Koga  n     i   xk   .  Ponatamu 

nxn k

11

1

1



, 

odnosno 

n

n











1

1
1  < 

kx

kx 









1
1  < 

1
1

1








 

n

n
. 
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Od 

n
lim

n

n











1

1
1  = 

n
lim 











1

1

1
1

n

n n
lim

1

1

1
1














n
 = e 

i 

n
lim

1
1

1








 

n

n
 = 

n
lim 






 

n

n

1
1

n
lim 






 

n

1
1  = e 

i teoremata 4 od nizi, sleduva: 

     

x

x x
lim 






 



1
1  = e              (2) 

 Neka sega 
k

lim xk =  i xk < Ako stavime xk=yk, toga{ 

k
lim yk =   yk  > 1. 

 Nizata 

kx

kx 









1
1 = 

ky

ky













1
1 =  

ky

k

k

y

y









 1
= 

ky

k

k

y

y









1
= 

     = 

1

1

1
1














ky

ky
   











1

1
1

ky
  e, 

koga yk    . Spored toa, 

x

x x
lim 






 



1
1  = e              (3) 

 Primer 1. Da se opredeli granicata 

0x
lim   xx

1

1  = e. 

 Zemaj}i smena 
y

1
 = x, koga  x  0,  y   , se dobiva: 
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0x
lim   xx

1

1  =   
y

y y
lim 












1
1 = e. 

Primer 2. Da se opredeli granicata  

x

x x

k
lim 






 


1           (k  R) 

 Zamenuvaj}i  
k

x
 = y, koga   x     i  y   , pa se dobiva: 

x

x x

k
lim 






 


1  = 

ky

y y
lim
























1
1  = ek. 

 

5.  GRANICA  NA  SLO@ENA  FUNKCIJA 
 

So odnosite y=f (u) i u=(x) neka e opredelena vo nekoja 

oblast D slo`ena funkcija 

     y  =  F(x)  =  f ((x)).            (1) 

Teorema.  Ako funkcijata u=(x) ima grani~na vrednost 

vo to~kata x0 

 xlim
xx


 0

 = u0 ,                (2) 

a funkcijata f(u) vo to~kata u0 ima granica 

A = 
0uu

lim


f(u),               (3) 

toga{ slo`enata funkcija  f ((x)) vo to~kata x0 ima grani~na 

vrednost A, t.e. 

 xFlim
xx 0

 = 
0xx

lim


 f ((x)) = A. 

(Ovde x0 e broj  ili eden od simbolite  , + ,   A i u0 se 
broevi.) 

 Dokaz:  Od (3) sleduva deka za sekoj  > 0 mo`e da se najde 

' , takov {to za sekoj u koj go zadovoluva neravenstvoto 
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         0uu   < '               (4) 

e zadovoleno i neravenstvoto 

  Auf   < .              (5) 

Od (2) sleduva deka za uka`anoto ' > 0,  mo`e da se najde takov 

broj , {to za sekoja vrednost na xD (so isklu~ok na x0, 
bidej}i vo taa to~ka funkcijata mo`e da ne e definirana), koja 
go zadovoluva uslovot 

0xx   < 

da bide zadovoleno i neravenstvoto 

  0ux   < ' 

t.e. neravenstvoto (4), od koe sleduva neravenstvoto (5), odnosno: 

   Axf   <  
a toa zna~i deka 

0xx
lim


 f ((x)) = A = 
0uu

lim


f (u). 

 Teoremata za granica na slo`ena funkcija le`i vo 
osnovata za presmetuvawe na granici so pomo{ na metodot na 
zamena (zamena na promenlivata). 

Primer 1.  Da se najde granicata 

1

1
4

3

1 


 x

x
lim
x

. 

Neka e 

F(x) = 
1

1
4

3




x

x
. 

Da zememe 

x =  (u) = u12      (u 1,  u > 0), 

toga{ mo`e da se sostavi slo`enata funkcija 

f (u) = F( (u)) = 
1

1
3

4




u

u
 , 

pri {to za x =  (u), postoi inverznata funkcija    u = ψ(x) = 12 x . 
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 Bidej}i postoi 

u0 = 
1x

lim  ψ(x) = 
1x

lim 12 x  = 1 

i 

A = 
1u

lim f(u) = 
1u

lim  
1

1
3

4




u

u
  = 

        =
1u

lim   
  
   3

4

11

11
2

23





uuu

uuuu
, 

imame 

1x
lim F(x) =  

1x
lim

1

1
4

3




x

x
 = 

3

4
. 

 

6.  SPOREDUVAWE  NA  BESKRAJNO  MALITE  

GOLEMINI 

 

 Funkcijata (x) se vika beskrajno mala golemina koga 

xx0  (x0 e broj ili eden od simbolite      ako  

0xx
lim


(x) = 0. 

 Primeri za beskrajno mali golemini se funkciite: 

y = x2
,             koga   x  0; 

             y = sinx,         koga   x  0 ; 

y = 
x

1
,           koga   x   ;  

y = (1x)3
,      koga  x  1. 

 ^esto se javuva potreba da se sporedat beskrajno malite 
golemini vo odnos na brzinata na nivnoto te`ewe  kon nula vo 
okolinata na dadena to~ka. 

 Neka   

0xx
lim


(x) = 0    i    
0xx

lim


(x) = 0, 

t.e. (x) i  (x) se  beskrajno mali golemini koga  xx0. 
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Ako 

0xx
lim


 
 x

x




 = k  0  (k=konst.) 

velime deka (x) i (x) koga  xx0 (vo to~kata x0) se beskrajno 
mali golemini od ist red i pi{uvame: 

(x)  k (x)       koga   xx0. 

 Ako  k=1, toga{ za (x) i (x) velime deka se 

ekvivalentni beskrajno mali golemini koga xx0 i pi{uvame: 

(x)  (x)       koga   xx0. 

 Primer 1: 

  10    sin x  x,   koga    x  0; 

  20  ako  (x) =  x1  1,     (x) = x, 

toga{ koga  x  0 

x1  1  
2

1
x. 

Ako 

0xx
lim


 
 x

x




 = 0 

velime deka (x) e beskrajno mala golemina od povisok red vo 
odnos na  (x)  koga xx0 ili (x) e beskrajno mala golemina od 
ponizok red vo odnos na  (x)   koga  xx0. 

Ako 

0xx
lim


 
 x

x




 =   

velime deka (x) e beskrajno mala golemina od povisok red vo 

odnos na  (x)  koga xx0 ili (x) e beskrajno mala golemina od 
ponizok red vo odnos na (x)   koga xx0. 

 Primer 2. 

0x
lim

xsin

x 2

 = 
0x

lim  x
xsin

x
  = 

0x
lim

1

0


x

xsin
x

 = 0. 
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 Funkcijata (x) = x2
 e beskrajno mala od povisok red vo odnos 

na funkcijata  (x)= sin x. 

 Ako odnosot 
 
 x

x




 koga x  x0 nema granica, nitu 

kone~na nitu beskone~nost, toga{ velime deka beskone~no 
malite golemini  (x) i (x) se nesporedlivi me|u sebe. 

Teorema 1.  Zbir od dve beskrajno mali golemini e 
beskrajno mala golemina. 

Dokaz:  Neka (x) i (x) se beskrajno mali golemini, t.e. za 

sekoj realen pozitiven broj  postoi realen broj >0 taka {to 

 
2


 x ,         

2


 x         koga xx0

Toga{ 

       
22





 xxxx  = koga xx0

  So toa teoremata e doka`ana. 

 Istata teorema va`i i za kone~en broj sobirci. 

 Teorema 2.  Proizvod od ograni~ena funkcija i beskrajno 
mala golemina e beskrajno mala golemina. 

 Dokaz:  Neka (x) e beskrajno mala golemina, a f(x) e ogra-

ni~ena funkcija vo intervalot (x0, x0 Od toa {to  (x) e 
beskrajno mala golemina, sleduva deka 

 
M

x


        za    xx0

toga{ 

        M
M

xxfxxf 


  < za xx0

 So toa teoremata e doka`ana. 

 Posebno, ako f (x) = const = c, 

0xx
lim


c  (x) = 0. 
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 Od teoremata 2 sleduva deka proizvod od kone~en broj  
beskrajno mali golemini e beskrajno mala golemina. 

 Teorema 3.  Beskrajno malite golemini 

(x)  0,      (x)  0 

za da bidat ekvivalentni potrebno i dovolno e nivnata 
razlika 

(x)  = (x)  (x) 

da e beskrajno mala golemina od povisok red vo odnos na (x) i 

(x). 

Dokaz:  Od toa {to  (x) i (x)   se ekvivalentni beskrajno 
mali golemini, t.e. 

0xx
lim


 
 x

x




 = 1, 

sleduva: 

0xx
lim


 
 x

x




 = 
0xx

lim


   
 x

xx




 = 
0xx

lim


 
  













1
x

x
 = 0, 

{to zna~i deka (x) e beskrajno mala golemina od povisok red vo 

sporedba so (x) koga x  x0.  Analogno se doka`uva deka (x) e 

beskrajno mala golemina od povisok red vo odnos na (x). 

 Od uslovot deka razlikata (x) e beskrajno mala golemina 

od povisok red vo odnos na (x) i (x), t.e.  

0xx
lim


 
 x

x




 = 0      i     
0xx

lim


 
 x

x




 = 0, 

sleduva: 

0xx
lim


 
 x

x




 = 
0xx

lim


   
 x

xx




  = 
0xx

lim


 
  













1
x

x
= 0 + 1 = 1, 

a toa zna~i  deka  (x) i (x) se ekvivalentni beskrajno mali 
golemini. 

 Va`na za ponatamu e i slednava teorema. 
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 Teorema 4. Ako funkcijata f (x) ima granica A koga xx0, 
toga{ taa mo`e da se pretstavi vo vid 

f (x) = A + (x),              (1) 
kade {to (x) e beskrajno mala koga  xx0. 

 Obratno, ako funkcijata f(x) mo`e da se pretstavi vo 

vid  

f (x) = A + (x), 

kade {to (x) e beskrajno mala koga  x x0, toga{ funkcijata 

ima granica A koga  x x0 , t.e. 

0xx
lim


f (x) = A.               (2) 

So drugi zborovi odnosite (1) i (2) se ekvivalentni. 

 Dokaz:  Neka 
0xx

lim


f (x)=A, toga{ od definicijata za grani-

ca na funkcijata, ako  e proizvolno mal pozitiven broj,   za site 

x dovolno bliski na x0, {to zna~i deka razlikata f(x)A e 

beskrajno mala golemina koja }e ja ozna~ime so (x). Spored toa,  

f (x) A = (x)  ,      t.e.     f (x )A + (x), 

{to  treba{e da se doka`e, a imeno funkcijata mo`e da se 
zapi{e kako zbir od nejzinata granica i edna beskrajno mala 
golemina. 

 Da go doka`me obratnoto tvrdewe. Neka f(x)A+ (x), kade 

{to (x) e beskrajno mala golemina, t.e. 
0xx

lim


(x) = 0. 

 Od teoremata za granica na suma sleduva: 

0xx
lim


f (x) = 
0xx

lim


(A+(x)) = 
0xx

lim


A +
0xx

lim


(x) = A + 0 = A, 

t.e. granica na funkcijata  f (x)  e A. 

 Na ist na~in mo`e da se sporeduvaat i beskrajno golemite 
golemini. 

 Funkcijata A(x) e beskrajno golema koga x  x0, ako 

0xx
lim


A(x)= ( 
0xx

lim


A(x)=  ozna~uva 
0xx

lim


  xA ). 

 Teorema 5.  Ako  (x)  e beskrajno mala golemina koga          

x  x0 , razli~na od nula vo okolinata na to~kata x0 , toga{ 

 x
1

 e beskrajno golema golemina vo okolinata na to~kata x0. 
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7.   NEPREKINATOST  NA  FUNKCIJA 

 

7. 1.  Neprekinatost na funkcija vo to~ka 
 

 Da ja razgledame funkcijata  y = f(x) definirana vo 

to~kata x0. 

 Neka promenlivata x dobie narasnuvawe x ( pozitivno 

ili negativno), t.e. x=x0+x, toga{ funkcijata }e dobie soodvet-

no narasnuvawe  y (crt.4.4), koe }e bide ednakvo na razlikata od 

vrednostite na funkcijata za  x=x0+x  i  x=x0,  t.e.  

y=f(x0+x)f(x0). 

Primer 1.  Da se oprede-

li prirastot na argumentot x i 

prirastot na funkcijata y=x3
, 

ako argumentot  x se menuva od 

1 do 2.  

 O~igledno e deka 

x = 2 (1) = 3 
i 

y = 2 3  (1) 3 = 9. 

  Crt. 4. 4.   Ako funkcijata f(x) vo 
           okolinata   na    dadena  to~ka 

se menuva  taka  {to   da  sledat proizvolno mali  narasnuvawa 
na funkcijata za dovolno mali narasnuvawa na nezavisno 
promenlivata,  {to e karakteris-ti~no za mnogu procesi, za 
funkcijata se veli deka e neprekinata vo to~ka. 

 Istata definicija mo`eme da ja iska`eme poto~no na 
sledniov na~in: 

 Funkcijata f(x) e neprekinata vo to~kata x0 ako: 

10  funkcijata e definirana vo to~kata  x0, 

20 narasnuvaweto na funkcijata y vo to~kata x0 se 
stremi kon nula, koga narasnuvaweto na argumentot se stremi 
kon nula, t.e. 

    00
00

xfxxflimylim
xx




 = 0. 
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Primer 2. Funkcijata y=x2  
e neprekinata vo to~kata   x=x0. 

Navistina, ako argumentot narasne za x  funkcijata }e primi 

narasnuvawe y, t.e. 

y = (x0+x)2 x0
2  =  x0  x  +  (x)2. 

O~igledno e deka ylim
x


 0

=0 i bidej}i funkcijata y=x2
 e 

definirana vo to~kata x=x0, sleduva deka se zadovoleni dvata uslova 

{to se navedeni, pa spored toa, taa e neprekinata vo to~kata  x = x0. 

Od 

ylim
x


 0

=0, 

odnosno 

    00
0

xfxxflim
x




 = 0, 

se dobiva 

   00
0

xfxxflim
x




. 

 Ako zamenime   

x = x0 + x (koga   x 0,  x  x0), 

 xflim
xx 0

 =  0xf , 

taka {to mo`e da se iska`e i slednava  definicija za 
neprekinatost: 

 Funkcijata f(x) e neprekinata vo to~kata x0 ako: 

10  funkcijata e definirana vo to~kata  x0, 

 20  postoi granica  xflim
xx 0

 

i pri toa, 

 xflim
xx 0

 =  0xf , 

t.e. funkcijata  e neprekinata vo dadena to~ka x0, toga{ i 

samo toga{ ako granicata na funkcijata koga xx0 e ednakva 

so vrednosta na funkcijata vo to~kata  x0.  
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 So pomo{ na definicijata za granica na funkcijata vo 

to~kata x0, dadenata definicija za neprekinatost e ekvivalentna 
so definicijata:  

Funkcijata f(x) e neprekinata vo to~kata x0, ako i samo 

ako f(x0) postoi i ako za sekoj  postoi  ({to zavisi od ) 
takov {to 

   0xfxf          koga  xx0

 Da spomeneme u{te dva poima,  {to ~esto se sretnuvaat: 
neprekinatost odlevo i neprekinatost oddesno. 

 Ako funkcijata  f(x)  e definirana  vo to~kata x0  i ako

 xflim
xx 00

= f(x0), 

se veli deka funkcijata vo to~kata x0  e neprekinata oddesno. 

 Ako funkcijata  f(x)  e definirana  vo to~kata x0  i ako

 xflim
xx 00

= f(x0), 

se veli deka funkcijata vo to~kata x0  e neprekinata odlevo. 

 Funkcijata e neprekinata vo to~kata x0, ako nejzinite 
grani~ni vrednosti (leva i desna) postojat i,  pritoa,  

 xflim
xx 00

=  xflim
xx 00

 = f(x0), 

  Ako funkcijata f(x) e neprekinata vo sekoja to~ka 

x(a,b), toga{ velime deka funkcijata f(x) e neprekinata  na 
intervalot (a,b). 

Ako funkcijata f(x) e neprekinata vo intervalot (a,b) i 

u{te neprekinata oddesno vo a i neprekinata odlevo vo b, 

toga{ e neprekinata na zatvoreniot interval a,b .  

Bez dokaz }e navedeme: ako funkciite f(x) i g(x) se 

neprekinati vo to~kata x0 (vo interval), toga{ funkciite: 

f (x) + g(x),   f (x)  g(x),  f (x)  g(x)    i    
 
 xg

xf
, 

koga g(x0) 0,  g(x) 0 vo razgleduvanata to~ka (interval) se 

neprekinati vo to~kata x0 (razgleduvaniot interval). 
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7. 2.  To~ki na prekinatost na funkcija 

Ako funkcijata f(x) vo to~kata x0(a,b) ne e nepreki-

nata,  velime deka ima prekin vo to~kata x0. 

Razlikuvame dva vida to~ki na prekinatost: to~ki na 
prekinatost od prv vid (red) i to~ki na prekinatost od vtor vid. 

To~kata x0 za funkcijata f(x) se vika to~ka na 
prekinatost od prv vid, ako funkcijata ima leva i desna 

granica vo to~kata x0. 

10  Ako 

 xflim
xx 00

 = f(x00)    i   xflim
xx 00

 = f(x00), 

i 

f(x00)    f(x00), 

bez ogled dali postoi   f(x0) ili  nekoja od spomenatite granici 

e ednakva na vrednosta na funkcijata vo to~kata x=x0 , za ovoj 

vid to~ka velime deka e to~ka na prekin so kone~en skok 
(crt.4.5). 

 Primer 1. Da poka`eme deka za  x=3,  funkcijata 

y = arctg 
3

1

x
 

ima prekin so kone~en skok. 

Ako  x   30, toga{ 

 
3

1

x
  i   

203





ylim

x
; 

Ako  x   30, toga{ 

 
3

1

x
  i   

203





ylim

x
. 

Bidej}i, za x=3 funk-

cijata ima kone~ni, no raz-
li~ni leva   i  desna  granica,  

sleduva  deka  x = 3  e to~ka  na   

         prekin      so     kone~en     skok 

    (crt.4.5).  

Crt. 4. 5.        
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Razlikata me|u desvata i levata granica vo to~kata se 

vika skok, a vo primerov toj e 





 



22

 = 

20  Ako postojat leva i desna granica i f(x0) i pritoa 

 xflim
xx 00

 =  xflim
xx 00

    f(x0), 

za to~kata x0 se vika deka e to~ka so otstranliv prekin. 

 Primer 2.  Funkcijata 

y =
5

252




x

x
 

vo to~kata x=5 ima otstranliv prekin. 

 Vo to~kata x=5 funkcijata ne e definirana. Vo drugi to~ki 

dropkata mo`e da se skrati so x5, bidej}i x5  0. Spored toa, pri 

x5, y=x+5. Lesno se konstatira deka 

 
  










2

0

2

00505

10

55

255
limlimylimylim

xx
 = 10. 

 Zna~i, funkcijata ima otstranliv prekin. Nego }e go 

otstranime ako se uslovi pri x=5, y=10. Po ova mo`e da se smeta deka 

dadenata funkcija e neprekinata za site vrednosti na x, ako se zeme 

deka ravenstvoto 

5

252




x

x
 = x+5 

e to~no za sekoj x, osven za x=5. Vo toj slu~aj grafikot na funkcijata 

}e bide pravata y=x+5. 

 Site drugi to~ki na prekinatost se vikaat to~ki na 
prekinatost od vtor vid. Vo niv barem edna od grani~nite 
vrednosti na funkcijata (leva i desna) ne e kone~na. 

 Primer 3.  Funkcijata 

y = x

1

2  

ima prekin od vtor vid vo to~kata x = 0. 
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Koga  x   0+0,    toga{  
x

1
 +       pa   x

x
lim

1

00
2


 = +  , 

a koga  x   00,    toga{  
x

1
       pa    x

x
lim

1

00
2


 = 0. 

 Bidej}i razgleduvanata  funkcija ima edna granica + vo 

to~kata x=0, taa to~ka e to~ka na prekin od vtor red (crt.4.6). 

    

 

Crt. 4. 6.   Crt. 4. 7. 

Primer 4.  Funkcijata 

y =  
x

1
 

e prekinata vo to~kata x=0.  

Navistina, taa e neopredelena za x=0. Osven  toa, ako x kloni 

kon nula od levo, f(00) =  , a ako kloni kon 0 od desno f(0+0)= +    

(crt.4.7). 

 

7. 3.  Osobini  na  neprekinati  funkcii 

 ]e se zapoznaeme so nekoi va`ni osobini na funkciite 

koi {to  se neprekinati na dadena otse~ka a,b.  

 Teorema 1.  Ako funkcijata f (x) e neprekinata vo nekoja 

to~ka x0,  toga{ postoi takva okolina na to~kata x=x0, vo 

koja funkcijata f (x) e ograni~ena. 
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 Dokaz:  Neka  funkcijata f (x) e  neprekinata vo to~kata 

x=x0   i     xflim
xx 0

=A.  

Da zememe =1, toga{ postoi takvo , {to za site 

vrednosti na x(x0,x0) va`i neravenstvoto  

   0xfxf   

od kade {to sleduva:  

 xf    0xf  < 1    ili     xf    0xf +1, 

 t.e.  

 xf  M ,     kade {to     M = A+1. 

 So toa doka`avme deka funkcijata e ograni~ena vo 

okolinata na to~kata x=x0. 

Teorema 2.  Ako funkcijata f(x) e neprekinata vo 

segmentot a,b, toga{ taa e ograni~ena vo toj  segment. 

Dokaz:  Da go pretpostavime sprotivnoto, t.e. deka f (x) e 

neograni~ena funkcija vo segmentot a,b. ]e go primenime 

principot na vlo`eni segmenti (gl.I, t.3.5). Segmentot a,b go 

razdeluvame na dva ednakvi dela,  toga{ funkcijata f (x) barem na 
edniot od tie segmenti e neograni~ena (vo sprotivno bi bila 

ograni~ena na a,b). Segmentot na koj funkcijata f(x) e 

neograni~ena }e go obele`ime so  a1,b1. Potoa segmentot a1,b1 
}e go razdelime na dva ednakvi dela, funkcijata f(x) barem na 
edniot od tie segmenti e neograni~ena. Segmentot na koj taa e 

neograni~ena }e go obele`ime so  a2,b2. Prodol`uvaj}i go toj 
proces neograni~eno broj pati ja dobivame nizata: 

a,b,  a1,b1,   …  , an,bn,   … 

od vlo`eni segmenti. Na sekoj od tie segmenti funkcijata f (x) e 
neograni~ena. Poznato ni e od porano deka postoi edinstvena 

to~ka c {to za sekoj n, 

an  c  bn,        c = n
n

n
n

blimalim


  . 

Funkcijata f (x) e neprekinata vo to~kata x=c zatoa {to e 

neprekinata vo a,b, a toga{ taa e ograni~ena vo nekoja 

okolina na to~kata  x=c (spored prethodnata teorema). 
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Od definicijata za granica na niza postoi takov 

priroden broj n0 takov {to za sekoj n>n0, 

 can      i      cbn  

od kade {to 

an  > c ,        bn < c + , 

pa 

an    c < c+          bn    c > c  

taka {to 

c  an    c    bn < c+ 

t.e.   

an,bn  c,c+). 

Taka funkcijata  f(x) koja e ograni~ena na intervalot 

(c,c+) na negoviot  del an,bn e neograni~ena (po konstruk-
cijata na tie segmenti), {to e nevozmo`no.  

 So toa teoremata e doka`ana.  

 Ako  funkcijata f(x) ne e neprekinata na segmentot a,b, 
ovaa teorema ne va`i. 

Primer 1.  Neka e dadena funkcijata 

f(x) = 










,x

x
x

01

0
1

za

za
 

Ovaa funkcija e neprekinata na (0,1), no ne e neprekinata za 

x=0,  zatoa taa ne e ograni~ena na intervalot 0,1, bidej}i 

  


xflim
x 0

. 

Teorema 3.  (Vaer{tras). Ako f(x) e neprekinata vo 

segmentot  a,b, toga{  postojat   ,   a,b takvi {to f()  
e najgolemata, a  f()  najmalata vrednost  na  funkcijata f(x)  
vo a,b . 
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Dokaz:  Od prethodnata teorema sleduva deka funkcijata 

f(x) e ograni~ena vo a,b, t.e. mno`estvoto vrednosti na 

funkcijata vo a,b e ograni~eno i ima supremum M. Za site 

xa,b,  f(x)  M. 

]e doka`eme deka M e edna od vrednostite na  f(x)  {to taa 

ja dobiva vo a,b.  Da go pretpostavime obratnoto t.e. deka 

funkcijata f(x) nitu vo edna to~ka vo a,b ne dobiva vrednost M.  

Toga{ funkcijata    xfM
x




1
  e neprekinata vo a,b 

bidej}i Mf(x) > 0 i imenitelot ne e nula, a spored prethodnata 

teorema taa e i ograni~ena, t.e. postoi takov broj K {to za site 

xa,b,    (x) < K, t.e. 

 xfM 
1

 < K,  a toga{ i    f(x)  < M  
K

1
 

za sekoj   xa,b, pa M ne bi bil supremum na f(x) (zatoa {to 

M
K

1
<M). Taka, pretpostavkata deka vo segmentot a,b  

funkcijata f (x) ne ja dobiva nitu vo edna to~ka vrednosta M, nè 

dovede do protivre~nost.  Zatoa sleduva deka postoi barem edna 

to~ka    a,b takva {to f () =M. 

 Analogno se doka`uva deka vo a,b postoi barem edna 

to~ka  vo koja  f() =m. Za taa cel }e ja zememe funkcijata f(x). 
Taa e neprekinata vo otse~kata a,b i od doka`anoto sleduva 

deka vo nekoja to~ka x=  ja dobiva svojata najgolema vrednost 

koja ja ozna~uvame so m. Ottuka sleduva deka f(x) vo segmentot 

a,b vo to~kata   ja dobiva svojata najmala vrednost m.  

 Kako i pri teorema 2 va`na e pretpostavkata funkcijata  

f(x) da bide neprekinata na segment, a ne vo otvoren interval. 

 Primer 2.  Funkcijata f(x)=3x opredelena vo intervalot 

(0,1), vo toj interval e neprekinata i ograni~ena, me|utoa vo toj 

interval  taa nema najmala, niti najgolema vrednost. Za site vrednosti 

na x(0,1) vrednostite na funkcijata 0< f(x) <3, a vrednostite 0 i 

3 funkcijata ne mo`e da gi dobie zatoa {to to~kite x=0 i x=1 ne 

pripa|aat na intervalot  (0,1). 
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Teorema 4. (Bolcano-Ko{i). Ako funkcijata f (x) e nepre-

kinata na segmentot a,b i na kraevite od toj segment ima 

vrednosti so sprotivni znaci, toga{ postoi barem edna to~ka 

c a,b , takva {to   f (c) = 0. 

Dokaz:  Neka f (a) < 0,  f (b) >0. Segmentot a,b da go pode-

lime na dva ednakvi segmenta  



 

2

ba
,a   i 



 

b,
ba

2
.  Ako se 

slu~i da e  f 





 

2

ba
 = 0, toga{ teoremata bi bila ve}e doka`ana, 

no ako   f 





 

2

ba
  0, toga{ ili   f 






 

2

ba
 > 0 i segmentot 





 

2

ba
,a   }e ja ima osobinata na a,b (f (a) < 0,  f 






 

2

ba
>0), 

ili f 





 

2

ba
<0, a toga{ segmentot 



 

b,
ba

2
  }e ja ima 

osobinata na    a,b, t.e.  f 





 

2

ba
< 0, f(b) > 0. So a1,b1 da go 

ozna~ime onoj od dvata segmenta za koj  f (a1)<0,  f (b1)>0.  Pritoa,  

a1  a;  b1  b. Potoa,  segmentot a1,b1 go delime na dva ednakvi 

dela i so a2,b2   }e go obele`ime onoj segment kaj koj  f (a2)<0,  

f(b2)>0, pri {to a2  a1; b2  b1. Prodol`uvaj}i ja postapkata 
mo`e da se slu~i ili po kone~en broj razdeluvawa da najdeme 

to~ka vo koja f (x) ima vrednost nula i toga{ teoremata bi bila 
doka`ana ili toa delewe mo`e da se prodol`i do beskraj. Toga{ 

}e dobieme dve beskone~ni nizi (an) i (bn)  za koi 

a1  a2    ….     an    … 

b1  b2   ….    bn   …   , 

bn  an = 
n

ab

2


, 

pri {to  

f (an) < 0,     f (bn) > 0. 
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 So toa dobivme niza od vlo`eni segmenti 

a1,b1  a2,b2    …    an,bn  … , 

~ija dol`ina te`i kon nula,  a toga{ postoi samo edna to~ka c 
koja pripa|a vo site segmenti 

a   an    c   bn    b, 

pri {to 

c = n
n

alim


 = n
n

blim


. 

Nizite (an) i (bn) imaat ista granica c, a bidej}i  f (x) e 

neprekinata vo c, toga{ i nizite  f (an)  i  f (bn)  konvergiraat 

kon   f(c).  

Bidej}i za sekoj n,  f (an) < 0, 
n

lim f (an) <0,  t.e.  f (c)  0. 

Od druga strana za sekoj n,  f (bn) > 0, taka {to 
n

lim f (bn) > 0, t.e.   

f(c)>0. Od 0    f (c)  0 sleduva: 

f (c) = 0,       a < c < b. 

So toa teoremata e doka`ana.  

Teorema 5. Ako funkcijata f(x) e neprekinata na 

segmentot  a,b i na kraevite od toj segment dobiva 

vrednosti f(a)=A i f(b)=B i (AB), toga{ vo nekoja to~ka 

ca,b  ja dobiva i sekoja vrednost  C=f(c)  koja se nao|a me|u  A 

i B. 

Dokaz:  Neka f(a) < f(b) i C neka e koj i da bilo broj 

A<C<B. 

]e ja sostavime pomo{nata funkcija  (x)=f(x)C. Ovaa 

funkcija e neprekinata vo segmentot a,b i 

 (a) = f(a) C = A   C < 0, 

 (b) = f(b) C = B   C > 0, 
t.e.  (x) na kraevite na segmentot ima razli~ni znaci. Zatoa za 

nea va`i teoremata 4, t.e. postoi takva to~ka ca,b  vo koja 

(x)=0, t.e. f(c)C=0, ili f(c)C. 

 So toa teoremata e doka`ana.  
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Teorema 6.  Neka so  y=f(u) i  u =  (x) e zadadena vo nekoja 

oblast  D  slo`enata funkcija  y = F(x) = f ( (x)). Ako  (x)  e 

neprekinata vo to~kata x=x0D, a f(u) e neprekinata vo 

to~kata  u0= (x0), toga{ slo`enata funkcija  f((x)) e 

neprekinata vo to~kata  x=x0. 

Dokaz:  Spored teoremata za granica na slo`ena funkci-
ja imame deka 

0xx
lim


 F(x) = 
0xx

lim


 f ( (x)) = f ( (x0)), 

t.e. funkcijata F(x) e neprekinata vo to~kata x=x0.  

Teorema 7. Ako funkcijata  y=f(x)  e monotona i 

neprekinata na segmentot  a,b  od definicionata oblast D, 

toga{ i inverznata funkcija  (x)=f1(x)  postoi i 

neprekinata e na mno`estvoto G. (Gmno`estvo vrednosti na 

funkcijata  y=f(x).) 

Dokaz:  Spored teoremata 4,  za neprekinati funkcii na 

segment, mno`estvoto vrednosti G na funkcijata  y=f (x)  e, isto 
taka, nekoj segment. Od teoremata (za postoewe na inverzna 

funkcija), funkcijata  y=f (x) ima inverzna funkcija x=(y),  
~ija definiciona oblast e segmentot G, a mno`estvo vrednosti 

na  funkcijata segmentot D. ]e doka`eme deka funkcijata 

(x)=f1(x)  e neprekinata na segmentot  G. 

Izbirame proizvolna to~ka y0  G. Ako (y0) =x0, toga{ 

spored  definicijata na inverzna funkcija x0  D i osven toa  

f(x0) = y0. 

Neka e odnapred zadaden broj. ]e zememe broj ' 
(' ), taka {to okolinata (x0 ', x0 ') iscelo da pripa|a 

vo D. (Ako x0 e krajna to~ka na D, se izbira toj del od okolinata 

koj iscelo pripa|a na D).  

Bidej}i  funkcijata f (x) e monotona na D i u{te ako 
raste, toga{ 

f(x0')  <  f(x0)  <  f(x0'). 
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Da ozna~ime 

f(x0') = y0' = y'  G,     f(x0') = y0'' = y''  G, 

(' > 0,  '' >0) :min '','  , 
toga{ 

y'  =  y0 '    y0  <  y0  y0 '' =  y''. 

Bidej}i y'G i y''G, intervalot (y', y'')G, isto taka, i 

intervalot (y0, y0)G. Za site vrednosti na y od G za koi   

y0< y < y0 va`i i y' < y < y'', od kade  poradi monotonosta na 

inverznata funkcija (y)  imame: 

(y')  <  (y)  <  (y'') 

odnosno: 

x0'  < x <  x0' 

i zna~i: 

xx0' < 

ili 

   0yy   < 

 Taka za koj i da bilo broj , sekoga{ mo`e da se najde 

broj , taka {to za site vrednosti na yG, za koi yy0  e 
ispolneto neravenstvoto  

   0yy  <  , 

a toa zna~i deka funkcijata (y) e neprekinata vo koja i da bilo 

to~ka y0  G. 

 So toa teoremata e doka`ana.  

 So pomo{ na ovie teoremi mo`e da se doka`e slednata 
teorema: 

 Teorema 8.  Sekoja elementarna funkcija e neprekinata 
vo sekoja to~ka od nejzinata definiciona oblast. 
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8.  POIM ZA RAMNOMERNA NEPREKINATOST 

NA FUNKCIJA 
 

 Funkcijata f (x) e ramnomerno neprekinata vo zatvoren 

ili otvoren interval ako za sekoj >0 postoi broj   takov 

{to za koi i da bilo to~ki x1 i x2 od toj interval, za koi 

x1x2}e bide zadovoleno neravenstvoto    21 xfxf  <

 Ako  funkcijata f(x) e ramnomerno neprekinata vo eden 
interval, toga{ taa e  i neprekinata  vo  sekoja to~ka od 
intervalot. 

 Navistina, zemaj}i go x1=x, a x2=x0, od definicijata za 

ramnomerna neprekinatost imame koga xx0, toga{ 

f(x)f(x0), {to zna~i deka  f(x) e neprekinata funkcija vo 

to~kata x=x0. Obratnoto ne e to~no, {to se gleda od sledniov 
primer.  

 Primer 1. Funkcijata   

y =
x

1
 

na intervalot (0,1) e neprekinata, no ne e ramnomerno neprekinata na 

toj interval. Toa sleduva ottamu {to za koj i da bilo broj 0 postojat 

to~ki x1 i x2 dovolno bliski do nula, ~ie rastojanie e pomalo od , a 

apsolutnata vrednost na razlikata     21 xfxf    e pogolema od 

sekoj od napred zadaden broj.  

Neka 

x1  = 
n

1
 ,      x2 = 

n

2
     i     n >3, 

toga{   

x1, x2  (0,1)     i    x1x2 
n

1
 ,  a      21 xfxf  =

2

n
.  

Ako se zeme n dovolno golemo, toga{ razlikata x1x2stanuva 

po `elba mala,  no razlikata    21 xfxf   stanuva neograni~eno 

golema. 

 Teorema na Kantor.  Ako funkcijata f(x) e neprekinata 

vo segmentot a,b, toga{ taa e ramnomerno neprekinata na 

toj segment.  
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Zada~i za ve`bawe 

 

1.  Da se poka`e deka 

12

34




 x

x
lim
x

 = 2. 

Za koja vrednost na x funkcijata se razlikuva od grani~nata 

vrednost za pomalku od 0,001.    

 

2.  Da se najdat slednive ednostrani granici: 

1)  
2

1
02  x

lim
x

;       2)  
2

1
02  x

lim
x

;     3)  x

x
lim 



1

1

01
2 ; 

4)  x

x
lim 



1

1

01
2 ;         5)  

1201  x

x
lim

x
. 

Odg.:   1) + ;    2)   ;    3)  0;     4)  +      5)    

3. Da se najdat slednive granici: 

1)  
2

42

2 


 x

x
lim
x

;                                  Odg.:  1)  4.   

2)  
158

65
2

2

3 


 xx

xx
lim
x

;                                  2)  
2

1


3)  
1

1
1 


 x

x
lim

n

x
;        3)  n (nN). 

4)  
1

13

1 


 x

x
lim
x

;       4)  
3

2
. 

5)  
23

52
2

2




 xx

xx
lim
x

;                                  5) 
3

1
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6)  










 xx
lim
x 1

1

1

3
31

;                 Odg.:  6)  1. 

7)  
11

11
0 


 x

xx
lim
x

;       7)  

8)   xxxlim
x




32        8)  
2

3
 

9)  
2

31
38 


 x

x
lim
x

;       9)  

10)  
20

1

x

mxcos
lim
x




;     10)  
2

2m


11)  
xsinx

xcos
lim
x

21
0




;     11)  2.

12)  
xtg

xcos
lim
x

2

4
1

12







;    12)  
4

1


13)  
22

3
0  x

xsin
lim
x

;    13)  6 2 .

14)  
x

xarcsin
lim
x 3

2
0

;     14)  
3

2


15)  
x

x x

x
lim 











 1

1
;     15)  e 2. 

16)    xlnxlnxlim
x




3 ;    16)  3.   
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17)  
x

e
lim

x

x

12

0




;      Odg.:  17)  2 

18)    xsin
xcoslim

x

2
1

0
;     18)  

e

1
. 

4.  Da se sporedat  slednive beskrajno mali golemini: 

1)  1cos x       i    x      koga     x  0; 

2)   xx 4    i    x      koga     x  0; 

3)  (x) = 
1

1




x

x
        i       (x) = 1 x    koga     x  1; 

4)  (x) = 1cos3x    i       (x) =
2

3
sin2x   koga     x  0. 

Odg.:  1)  1cos x  ima povisok red od x;    2)   xx 4  ima 

ponizok red od x;    3)  imaat ist red;    4)  se ekvivalentni. 

 

 

 

 
 



 

 
 
 

GLAVA V 

 

 

IZVOD   NA  FUNKCIJA 

  

 1.  POIM ZA IZVOD 

 Izvod na funkcijata e eden od osnovnite poimi vo vi{a-
ta matematika. Izvodot e voveden od potrebite {to gi nalo`uva 
praktikata za re{avawe razli~ni zada~i {to ne bilo mo`no da 
se re{at vo ramkite na elementarnata matematika. ]e razgleda-
me dve od mnogute zada~i {to nè vodat kon potrebata od vovedu-
vawe na ovoj poim, a imeno zada~ata za opredeluvawe na koefici-
entot  na pravecot na tangentata kon dadena kriva i opredeluva-
we brzinata na telo {to se dvi`i neramnomerno vo daden 
pravec.   

Razgleduvame  kriva (S)  {to e pretstavena na crt.5.1 i ja 

povlekuvame sekantata niz to~kite  P i  Q. Neka to~kata P 

ostane vo prvobitnata polo`ba i da pretpostavime deka to~kata 

Q se pomestuva po krivata kon to~kata P. Jasno deka pri toa 
sekantata }e zazeme razli~ni polo`bi.  

Grani~nata polo`ba  PT  na sekantata  PQ  koga QP 

po dol`inata na krivata se vika tangenta na krivata vo 
to~kata P. 

 

 

Crt. 5. 1. 
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Ovaa ~isto geometriska 
definicija na tangentata }e ja 
prevedeme vo analiti~ka 
forma. ]e si postavime zada~a 
da ja opredelime ravenkata na 
tangentata. Za taa cel pro-
blemot }e go razgleduvame vo 
odnos na Dekartoviot koor-
dinaten sistem (crt.5.2). 

Poznato e  deka edna pra- 

  Crt. 5. 2.         va  napolno  e  opredelena  ako se 

                                            znaat edna to~ka i koefi- 
cientot na pravecot na pravata. Toga{ se koristi ravenkata    

y y0 = k (x  x0). 

 Neka  e  dadena  krivata  so  ravenkata  y=f (x) i to~kata 

P(x0,y0) na taa kriva. Za vrednosta na argumentot  x0x odgovara 

to~kata  Q(x0x, y0y)  na krivata. 

 O~igledno e, deka koeficientot na pravecot na sekantata 
e: 

PQ
k = 




x

y

x

xfxxf


 )()( 00 . 

Ostanuva sega da go opredelime koeficientot na 

pravecot na tangentata {to go ozna~uvame so  k. Od diskusijata 
{to ja sprovedovme, koeficientot na pravecot na tangentata }e 
bide ramen na grani~nata vrednost na koeficientot na pravecot 

na sekantata koga to~kata  Q  se dvi`i kon to~kata P.  
Dvi`eweto na  Q  kon  P  se izrazuva so uslovot   x0 , pa 
spored toa  

k=
0x

lim 



x

y
0x

lim
x

xfxxf


 )()( 00  

pri uslov da postoi granicata. 

Primer 1.  Da se opredeli ravenkata na tangentata na kriva- 

ta  y = x2
   vo   to~kata  P  so  apscisa    x = x1.    

Neka to~kata Q  ima koordinati  (x1+x, f(x1+x)). 

]e go presmetame prirastot na funkcijata 
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y = f ( x1+x)  f (x1) = (x1+x)2  x1
2  = 2x1·x+(x)2 

i koli~nikot 





x

y





x

xfxxf )()( 11

x

xxx


 2

1 )(2
 = 2x1+x. 

Potoa opredeluvame granica na koli~nikot 
x

y




 koga  x 0, imeno 

k =
0x

lim 



x

y
0x

lim (2x1+x) = 2x1. 

 Za vrednost na koeficientot na tangentata kon krivata   y = x2
   

vo to~kata P dobivme  k=2x1, pa spored toa revenkata na tangentata }e 

bide: 

y y1 = 2x1 ·(x  x1). 

 Neka   s=s(t)  e zakonot za dvi`ewe na materijalna to~ka. 

Formulata go izrazuva patot s {to }e go pomine to~kata za 

vremeto   t .  Nè  interesira brzinata na materijalnata to~ka vo 

momentot t0. ]e go presmetame izminatiot pat s na materi-

jalnata to~ka vo vremenskiot interval od  t0  do t0+t . Toj }e 

bide ednakov na razlikata pome|u izminatiot pat za vreme t0+t 
i za vremeto t0   t.e.   

s = s(t0+t)  s(t0). 

Odnosot 
t

s




 }e bide sredna brzina vo momentot t0 pres-

metano vo intervalot od  t0  do  t0+t. Sredna brzina e od pri~ina 
{to brzinata na toj interval se menuva, a nie sme pretpostavile 

deka vo intervalot  t  (relativno mal)  brzinata e konstantna. 

 Dokolku  t e pomalo, pokratok e intervalot na vremeto 

od t0 do t0+t, srednata brzina nad pokratkiot vremenski 
interval poto~no ja karakterizira brzinata na teloto vo 

momentot t0. Poradi toa, prirodno e da se zeme za brzina na 

materijalna to~ka  granicata na srednata brzina (odnosot  
t

s




 ) 

koga t 0  t.e. 

v =
0t

lim 



t

s
0t

lim
t

tstts


 )()( 00 . 
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Navedenite vidovi grani~ni vrednosti, a mo`e da se 
navedat u{te mnogu drugi na izgled nezavisni, vsu{nost, se 
identi~ni. Kaj site niv se vr{i edna ista niza matemati~ki 
operacii. 

Apstrahiraj}i se od geometriskoto ili mehani~koto 

zna~ewe na argumentot i funkcijata, za funkcijata y=f(x) 
opredelena vo okolina na to~kata  x, taa niza matemati~ki 
opracii se sostoi vo slednovo: 

 Za dadeno narasnuvawe na argumentot  x, se presmetuva 
narasnuvaweto na funkcijata 

y = f ( x+x)  f (x). 

 Se formira koli~nikot od narasnuvaweto na funk-
cijata i narasnuvaweto na argumentot 

x

y




 = 
x

xfxxf


 )()(

. 

Koli~nikot 
x

y




 se vika sredna brzina na promenata na 

funkcijata  f(x)   koga   x  }e se promeni za  x. 

 Se opredeluva granicata na ovoj koli~nik, koga naras-
nuvaweto na argumentot kloni kon nula. 

Granicata na koli~nikot 

0x
lim

x

xfxxf


 )()(

 

ako postoi, se vika izvod na funkcijata   f(x)   vo to~kata  x. 

Voobi~aeni se slednive oznaki za izvodot na funkcijata: 

y ' ,      f ' (x),     
dx

dy
 . 

Izvodot na funkcijata vo dadena to~ka e realen broj, koj 

zavisi od razgleduvanata vrednost na promnlivata x.  

Razgleduvaj}i go izvodot za razli~ni vrednosti na pro-

menlivata x se dobivaat, vo op{t slu~aj razli~ni vrednosti za 

izvodot, t.e. izvodot  f ' (x)  na dadenata funkcija  f (x) na opre-
delen interval e funkcija opredelena vo istiot interval ili vo 
del od nego. 
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Definiranata postapka se vika diferencirawe ili 
iznao|awe izvod na edna funkcija. 

Funkcijata koja ima izvod vo to~kata  x=x0  velime 
deka e diferencijabilna vo taa to~ka. 

Po definiraweto na izvod mo`eme da ka`eme deka: 

koeficientot na pravecot na tangentata vo to~kata 

M(x0,y0)  od  krivata  y = f (x)  e  vrednosta  na izvodot vo taa 

to~ka (k = f ' (x0)).  

Brzinata na dvi`eweto s=s(t) na materijalnata to~ka 

e izvod na taa funkcija,  t.e.   v = s ' (t). 

Da ja razgledame granicata 

0
lim

x x

xfxxf


 )()( 00 . 

Ako ovaa granica postoi, toga{ nea ja vikame lev izvod na 
funkcijata  f(x)  vo to~kata  x0  i ja ozna~uvame so   f ' (x0). 

Analogno, ako postoi granicata 

0
lim

x x

xfxxf


 )()( 00 , 

toga{ ja vikame desen izvod na funkcijata  f (x)  vo to~kata x0    

i ja ozna~uvame so    f '+ (x0). 

 Leviot i desniot izvod gi vikame ednostrani izvodi. 

Ako funkcijata  f (x) ima lev i desen izvod vo to~kata    

x=x0  i ako tie se ednakvi, t.e. 

f '+ (x0) = f '(x0) = f ' (x0), 

toga{ velime deka funkcijata   y = f (x)  ima izvod vo to~kata 
x=x0. 
 Ako granicata 

0x
lim

x

xfxxf


 )()( 00 = +   

toga{ velime deka funkcijata f(x) ima beskone~en izvod vo 

to~kata x0.     

 Geometriski  toa zna~i deka tangentata na krivata vo taa 

to~ka e normalna na  x-oskata. 
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 Ponatamu }e velime funkcijata ima izvod vo to~kata    

x=x0  ako toj e kone~en. 

 Za funkcijata  y = f (x) velime deka ima izvod  vo inter-

valot (a,b) ako taa ima izvod vo sekoja to~ka od toj interval.    
 Funkcijata  y = f (x) ima izvod na segmentot  a,b ako 

ima izvod vo sekoja to~ka od intervalot (a,b), desen izvod vo 

to~kata  x=a  i lev izvod vo to~kata  x=b. 
 Funkcijata {to ima izvod vo dadena to~ka se vika deka 
e diferencijabilna vo taa to~ka. 
 Za funkcijata {to ima izvod vo otvoren (zatvoren) 
interval velime deka e diferencijabilna vo otvoren (zatvoren) 
interval. 

Teorema.  Ako funkcijata y = f (x)  ima izvod vo to~kata 
x, toga{ taa e neprekinata vo taa to~ka. 

Dokaz:  Neka izvodot na funkcijata   y = f (x)  e  f ' (x), t.e. 

0x
lim

x

xfxxf


 )()(

 = f ' (x). 

Od granica na funkcija (Gl. IV. t.6. teorema 4) sleduva deka: 

x

xfxxf


 )()(

 = f ' (x) +x, 

kade {to   x 0  koga  x  0.  Ottuka 

y = f ' (x) x +   x. 

O~igledno e deka y  0 koga  x  0, a toa zna~i deka 

funkcijata f (x) e neprekinata vo to~kata x. 

 Zna~i, neprekinatosta na funkcijata vo dadena to~ka e 
potreben uslov za postoewe izvod na funkcijata vo taa to~ka. 

 Neprekinatosta na funkcijata vo dadena to~ka ne e 
dovolen uslov za postoewe izvod vo razgleduvanata to~ka. 

 Na primer, funkcijata y= x  e neprekinata vo to~kata x=0, 

no nema izvod vo taa to~ka.  

Narasnuvaweto na funkcijata vo to~kata  x = 0  e  y = x . 
Taa e neprekinata zatoa {to  
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0x
lim y = 

0x
lim x  = 0, 

no nema izvod, bidej}i 

















,01

,01

x

x

x

x

x

y
 

odnosno 

0x
lim 1




x

y
,       

0x
lim 1




x

y
, 

t.e. leviot i desniot izvod vo to~kata  x = 0  ne se ednakvi. 

 ]e gi opredelime izvodite na nekoi funkcii 

Izvod od konstanta.  

Neka funkcijata  y = f (x) vo nekoj interval ima 
konstantna vrednost, t.e.  y = C. 

 Za sekoj  x narasnuvaweto  

y = f ( x+x)  f (x) = C C = , 

zatoa i  

x

y




 = 0, 

od kade {to se dobiva: 

y '  = 
0x

lim
x

y




= 0, 

t.e. izvod od konstanta e nula     ( C ) ' = 0. 

Primer 2.  Da se opredeli izvodot na funkcijata  y =x2
. 

Neka x dobie narasnuvawe x; funkcijata dobiva narasnuvawe 

y = (x+x)2   x2 = 2xx + (x)2. 

Formirame koli~nik od narasnuvaweto na funkcijata i 
narasnuvaweto na argumentot: 

x

y




 = 
 

x

xxx


 22

 = 2x + x. 

Opredeluvame granica na koli~nikot  koga  x  0: 

0x
lim

x

y




 = 
0x

lim  (2x + x) = 2x. 

Sleduva :       (x2 ) '  = 2x. 
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Primer 3.  Da se opredeli izvodot na funkcijata  y = 
x

1
 . 

Ako x dobie narasnuvawe x, funkcijata dobiva  narasnuvawe: 

y =  xxx

x

xxx 





11
. 

Formirame koli~nik: 

x

y




 =  xxx 
1

. 

Opredeluvame granica na koli~nikot  koga  x  0: 

0x
lim

x

y




 = 
0x

lim   2

11

xxxx












. 

Spored toa, izvodot na funkcijata    y = 
x

1
   e   y ' =  

2

1

x
 . 

Primer 4.  Da se opredeli izvodot na funkcijata  y = x . 

Koga promenlivata x dobiva narasnuvawe x, narasnuvaweto na 

funkcijata e  

y = xx    x . 

Formirame koli~nik: 

x

y




 = 
x

xxx




. 

 Pred da pristapime kon opredeluvawe na granicata, }e go 
transformirame izrazot vo drug oblik za da mo`eme da ja opredelime 
granicata. 

 Koli~nikot }e go pomno`ime i }e go podelime so 

xx   x  , pa se dobiva: 

x

y




 = 
x

xxx




   






xxxx

xxx

xxx

xxx
 

  
xxx 


1

. 

Sega sme vo mo`nost da ja opredelime granicata: 

y '  = 
0x

lim
x

y




 = 
0x

lim
xxx 

1
 = 

x2

1
. 

Spored toa,         
x

'x
2

1
 . 
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 Vo navedenite primeri opredelivme izvod od stepenski 
funkcii so cel da uka`eme na postapkata za opredeluvawe izvod 
po definicija.  

 Izvod na stepenska funkcija  y = xn
 

]e poka`eme kako se opredeluva izvod na stepenska 

funkcija za koj i da bilo broj  n N. 

 Ako promenlivata x dobie narasnuvawe x, toga{ stepen-

skata funkcija   y = x n 
 dobiva narasnuvawe: 

y = (x+x) n  x n. 

 Primenuvaj}i ja binomnata formula, za y se dobiva: 

y = x n + nx n1 x +  
 

21

1


nn

 x n2  (x) 2 + 

        +  
  

321

21


 nnn

xn3  (x) 3 +  …  + (x) n  xn. 

 Koli~nikot 
x

y




 }e bide: 

x

y




 =  nxn1  + 
 

21

1


nn

 x n2  x + 

+ 
  

321

21


 nnn

x n3(x)2 +  …  + (x)n

 Na desnata strana od ravenstvoto imame suma od n 
sobirci. Site sobirci, osven prviot, se pomno`eni so x ili so 

stepenite od x. 

 Granicata e:      y ' = 
0x

lim
x

y




 =  n x n1, 

bidej}i osven prviot ~len, site drugi te`at kon nula zaedno so 

x. 

 Spored toa, 

(x n) '  =  n x n1. 
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Opredeluvaweto na izvodite na funkcijata po definicija 
{to go poka`avme so navedenite primeri  ne se koristi pri 
iznao|awe na izvodite na poslo`enite  funkcii. Izvodite na 
funkciite se opredeluvaat vrz osnova na tablicata na izvodite 
na osnovnite funkcii, pravilata za diferencirawe na sumata, 
razlikata, proizvodot i koli~nikot na dve ili pove}e funkcii i 
postapkata za diferencirawe na slo`enite funkcii. Zatoa }e 
gi opredelime izvodite na osnovnite funkcii i spomnatite 
pravila, za da mo`eme potoa, pomnej}i gi tie izvodi i pravila 
napamet, da iznao|ame izvod na dadena funkcija. 

 

2.  IZVOD  NA  SUMA,  RAZLIKA,  

PROIZVOD  I  KOLI^NIK 

 

  10   Izvod na suma. Neka e zadadena funkcijata od vid: 

y = u(x) + v(x), 

pri {to  u=u(x)  i  v=v(x)  se  funkcii  {to  imaat  izvod  vo 

to~kata x. 

 Ako promenlivata x dobie narasnuvawe x, toga{ funk-

ciite u i v }e dobijat narasnuvawa soodvetno ramni na u i v, 

dodeka funkcijata y }e dobie narasnuvawe y, pa spored toa: 

y = u(x+x) + v(x+x)  u(x) + v(x) =  

   =  u(x+x)  u(x) +   v(x+x) v(x) = u + v. 

Po delewe so x, se dobiva: 

x

y




 = 
x

u




 + 
x

v




, 

a granicata e: 

y '  = 
0x

lim
x

y




 = 
0x

lim
x

u




 +
0x

lim
x

v




  = u '  + v ', 

t.e. izvodot na sumata od funkcii e ramen na sumata od 
izvodite na funkciite. 

 Na sli~en na~in se poka`uva  deka i izvodot od 
razlikata na funkciite e ramen na razlikata od izvodite na 
funkciite. 
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 20 Izvod od proizvod. Neka e zadadena funkcijata : 

y = u(x)  v(x), 

i neka funkciite  u = u(x)  i   v = v(x) imaat  izvod  vo to~kata x. 

 Ako x dobie narasnuvawe x, funkcijata u }e dobie 

narasnuvawe u, funkcijata v dobiva narasnuvawe v, pa spored 

toa, narasnuvaweto na funkcijata y }e bide: 

y = u(x+x)  v(x+x)  u(x)  v(x) = 

= u(x+x)  v(x+x)  u(x)  v(x) + u(x)  v(x+x) u(x)  v(x+x) =  

      =  u(x+x)  u(x) v(x+x) u(x)  v(x+x)  v(x) = 

               = u   (v+v) + u  v, 
odnosno 

y = v  u + u  v + u  v. 

 ]e podelime so x i }e ja opredelime granicata na 
koli~nikot: 

x

y




 = v  
x

u




 +u 
x

v




 + u 
x

v




, 

y '  = 
0x

lim
x

y




 = v  
0x

lim
x

u




 +u 
0x

lim
x

v




 + 
0x

lim  u 
0x

lim
x

v




. 

 Bidej}i funkciite u i v se neprekinati vo razgleduvanata 
to~ka se doobiva: 

y ' = (u  v) '  =  u '  v  +  u  v ' , 
zatoa {to     

0x
lim  u = 0 . 

 Ako  v = C  (Ckonstanta), toga{ funkcijata  y = Cu  }e 

ima izvod    y ' = (C  u) ' = C  u '. 

Izvedenata formula za diferencirawe na proizvod mo`e 
da se voop{ti za slu~aj na proizvod  od pove}e funkcii. Ako, na 
primer, funkcijata e od vidot: 

y = u  v  w 

kade {to u, v i  w se funkcii   od  x, se dobiva: 

y ' = ( u  v)  w '  = ( u  v) '   w +  u  v  w'  = 

     =  (u ' v + u  v ' )  w+  u  v  w'  =  

     =  u ' v w + u  v '  w + u  vw'. 
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30 Izvod od koli~nik. 

 ]e  razgledame i funkcija od vidot:    y = 
v

u
, 

kade {to u i v se funkcii od x, imaat izvodi vo to~kata x i  }e 

pretpostavime  deka vo razgleduvanata to~ka funkcijata v(x) e 
razli~na od nula . 

 Narasnuvaweto na funkcijata }e bide: 

y =  
 
 xxv

xxu




   
 xv

xu
 =

       
   xvxxv

xxvxuxvxxu




 = 

 = 
               

   xvxxv

xxvxuxvxuxvxuxvxxu




=   

 = 
             

   xvxxv

xvxxvxuxvxuxxu




. 

Koli~nikot od narasnuvaweto na funkcijata i 
narasnuvaweto na argumentot  

 
x

y




 =

           

   xvxxv
x

xvxxv
xuxv

x

xuxxu










 

 Izvodot na dadenata funkcija e 

y '  = 
0x

lim  
x

y




 =
0x

lim
   

   xvxxv
x

v
xuxv

x

u









= 

 =
   
   xvxxv

x

v
xuxv

x

u

x

xx













0

00

lim

limlim
, 

y '  = '







v

u
 =  

2v

'vuv'u 
.             (*) 

Primer 1.  Izvod na stepenska funkcija so cel negativen 

pokazatel }e dobieme vrz osnova na formulata (*). Neka m e cel 

pozitiven broj i 
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y = xm     ili     y = 
mx

1
. 

 Primenuvaj}i ja formulata (*), se dobiva: 

y =   
m

m

x

'x
2

 = m xm

 Spored toa, se dobiva istoto pravilo, {to va`i i pri 
diferencirawe na stepenska funkcija so cel pozitiven stepenov 
pokazatel. 

 

3.  IZVODI  NA  TRIGONOMETRISKI  FUNKCII 
 

 3. 1.  Izvod na funkcijata  y=sin x.  

Neka argumentot se nagolemi za x. Soodvetno funkcijata 
}e dobie narasnuvawe 

y = sin (x+x)  sin x. 

 Narasnuvaweto na funkcijata go delime so narasnuvaweto 
na argumentot, pa se dobiva: 

x

y




 = 
 

x

xsinxxsin




. 

 Pred da pristapime kon opredeluvawe na granicata na 

odnosot  
x

y




, koga x0, }e go transformirame vo pozgoden vid 

za da mo`eme da ja opredelime granicata, koristaj}i se so trigo-
nometriskata relacija 

sin  sin = 2 cos
2


 sin

2


 . 

 Bidej}i konkretno  =x+x,  =x,  se dobiva: 

x

y




 = 
x

xxx
sin

xxx
cos







22

2
, 

odnosno 

x

y




 = cos 





 


2

x
x   

2

2
x

x
sin





. 
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Po opredeluvawe granica na koli~nikot se dobiva 
izvodot: 

y ' =
0x

lim  
x

y




 = 
0x

lim  cos 





 


2

x
x  

0x
lim  

2

2
x

x
sin





 = cos x, 

bidej}i:      
0x

lim  cos 





 


2

x
x  = cos x;      

0x
lim  

2

2
x

x
sin





 = 1, 

soglasno so prethodno definiranata granica vo gl.IV, t.4.3. 

 Spored toa     (sinx)' = cos x 

 3. 2. Izvod na funkcijata   y = cos x. 

Po napolno analogna postapka }e go opredelime izvodot 

na funkcijata  y=cos x.  Presmetuvame: 

y = cos (x+x)   cos x, 

x

y




 = 
 

x

xcosxxcos




. 

 ]oristej}i ja sega trigonometriskata relacija  

cos cos  = 2 sin
2


 sin

2


, 

se dobiva: 

x

y




 = 
x

xxx
sin

xxx
sin









22
2

, 

odnosno 

x

y




 = sin 





 


2

x
x   

2

2
x

x
sin





. 

 Po opredeluvawe na granicata se dobiva izvodot  

y ' =cos x)'sin x. 
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 3. 3.  Izvod na funkcijata  y=tg x. 

 Izvodot na funkcijata  y = tg x }e go opredelime po 
praviloto za diferencirawe na  koli~nik na sledniov na~in: 

y = tg x = 
xcos

xsin
, 

y '  = 
   

xcosxcos

xsinxcos

xcos

'xcosxsinxcos'xsin
22

22

2

1






. 

 Zna~i:          y '  = (tg x) ' = 
xcos 2

1
 

 3. 4.  Izvod na funkcijata y = ctg x.  

Od relacijata   y =
xsin

xcos
 se dobiva izvodot   

y '  =  
   

xsin

'xsinxcosxsin'xcos
2


 =  

xsin

xcosxsin
2

22 
 =   

xsin 2

1
. 

 Zna~i:    y ' = (ctg x)'  =   
xsin 2

1
. 

 

4.  IZVOD  NA  EKSPONENCIJALNA  FUNKCIJA 
 

 Za funkcijata y = ax
 }e go opredelime narasnuvaweto y 

ako promenlivata x dobie narasnuvawe x i koli~nikot 
x

y




: 

y = ax+x   ax  =  ax(ax1), 

x

y




 =  
 

x

aa xx


 1

. 

 Odnosot 
x

y




 treba da se transformira vo drug vid, za da 

mo`e lesno da se opredeli granicata. Za taa cel }e vovedime 
smena: 

ax1 = t, 

t e nova promenliva so svojstvo koga x 0 i  t 0. Po prene-
suvawe na konstantata na desnata strana i so logaritmirawe se 
dobiva: 
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ax  t+1,      x ln a = ln (t+1),   od kade {to   x = 
 

aln

tln 1
. 

 Po ovaa smena koli~nikot se transformira vo vid: 

x

y




 =       t

xxx

tln

alna

tln
t

alna

aln

tln
ta

1

11
11 












. 

 Pred da pristapime kon opredeluvawe na granicata, }e 

vovedeme u{te edna smena t=
u

1
  so svojstvo koga  t0 , u  , po 

{to se dobiva: 

y ' =
0x

lim  
x

y




 = 
0t

lim
  t

x

tln

alna
1

1


 = 

u
lim

u

x

u
ln

alna







 



1
1

 = ax  lna, 

bidej}i    
u

lim
u

u






 

1
1 =  e, a poradi  toa 

u
lim ln 

u

u






 

1
1 = ln e = 1. 

 Ako e dadena eksponencijalnata funkcija y = ex
, 

nejziniot izvod e: 

y ' = (ex) ' = ex. 

 Izvodot na funkcijata  y = e x 
}e go najdeme ako ja zapi{eme vo 

vid   y = 
xe

1
 i go primenime praviloto za izvod na koli~nik. Se 

dobiva: y ' = e x.

 

5.  IZVODI  NA  HIPERBOLI^NI  FUNKCII 
 

 Izvodite na hiperboli~nite funkcii }e gi dobieme vrz 
osnova na vrskite so koi se izrazeni preku eksponencijalnata 
funkcija spored pravilata za diferencirawe. 

 Za funkcijata y=shx, izvodot se dobiva na sledniov 
na~in: od ravenstvoto 

sh x = 
2

xx ee 
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po diferencirawe , se dobiva 

y ' = (sh x) '  = 
22

1

2

xxx
x

xx eee
e

ee  




















 











 
= ch x. 

 Analogno,  za drugite hiperboli~ni funkcii se dobivaat 
nivnite izvodi : 

 za funkcijata    y = ch x   izvodot  e      y ' = sh x, 

 za funkcijata    y = th x    izvodot  e     y ' = 
xch2

1
, 

 za funkcijata    y = cth x  izvodot  e    y '  =  
xsh 2

1
. 

 Pri opredeluvawe na izvodite na funkciite  th x i cth x 
se koristeni vrskite: 

th x = 
chx

shx
      i     cth x = 

shx

chx
. 

 Primer 1.  Za funkcijata  y = x4 + cos x  + ex
  po praviloto za 

izvod na suma se dobiva:     

y ' = 4x3 sin x +ex. 

 Primer 2. Izvodot na funkcijata      y = sh x + sin x  + 5    e  

y ' = ch x + cos x. 

 Primer 3.  Izvodot na funkcijata   y = x2ex  }e se opredeli po 

praviloto za izvod na proizvod. Postapkata e: 

y ' = (x2) '  ex + x2  (ex) ' = 2x ex + x2 ex = x(2+x)ex. 

 Primer 4.  Pri diferenciraweto na funkcijata y =
xcos

e x

     

}e se koristime so praviloto za izvod na koli~nik. Postapkata e: 

y' =
   

xcos

'xcosexcos'e xx

2


= 

xcos

xsinexcose xx

2


=

 
xcos

xsinxcose x

2


. 
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 Primer 5.  Izvodot na funkcijata  y =  
4

12




xe

x
  se dobiva po 

slednava postapka: 

y '  = 
      

  2

22

4

4141




x

xx

e

exex
, 

y '  =
   

  2

2

4

142




x

xx

e

exex
 =

 2

2

4

82




x

xxx

e

eexxxe
. 

 

6. IZVOD NA INVERZNA FUNKCIJA 
 

Funkcijata f(x) neka e neprekinata i strogo monotona na 

segmentot a,b i diferencijabilna vo intervalot (a,b). 
Nejzinata inverzna funkcija  x= f 1(y) e, isto taka, strogo mono-
tona i neprekinata. 

Od monotonosta na funkcijata  x =  f 1(y)  sleduva deka: 

x = f 1(y+y)  f 1(y)  0   i   y  0, 

pa zatoa mo`eme da napi{eme: 

x

y




 = 

y

x



1

 t.e. 
x

xfxxf


 )()(

 =    
y

yfyyf


  11

1
. 

Od neprekinatosta na funkcijata f 1(y) sleduva deka 

x0  koga  y  0: 

0x
lim

x

y




 = 

y

x
lim
y 


 0

1
, 

t.e. 

y x'  = 
'xy

1
. 

 Da ja razgledame funkcijata  y = 3 x . Poznato e deka 

y'  = 
3 23

1

x
. 

Do istiot rezultat doa|ame ako postapime na sledniov na~in: 
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Inverznata funkcija na funkcijata  y = 3 x  e x = y3
.  Nao|ame  

x' =3 y2
, pa spored toa, soglasno so formulata  y' = 

'x

1
, se dobiva:      

y' = 
'x

1
 = 

3 22
3

1

3

1

xy
   , (bidej}i y = 3 x ). 

 

7.  IZVODI  NA  CIKLOMETRISKI  FUNKCII 

 
]oristej}i se so praviloto za diferencirawe na 

inverzna funkcija, mnogu ednostavno }e gi opredelime izvodite 
na ciklometriskite funkcii. 

7. 1.  Izvod na funkcijata  y = arcsin x. 

 Inverznata funkcija na funkcijata  y=arcsin x  e  x= sin y. 

Nao|ame izvod na ovaa funkcija, smetaj}i deka y e neza-

visno promenliva, a x funkcija, se dobiva:   x ' = cos y. 

Vrz osnova na vrskata  y ' = 
'x

1
  se dobiva :     y ' =  

ycos

1
. 

O~igledno e deka izvodot e izrazen vo zavisnost od 

promenlivata y. ]e se potrudime da go izrazime, kako {to e 

voobi~aeno, vo zavisnost od x, po slednava postapka: 

y ' =   
ycos

1
 = 

ysin 21

1


 = 

21

1

x
, 

po zamenuvawe   sin y = x. 

7. 2.  Izvod na funkcijata  y = arccos x. 

Inverznata funkcija na funkcijata  y= arccos x  e x= cos y, 

a nejziniot  izvod  e   x ' = sin y. 

Zamenuvaj}i vo vrskata y' = 
'x

1
  i izrazuvaj}i go izvodot 

na funkcijata vo zavisnost od promenlivata x, se dobiva: 

y ' =   
ysin

1
 =  

ycos 21

1


 =  

21

1

x
. 
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7. 3.  Izvod na funkcijata  y = arctgx.  

Inverznata funkcija na funkcijata y=arctg x e x = tg  y,     

a nejziniot izvod e  x ' = 
ycos 2

1
; 

Zamenuvaj}i vo vrskata y' = 
'x

1
  i izrazuvaj}i go izvodot 

na funkcijata vo zavisnost od promenlivata x, se dobiva: 

y' = 
'x

1
 = cos 2 y = 

22 1

1

1

1

xytg 



. 

 Ovde se koristi relacijata 1+ tg 2 y = 
ycos 2

1
 so koja se 

izrazuva funkcijata  cos y  vo zavisnost od funkcijata  tg y. 

 7. 3.  Izvod na funkcijata y=arcctgx. 

Izvodot na funkcijata y=arcctgx se dobiva analogno.  

Inverznata funkcija na funkcijata  y=arcctg x  e x=ctg y,     

a nejziniot izvod e  x ' =   
ysin 2

1
; 

Zamenuvaj}i vo vrskata y' = 
'x

1
  i izrazuvaj}i go izvodot 

na funkcijata vo zavisnost od promenlivata x, se dobiva: 

y ' = 
'x

1
 = sin 2 y  =  

22 1

1

1

1

xyctg 



. 

 Ovde se koristi relacijata  1+ ctg 2 y = 
ysin 2

1
 so koja se 

izrazuva funkcijata sin y vo zavisnost od funkcijata ctg y. 
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8.  IZVOD  NA  LOGARITAMSKA  FUNKCIJA 

 Pri narasnuvawe na promenlivata x za x funkcijata 

y=logax  dobiva narasnuvawe y. Narasnuvaweto na funkcijata e: 

y = log(x+x)  log x = log 
x

xx 
 = log 






 


x

x
1 . 

 Koli~nikot od narasnuvaweto na funkcijata y i naras-

nuvaeto na promenlivata x e: 

x

y




 = 
x

1
log 






 


x

x
1 . 

Broitelot i imenitelot }e gi pomno`ime so x i }e ja 
izvr{ime transformacijata: 

x

y




 = 
x

x


x
1

log 





 


x

x
1  = 

x

1
 log

x

x

x

x 






 
1  = 

x

1
 log

x

x

x

x
























1

1 . 

 Po zamenuvawe  
x

x


 = u, pri {to, koga x0, u , se 

dobiva: 

x

y




  =  
x

1
  log

u

u






 

1
1 , 

pa spored toa, granicata e: 

y '  = 
0x

lim
x

y




  =  
x

1
 

u
lim  log

u

u






 

1
1  = 

x

1
 loga e = 

alnx

1
. 

Spored toa,         (loga x) '  =  
alnx

1
. 

Izvod na funkcijata y = ln x }e bide y ' =
x

1
, bidej}i lne=1. 

 ]e spomeneme deka izvodot na logaritamskata funkcija 
mo`e da se opredeli i vrz osnova na praviloto za izvod na 
inverzna funkcija. 
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Zada~i za ve`bawe 

 
 Da se opredeli izvodot na slednive funkcii: 

1)  y = x5  x2 + x + 3;  Odg.:  1)  y ' = 5x4  2x + 1. 

2)  y = 
3

3

x
xxx  ;          2)  y ' =

34

1

2

1

4

3

xxxx
 . 

3)  y = ex sin x;            3)  y ' = ex( sin x+cos x). 

4)    y = ax  x4;            4)  y ' = ax x3 (4+x ln a). 

5)  y = ex(x2+3x+4);           5)  y ' = ex(x2+5x+7). 

6)  y = x3 arctg x;           6)  y ' = 3x2 arctg x + 
2

3

1 x

x


. 

7)  y = x5 log 4 x;           7)  y ' = 5x4 log 4 x+ x4 log 4 e. 

8)  y = 2x ctg x;           8)  y ' = 2x ( ctg x ln 2  
xsin 2

1


9)  y = (1x2) arcsin x;         9)  y ' = 21 x x arcsin x. 

10)  y = x2 ex cos x;        10) y' =xex(2 cos x + xcosx xsin x). 

11)  y = x ch x;        11)  y ' =  ch x + x sh x. 

12)  y =
21

2

x

x


;        12)  y' =

 
 22

2

1

12

x

x




. 

13)  y =
x

xsin
;        13)  y '  =

2x

xsinxcosx 
. 

14)  y =
21 x

xarcsin


;    14)  y' =

 22

2

1

21

x

xarcsinxx




. 

15)  y =
x

xln
;     15)  y '  = 

2

1

x

xln
. 

16)  y =
2

2

1 x

ex x


;  16)  y ' =

  
 22

2

1

21

x

exxxx x




. 
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9.  IZVOD NA SLO@ENA FUNKCIJA 

 
 Tehnikata za opredeluvawe  izvodi na funkciite }e ja 
zavr{ime so praviloto (postapkata) za opredeluvawe izvod na 
slo`ena funkcija. 

 Neka e zadadena slo`enata funkcija 

y = f (x), 

sostavena od funkciite  y = f(u),     u = (x). 

 Obi~no, promenlivata x se vika osnoven argument, dode-

ka promenlivata  u  e posreden argument. 

 Neka funkciite f(u) i (x) se diferencijabilni po 

svoite argumenti i ako promenlivata x dobie narasnuvawe x i 

posrednata promenliva u }e dobie narasnuvawe u, a funkcijata 

y }e dobie narasnuvawe y. 

 Za opredeluvawe izvod na funkcija potrebno e da se 

odredi granica na koli~nikot 
x

y




, koj mo`e da se pretstavi vo 

sledniov vid: 

x

y




 = 
u

y





x

u




 

i soglasno so praviloto za granica na proizvod, se dobiva: 

0x
lim

x

y




 = 
0u

lim
u

y





0x

lim
x

u




    (u 0 koga  x0). 

 Bidej}i 
0u

lim
u

y




 = f ' (u)   I  
0x

lim
x

u




 =  ' (x), 

za izvod na slo`ena funkcija ja dobivame formulata: 

y ' = f ' (u)  ' (x)     odnosno     yx' = yu'  ux' . 

Ako e  

y  = f (u),    u =  (v),    v = (x) , 
toga{ 

yx' = yu'  uv'  vx'. 

 Primenata na formulite za izvod na slo`ena funkcija }e 
gi primenime na pogolem broj primeri. 
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Primer 1.  Da se opredeli  izvodot na funkcijata 

y = (1+x4)5. 

 ]e zamenime u=1+x4
, pa spored toa, slo`enata funkcija ja 

zapi{uvame vo sledniov vid: 

y = u5,      u=1+x4 

 Soglasno so formulata za izvod na slo`ena funkcija, }e 
presmetame: 

yu' = 5u4,      ux' = 4x3, 

i }e zamenime vo formulata       yx' = yu'  ux'. 

 Se dobiva:          yx' =5u4  4x3, 

a po eliminacija na posrednata promenliva u sleduva: 

yx' = 20 x3 (1+x4)4. 

Primer 2.  Da se opredeli  izvodot na funkcijata 

y = xsin . 

 Funkcijata }e ja  pretstavime vo vid: 

y = u ,   kade {to   u = sin x. 

 ]e presmetame:        yu' = 
u2

1
,    ux' = cos x. 

 So zamena vo formulata    yx' = yu'  ux'   se dobiva: 

yx' =
u2

1
 cos x, 

a po eliminacija na posrednata promenliva u:      yx' =
six2

1
 cos x. 

Primer 3.  Da se opredeli  izvodot na funkcijata 

y = ln 
2

2

1

1

x

x




. 

 Analogno na prethodniot primer, ako izbereme {to e najzgodno, 

u =
2

2

1

1

x

x




, slo`enata funkcija }e ja zapi{eme vo sledniov vid: 
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y = ln u,     u =
2

2

1

1

x

x




. 

]e presmetame: 

yu ' =
u

1
,          ux'  = 

   
 22

22

1

1212

x

xxxx




 = 

 221

4

x

x


. 

Spored toa, 

yx' = yu'  ux' = 

2

2

1

1

1

x

x





 221

4

x

x


 = 

41

4

x

x


. 

Primer 4.  Da se opredeli  izvodot na funkcijata 

y =sin3x. 

 Ako zamenime u=sinx slo`enata funkcijaja ja pi{uvame vo vid: 

y = u3,   u = sin x. 

 ]e presmetame:       yu'  = 3u2,        ux' = cos x 

 Soglasno formulata za izvod na slo`ena funkcija sleduva: 

yx' = yu' ux' =3u2 cosx = 3 sin2x cos x. 

Primer 5.  Da se opredeli  izvodot na funkcijata 

y = arctg (x 2 +1). 

 Ako za posredna promenliva zememe u=x2+1, slo`enata 

funkcija se izrazuva vo vid: 

y = arctg u,     u = x2+1, 

 Izvodot na funkcijata e: 

y ' = 
  11

2
22  x

x
. 

 Pri opredeluvaweto izvodi na slo`eni funkcii, niko-
ga{ ne se naveduva nitu vidot kako e funkcijata izrazena so 

posrednata promenliva u, nitu me|u rezultatite yu', ux', a 
najmalku formulite za izvod na slo`ena funkcija. So malku 
rutina se postignuva direktno iznao|awe izvod na slo`ena 
funkcija, izvr{uvaj}i ja postapkata napamet. 
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 Primer 6.  Da se opredeli  izvodot na funkcijata 

y = xsinxe 2

. 

 Samo zamisluvame deka vidot na ovaa funkcija e 

y = eu,     u = x2+sin x, 

a se pi{uva samo: 

y '  = xsinxe 2

(2x+cos x). 

 Primer 7.  Da se opredeli  izvodot na funkcijata 

y = sin 
x

x 1
. 

 Soodnosot e 

y = sin u,    u =  
x

x 1
 

i se pi{uva samo  

y '  =cos  
x

x 1


 

x
x

xx
2

1
1

,          y '  =
xx

x

2

1
cos  

x

x 1
. 

Primer 8.  Da se opredeli  izvodot na funkcijata 

y =ln xx 22  . 

 Funkcijata mo`e da se zamisli deka e od vidot: 

y = ln u,    u = v ,    v = x2+2x 

i zatoa za nejziniot izvod se dobiva: 

y ' =  22
22

1

2

1
22







x
xxxx

 

t.e. 

y ' =  2

1




xx

x
. 
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Zada~i za ve`bawe 

 Da se opredeli izvodot na slednive funkcii: 

1)  y = (a+bx2 ) 2;       Odg :  1)  y' = 4bx(a+bx2 ). 

2)  y = 
3

1






 

x
a ;    2)  y' =  

4

213

x

ax 
. 

3)  y = bxa  ;    3)  y' =
bxa

b

2
. 

4)  y = xa   + xa  ;   4)  y' =
222 xa

xaxa




 . 

5)  y =
bxa

bxa




;    5)  y' =
  bxa

bxa

bxa

ab





 2

. 

6)   y =sin6x;    6)   y'  = 6 cos 6x. 

7)  y =cos (1x);              7)  y'  = sin (1x). 

8)  y = a sin 
x

a
;   8)  y'  =   

2

2

x

a
 cos 

x

a
. 

9)  y = cos 2x 2 sin x;  9)  y'  = 2(1 + 2 sin x) cos x. 

10)  y = a tg 
x

a
;                                10)  y'  =   

2

2

x

a
 

x

a
cos 2

1
. 

11)  y = arccos (ax);                      11)  y' = 
 21

1

xa 
. 

12)  y = arccos 
x

xa 
;         . 12)  y' = 

22 aaxx

a


. 
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13)  y = arctg x + 
3

1
arctg x3;    Odg.: 13)  y' = 

6

4

1

1

x

x




. 

14)  y = arctg
a

x
;   14)  y' = 

22 xa

a


. 

15)  y = ln (x2+2x);   15)  y' = 
 
 2

12




xx

x
. 

16)  y = ln 
2

2

1 x

x


;   16)  y' =   21

2

xx 
. 

17)  y = ln cos x;   17)  y' = tg x.

18)  y = eax;    18)  y' = a eax. 

19)  y = 
2xe ;    19)  y' = 2x 

2xe . 

20)  y = e cosx;    20)  y' =sin x e cos x. 

21)  y = e arctg x;   21)  y' =
21

1

x
 e arctg x 

22)  y = e ax;    22)  y' =a eax. 

23)  y = a tg x;    23)  y' = 
xcos

atgx

2
  ln a. 

24)  y = a sin x;    24)  y' = a sin x cos x ln a. 

25)  y =sh2x;    25)  y =  sh 2x. 

26)  y = sh 
2

x
  + ch 

2

x
;  26)  y' =

2

1
 ( sh 

2

x
  + ch 

2

x ). 

27)  y = sin 
x

1
;   27)  y' = 

xx2

1 cos 
x

1
. 

28)  y = cos ax ;   28)  y' = 
ax

axsina

2
 

29)  y = arctg ax ;   29)  y' = 
  axax

a

12
. 

30)  y = arctg 
x

x




1

1
;  30)  y' = 

212

1

x


. 
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31)  y = ln cos2

2

x
;   31)  y' = tg 

2

x
. 

32)  y = xsine
2

;   32)  y' = xsine
2

 sin 2x 

 

10.  IZVOD  NA  FUNKCIJA  ZADADENA  VO  

PARAMETARSKI VID 
 
 Razgleduvame funkcija zadadena vo vid: 

x = x(t), 

y = y(t). 

 Neka funkciite x(t) i y(t) imaat izvod po parametarot t i 

neka parametarot t dobie narasnuvawe t. Promenlivite x i y }e 

dobijat soodvetno narasnuvawe x i y: 

x = x(t+t)  x(t),       y = y(t+t)  y(t). 

 Go formirame koli~nikot: 

x

y




 = 
   
   txttx

tytty




. 

 Pred da ja opredelime granicata na koli~nikot, broi-

telot i imenitelot }e gi podelime so t. 

x

y




 = 

   

   
t

txttx
t

tytty







 . 

 Opredeluvame granica na koli~nikot: 

0x
lim

x

y




 = 

   

   
t

txttx
lim

t

tytty
lim

t

t











0

0
, 

se dobiva: 

y ' = 
x

y



. 

x e oznaka za izvod na promenlivata x=x(t) po parametarot  t, a y  

e oznaka za izvod na promenlivata y=y(t) po parametarot t. 
Izvodot e izrazen vo zavisnost od parametarot. 
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Primer 1.  Da se opredeli izvodot na funkcijata 

x = a (t+sin t), 

y = a (1+cos t). 
]e presmetame: 

x  = a (1+cos t),

 y = a sin t. 

Spored formulata za izvod na funkcija vo parametarski vid se 
dobiva: 

 

y ' =  
x

y



 =   tcos

tsin

tcosa

tsina







11
. 

Primer 2.  Da se opredeli izvodot na funkcijata 

x = a cos3t, 

y = a sin3t. 
 ]e presmetame: 

x  = 3a cos 2 t sin t,

 y = 3a sin 2 t cos t. 

 Spored toa: 

y ' =  
x

y



 = 
tsintcosa

tcostsina
2

2

3

3


 = tg t. 

 

11.  IZVOD  NA  IMPLICITNO  ZADADENA  

FUNKCIJA 

 

 Neka funkcijata y(x) e zadadena implicitno so ravenkata 

F(x,y) = 0             (1) 

{to zna~i deka e 

F(x,y(x)) = 0             (2) 

za sekoj x(a,b), kade {to intervalot (a,b) e intervalot vo koj 

funkcijata y(x) e definirana i diferencijabilna.  
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 Primenuvaj}i gi pravilata za izvodi na elementarni 
funkcii i praviloto za diferencirawe na slo`ena funkcija na 

relacijata (2), smetaj}i deka neposredno zavisi od x i posredno 

preku y, so diferencirawe po x se dobiva relacijata: 

F (x,y (x)) 'x =  (x,y,y' ) = 0, 

linearna vo odnos na y' , od koja lesno se dobiva: 

y ' =  (x,y) . 

 Primer 1.  Da se najde izvodot na funkcijata y zadadena so 

ravenkata 

x2   2xy + 3y2   2y  18 = 0. 

 Dadenata ravenka }e ja diferencirame po x, smetaj}i go y za 

funkcija od x: 

2x  2y  2xy' + 6yy'  2y' = 0, 

a potoa re{avaj}i ja dobienata ravenka po y', se dobiva: 

y ' = 
13 


yx

yx
. 

 

11.  RAVENKA  NA  TANGENTA  I  NORMALA 

 
 Pri definiraweto izvod na funkcija spomenavme deka 

vrednosta na izvodot vo dadena to~ka M0(x0,y0), koja e dopirna 

to~ka na krivata  y = f (x), e ramna na koeficientot na pravecot 
na tangentata povle~ena vo taa to~ka. 

 Soglasno so toa, ako trgneme od ravenka na prava niz edna 
to~ka 

y  y0  =  k (x x0) 

i ako zememe  k=f ' (x0)  }e ja dobieme ravenkata na tangentata vo 
vid: 

y  y0  =  f ' (x0) (x x0). 

 Pravata {to e normalna na tangentata, a minuva niz 

dopirnata to~ka M0 se vika normala na krivata vo to~kata 

M0.  
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Imaj}i predvid deka za dve normalni pravi koefici-

entite na pravcite se povrzani so relacijata  k1 k2 = 1, za koefi-
cientot na normalata se dobiva: 

kn =   0

1

x'f
,

pa spored toa, ravenkata na normalata go ima vidov: 

y y0 =   0

1

x'f
(xx0). 

Napomenavme deka i pri ravenkata na tangentata i pri ravenkata 
na normalata se zema vrednosta na izvodot vo dopirnata to~ka.    

 Da spomeneme ovde i za agol me|u dve krivi. Ako se 

zadadeni ravenkite na krivite  y=f1(x) i y=f2(x) {to se se~at vo 

to~kata x=x0,  pod poimot agol pome|u krivite se podrazbira 
agolot pome|u tangentite povle~eni na krivite vo 
prese~nata to~ka.  

 Agolot pome|u dve krivi se presmetuva po formulata: 

tg   = 
   
   0201

0102

1 x'fx'f

x'fx'f




, 

{to proizleguva od poznatata formula od analiti~kata geo-
metrija za agol pome|u dve pravi. 

]e se zadr`ime konkretno na opredeluvawe ravenki na 
tangenti na konusnite preseci (kru`nica, elipsa, hiperbola i 
parabola) poradi nivnata po~esta upotreba. 

 Neka e zadadena elipsa so ravenkata: 

b 2 x 2  +  a 2 y 2  =  a 2 b 2 

ili vo eksplicitna forma (y > 0) 

y = 22 xa
a

b
  

i to~ka M0(x0,y0). ]e ja sostavime ravenkata na tangentata na 

elipsata vo to~kata M0. 
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Bidej}i 

y '  =  
22 xa

x

a

b


, 

koeficientot na pravecot na tangentata }e bide: 

k = y'  0xx  
2

0
2

0

xa

x

a

b


. 

 Po zamenuvawe vo ravenkata na tangenta na krivata, 
koordinatite na dopirnata to~ka i vrednosta na koeficientot 
na pravecot, se dobiva: 

y y0 =  
2

0
2

0

xa

x

a

b


 (xx0).

 Koga }e se zameni 
b

ay
xa 02

0
2   ({to sleduva od 

identitetot   b 2 x0
2  +  a 2 y0

2  =  a 2 b 2
 ), ravenkata na tangentata 

go dobiva vidot: 

y y0  =   
0

2
0

2

ya

xb
 (xx0), 

odnosno: 

b 2 x0 x  +  a 2 y0 y  = b 2 x0
2  +  a 2 y0

2 . 

Desnata strana e ramna na a2b2, pa kone~no za ravenkata na 
tangentata se dobiva: 

b 2 x0 x  +  a 2 y0 y  = a2b2. 

Istiot vid ravenka na tangenta se dobiva i za  y < 0. 

 Lesno  se   voo~uva   edna  zakonomernost.  Od  ravenkata   

b 2 x 2  +  a 2 y 2  =  a 2 b 2  se formira ravenkata na tangentata 

b 2 x0 x  +  a 2 y0 y  = a 2b 2. 

 Vo dvata proizvoda xx i yy ednoto x se zamenuva so x0 i 

ednoto y so y0, pa od ravenkata na krivata se dobiva ravenkata na 
tangentata vo dopirnata to~ka. Ovaa zakonomernost va`i za site 
konusni preseci. Vo prodol`enie se dadeni direktno ravenkite 
na tangentite na drugite krivi: 
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Ravenka na kriva Ravenka na tangenta 

(xp) 2 + (yq) 2 = r 2 (x0p) (xp) +(y0q) (yq) = r 2

x 2 + y 2 = r 2 x0 x +y0 y = r 2 

b 2 x 2    a 2 y 2  =  a 2 b 2 b 2 x0  x    a 2 y0  y  = a 2 b 2 

y 2 = 2 p x y0 y = p (x+x0) 

 

 Primer 1. Da se sostavi ravenkata na tangentata na 

krivata 

y = 2x 35x 2  + 3x  3 

vo to~kata M(2,1). 

 So ogled na vrskata pome|u koeficientot na pravecot na 
tangentata i izvodot na funkcijata, }e presmetame: 

y '  = 6x 210 x  + 3 

i vrednosta na izvodot vo dopirnata to~ka: 

y ' = 7. 

Po zamenuvawe vo ravenkata na tangentata  vrednostite za  

x0=2,  y0 = 1  i  f ' (x0) = 7,  se dobiva ravenkata: 

y+1 = 7(x2), 

ili zapi{ana vo op{t vid 

7x y 15 = 0. 

 Primer 2. Transverzalna sila na konzola so dol`ina  , 

optovarena so triagolno optovaruvawe q pri izbor na sistemot 

kakov  {to e prika`an na crt.5.3,  se izrazuva so formulata 

Q = 
2

2qx


 Da se opredeli ravenkata na tangentata na linijata na 
transverzalnata sila vo vkle{tuvaweto. 

 Koordinatite  na to~kata vo koja }e se povle~e tangentata se: 

x0  =  ,      y0 = Q(  ) =  


2

2q
 

2

q
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Od 

Q '  =  

qx



se dobiva deka: 

k = Q ' (  ) q. 

            Spored toa, ravenkata na 
tangentata 

y  y0  =  f ' (x0) (x x0) 

se izrazuva vo vid: 

Ctr. 5. 3. 

y + 
2

q
 = q(x  ), 

odnosno 

y = qx + 
2

q


Primer 3.  Da se sostavi ravenkata na tangentata na 

cikloidata 

x = a(tsint), 

 y = a(1cost) 

vo to~kata M, za koja t =
2


. 

 Ovde to~kata M e opredelena so vrednosta na parametarot. 

 ]e presmetame 

   x  = a(1cost), 

   y  =  a sin t, 

   y ' =
x

y



 = 
tcos

tsin

1
. 

Vrednosta na izvodot vo to~kata M e 

2


t

'y = 1. 
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 Koordinatite na to~kata M }e gi opredelime od ravenkite na 

krivata koga vo niv }e zamenime  t =
2


. 

 Spored toa, 

   x0 = a (
2


sin

2


) = a (

2




   y0 =a (1cos
2


) = a. 

 Ravenkata na tangentata e: 

y  a = x a (
2




odnosno: 

x y = a (
2




 Primer 4. Na krivata  y = 2+xx2
 da se povle~e tangenta 

paralelna so pravata   y = x + 3. 

 ]e treba da se opredelat koordinatite na dopirnata to~ka {to 

}e gi ozna~ime so x0 i y0. Apscisata na dopirnata to~ka }e ja 

opredelime od uslovot izvodot na ovaa funkcija vo to~kata x0 da e 

ramen na koeficientot na pravecot na pravata  y = x + 3, t.e. 

k =  f ' (x0), 

1 = 1 x0

od kade {to se dobiva:  x0=0. 

 Vrednosta za y0 ja dobivame od uslovot, dopirnata 

to~ka da le`i na krivata.  

 Po zamena x = 0 vo ravenkata na krivata y = 2+xx2
  se dobiva 

y0=2. 

 Ravenkata na tangentata e: 

y  2 = 1 (x0), 

odnosno 

y x = 2. 
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 Primer 5.  Od to~kata A(2,2) da se povle~e tangenta na 

parabolata 

y = x2 3x + 1. 

 Koordinatite na dopirnata to~ka }e gi ozna~ime so x0 i y0. So 

cel da gi opredelime koordinatite na dopirnata to~ka, }e trgneme od 
ravenkata na tangentata 

y y0 = f ' (x0) (x  x0), 

odnosno 

y y0 =  (2x0 3) (x  x0), 

bidej}i za dadenata funkcija 
0xx'y   =2x0 3. Koordinatite na to~kata 

A ja zadovoluvaat ravenkata na tangentata, bidej}i taa minuva niz 

to~kata A, pa se dobiva: 

 y0 =  (2x0 3) (2  x0). 

 Od uslovot dopirnata to~ka da se nao|a na krivata sleduva: 

y0 = x0 
2 3x0 + 1. 

 Re{enieto na sistemot  ravenki 

    y0 =  (2x0 3) (2  x0) 

            y0 = x0 
2 3x0 + 1 

gi dava koordinatite na dopirnata to~ka. Vo slu~ajov se dbivaat dve 

re{enija, dve dopirni to~ki M1(3,1) i M2(1,1), {to zna~i, od to~kata 

A  mo`no e da se povle~at dve tangenti na dadenata parabola.  

 Ravenkite na tangentite se: 

y  x + 8 = 0       i       x + y = 0. 

 

13.   DOL@INA  NA  TANGENTA,  NORMALA,  

SUPTANGENTA  I  SUBNORMALA 

 
 So poimite tangenta i normala, tesno se povrzani 
poimite navedeni vo naslovot i site tie se nare~eni dopirni 
koli~ini (golemini). 

 Na krivata y=f(x) uo~uvame to~ka M (crt.5.4). ]e gi 
navedeme definiciite na ovie poimi. 
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 Otse~kata na tangentata od dopirnata to~ka do 

prese~nata to~ka so x-oskata (otse~kata MA ) se vika 
dol`ina na tangentata (}e ja obele`ime so T). 

 Otse~kata na normalata od dopirnata to~ka do 

prese~nata to~ka so x-oskata (otse~kata MC ) se vika 
dol`ina na normalata (}e ja obele`ime so N). 

 Proekcijata na dol`inata na  tangentata vrz x-oskata 

se vika suptangenta (otse~kata  AB ) i se obele`uva so S t . 

 Proekcijata na dol`inata na normalata vrz x-oskata se 

vika subnormala (otse~kata  BC ) i se obele`uva so Sn . 

 

 
Crt.  5.  4. 

 

 Vrednostite na definiranite otse~ki se dobivaat 
ednostavno od crt. 5.4. 

 Vrz osnova na odnosite za tangens na daden agol i 
Pitagorovata teorema sleduva: 

   od triagolnikot ABM se dobiva:  tg =
tS

y
,  y' = 

tS

y
,  St = 

'y

y
; 

   od triagolnikot MBC  se dobiva:  tg = 
y

Sn ,  Sn = 'yy  ; 

   od triagolnikot ABM se dobiva:  T 2 = y 2  + St 
2 

; 

T 2 = y 2  + 
2

2

'y

y
,       T  =  

'y

y 21 'y ; 
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od triagolnikot MBC  se dobiva:  N 2 = y 2 + Sn 
2,   

N 2 = y 2 + y 2  y' 2,   N = y 21 'y . 

 Primer 1.  Da se opredeli dol`inata na tangentata, 

normalata, suptangentata i subnormalata na krivata 

y =
21

2

x
 

vo to~kata M0(x0,y0). 

 Vrednosta na funkcijata vo to~kata M0 e :  y0 = 2
01

2

x
  .  

 Vrednosta na izvodot vo istata to~ka e:  

0xx'y   =  22
0

0

1

4

x

x




 = y0

2  x0 . 

 Koristej}i gi formulite {to gi izvedovme, po zamenuvawe na 
ovie vrednosti se dobiva: 

     za dol`ina na tangentata:  T  =  
'y

y 21 'y  = 
4

0
2

0
00

1
1

yx
yx

 ; 

     za dol`ina na normalata:  N = y 21 'y  = 0y  
4

0
2

01 yx  ; 

     za dol`ina na suptangentata:  St = 
'y

y
 = 

00

1

yx
 ; 

     za dol`ina na subnormalata:  Sn = 'yy  = 0
3

0 xy  . 

 Ako namesto x0 i y0 vo formulite  zamenime so x i y, 
toga{ gi imame ovie golemini izrazeni za proizvolna to~ka  od 
krivata. 

 Vo primerov so Sn = xy  3
 ja izrazuvame vrednosta na 

dol`inata na subnormalata vo proizvolna to~ka na krivata. 

 Primer 2.  Da se opredelat vrednostite na dopirnite 

koli~ini na krivata 

x = a sin3 t, 

y = a sin3 t, 

vo  proizvolna to~ka. 
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 ]e presmetame: 

x  = 3a sin2t cos t, 

 y  = 3a cos2t sin t,

         y ' =
x

y



 =  ctg t.  

 Po zamenuvawe na vrednostite na y i y' vo formulite za 

dopirnite koli~ini, se dobiva: 

  T  =  
'y

y 21 'y  = tcosa 2  = 
tcos

y
 , 

  N = y 21 'y  = 
tsin

tcosa 3

 = 
tsin

y
, 

  St = 
'y

y
 = 

tctg

tcosa 3

 = ttgy  , 

  Sn = 'yy   =  tctgtcosa 3 tctgy  . 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

1. Da se napi{e ravenkata na tangentata i normalata na 

parabolata 

y = 4x x2 

vo to~kata (2,4). 

Odg.:  y = 4,    x = 2. 

2.  Dadena e krivata 

y =  x2 +2x. 

 Da se najde ravenkata na tangentata i normalata vo to~kata 

M0(x0,y0). 

       Odg.:  y = 2(x0+1) x  x0 
2,      

y  x0
2  2 x0  12

1

0 


x
(xx0).
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 3. Da se napi{e ravenkata na tangentata i normalata na 

cikloidata 

x = a (t sint), 

y = a (1cost) 

vo  to~kata  M( t =
2

3
). 

Odg.:  2x +2 y = a ( 3 +4),     2 y  2x + 3a =  

 4.  Vo koja to~ka na parabolata  y =  x2 2x+5  tangentata e 

normalna na pravata  y = x.  

Odg.:  M 







4

17

2

1
, . 

5.  Na krivata y =  x2 1  da se najde to~ka vo koja normalata e 

paralelna na pravata  y = x + 1. 

Odg.:  A 





 

4

3

2

1
, . 

 6.  Da se najde normalata na krivata x2y = a2(ay)  paralelna 

so pravata  y = 2x . 

Odg.:  4x  2y  a = 0. 

 7.  Da se sostavi ravenkata na normalata na krivata  y = x ln x    

koja e paralelna so pravata    x+ 2y +3 = 0. 
Odg.:  x  2y  e = 0. 

 8.  Da se sostavi ravenkata na tangentata na krivata y = 
12 x

x
 

koja minuva niz to~kata A(0,0). 
Odg.:   y  x. 

 9.  Da se najde dol`inata na tangentata, normalata, suptan-

gentata i subnormalata  na krivata : 

a)  y 2 = 2px,               

                    b)  y = ex. 

Odg.:  a)  T = pxx 24 2   ,  N = 22 ppx  ,  St = 2x,  Sn = p. 

   b)  T = xe21  ,   N = ex xe21 ,  St = 1,  Sn = e2x. 
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14.  IZVODI  OD  POVISOK  RED 

 
 Izvodot  y ' = f ' (x)  na funkcijata  y = f (x) pretstavuva 
edna nova funkcija, koja }e ja vikame prv izvod. Ako ovaa nova 
funkcija e  diferencijabilna  so diferencirawe se dobiva vtor 

izvod na funkcijata, koj se ozna~uva so    y'' = f '' (x). 

 Analogno, ako funkcijata se diferencira po tret pat (se 

diferencira y''), se dobiva tret izvod na funkcijata {to se 

ozna~uva so y'''. Ako prodol`ime so diferenciraweto, pri 

pretpostavka  deka  postoi  (n1)  izvod,  mo`e  da  go dobieme i 

n-tiot izvod na funkcijata. Imeno n-ti izvod na funkcijata e 

izvodot na  (n1) izvod: 

y (n) =  y (n)  ' . 

 Opredeluvaweto na izvodite od povisok red, pri zadaden 

red n se vr{i po poznatite pravila za diferencirawe. 

 Primer 1.  Da se opredli n-ti izvod na funkcijata  y = sin x.  

 ]e presmetame  y ' =cos x . Pred da diferencirame povtorno, 

}e zamenime, soglasno so idetitetot,   sin (x+
2


 ) = cos x i   se dobiva: 

  y ' = sin (x+
2


 ). 

 So povtorno diferencirawe se dobiva: 

  y '' = cos (x+
2


 ) =  sin (x+2

2


 ). 

 Analogno se dobivaat i izvodite: 

   y '''  = cos (x+2
2


 ) = sin (x+3

2


 ), 

  y IV  = cos (x + 3 
2


 ) = sin (x +  4 

2


 ). 

 Vrz osnova na prvite ~etiri izvodi na funkcijata  y = sin x, 

konstatirame deka: 

  y (n) = sin (x +  n 
2


 ). 
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 Neka e zadadena krivata so ravenki vo parametarski vid: 

    x = x (t), 

    y = y(t) 

i neka vo razgleduvanata to~ka t funkciite x(t) i y(t) imaat prv i 

vtor izvod po parametarot t, pri {to   x (t)  0. Ako funkcijata    

x(t) ima neprekinata inverzna funkcija t=t(x), toga{ e 

yx'' = 
xx

y











= 
xx

yxxy
t

x

y '
x

'

t 



 1

2












 = 

      = 
3x

yxxy


 

, 

bidej}i za inverzni funkcii va`i  ravenstvoto  t
x

'
x 

1
 . 

 Analogno, mo`e da se najdat i izvodite od povisok red za 
funkcija zadadena so parametarski ravenki. 

 Primer 2.  Da se opredeli vtoriot izvod  yx'' na funkcijata 

zadadena so parametarskite ravenki 

   x = ln t, 

   y = sin 2t 

i da se opredeli vrednosta na  toj izvod vo to~kata za t=
2


. 

 ]e gi najdeme izvodite od prv i vtor red na funkciite x i y po 

parametarot t: 

t
x

1
 ,     tcosy 22 ;     

2

1

t
x  ,     tsiny 24 . 

 Zamenuvaj}i vo formulata za   yx''  se dobiva: 

yx'' = 
3x

yxxy


 

 = 

3

2

1

22
11

24

t

tcos
tt

tsin 







 = 

          = 4t2 sin 2t + 2t cos 2t = 2t(cos 2t  2t sin 2t). 

   y'' (t =
2


) =  
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Zada~i za ve`bawe 

 
 Da se najdat izvodite od ozna~eniot red za slednive funkcii: 

1)  y = sin 2 x,      y '' = ?        Odg.:  1)  y '' =2 cos 2x. 

2)  y = x ln x ,      y '' = ?     2)  y '' =
x

1
. 

3)  y = x ,         y (10) = ?     3)  y (10) =
xx9102

!!17
. 

4)  y = xn  ,      y (n) = ?     4)  y (n) =n ! . 

5)  y = ex cos x  ,      y (n) = ?     5)  y (n) = 





 


4

2 2 n
xcose x

n
.
 

6)  y = ax,      y (n) = ?      6)  y (n) = a x ( ln a ) n. 

7)  y = ln x,      y (n) = ?     7)  y (n) = (n 
 

nx

n !1


8)  y = sin 2 x ,      y (n) = ?                8) y(n) =2 n cos 





 


2

2
n

x . 

9)  y = a

x

e


  ,      y (n) = ?      9)  y (n) =  a

xn

e
a











1
. 

 10)  Da se najde  yx''  za funkciite zadadeni so parametarskite 

ravenki: 

 

   a)  x = a (sin t t cos t ), 

        y = a (cos t +t sin t). 

 Odg.:  yx'' = 
tsinat 3

1


  b)  x = arccos t , 

       y =   2tt  . 

Odg.:  yx'' =  2tt  
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15.  DIFERENCIJAL  NA  FUNKCIJA 

 

 Poimot diferencijal na funkcija e vo tesna vrska so 
poimot izvod na funkcija. 

 

15. 1.  Poim  za  diferencijal 
 

 Ako neprekinatata funkcija  y=f (x)  vo proizvolna to~ka 

x ima izvod  f ' (x),  toga{ e 

0x
lim

x

y




 = 
0x

lim
   

x

xfxxf




= f ' (x). 

 Vrz osnova na toa {to e ka`ano za grani~na vrednost na 
funkcija ( gl. IV, t.6, teorema 4), sleduva: 

x

y




  =  
   

x

xfxxf




  =  f ' (x) + x) 

kade {to    0,  koga  x 0   ili 

    y = f ' (x)  x+ x             (1) 

t.e. narasnuvaweto na funkcijata y pretstavuva suma od dva 

sobirci, od koi prviot e proporcionalen so x, t.e. go 
pretstavuva, kako {to se vika, linearniot del od narasnuvaweto 

na funkcijata, a vtoriot sobirok zavisi od x na poslo`en 

na~in (promenlivata  zavisi od  x). Koga x0 dvata 
sobiroka se beskone~no mali golemini. 

 Bidej}i 

0x
lim   




xx'f

x
0x

lim  x'f


 = 0, 

zna~i deka beskone~no malata golemina x  e od povisok red  vo 

odnos na beskone~no malata golemina   f ' (x)  x. Zatoa, prviot 

sobirok vo desnata strana na formulata (1) se vika glaven 
linearen del na narasnuvaweto na funkcijata. 
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 Glavniot del na narasnuvaweto na funkcijata, ramen na 
proizvodot od izvodot na funkcijata i narasnuvaweto na 
nezavisno promenlivata, se vika diferencijal na funkcijata 

f(x) i se ozna~uva so simbolot  dy  ili  d f (x), t.e. 

dy = f ' (x)  x. 

 Ako e   y = x,  toga{ 

dy = (x)'  x 

ili 

d(x) = x, 

t.e. dx = x, {to zna~i deka: diferencijalot na argumentot e 

ramen na narasnuvaweto na argumentot. Zatoa pi{uvame 

    dy = f ' (x)  dx              (2) 

i mo`eme da ka`eme: diferencijal na funkcijata y=f(x) e 

proizvodot od izvodot na funkcijata  f ' (x)  i diferencijalot 

na nezavisno promenlivata dx. 

 Od  (2)  sleduva: 

dx

dy
  =  f ' (x) 

i zatoa izvodot na funkcijata se vika u{te i diferencijalen 
koli~nik, t.e.  koli~nik od diferencijalot na funkcijata i 
diferencijalot na nezavisno promenlivata. 

 

15. 2.  Geometrisko zna~ewe na diferencijal 
 
 Ovde }e poka`eme {to e geometriskoto zna~ewe na 
diferencijalot. 

 Neka krivata  (C) e grafik na funkcijata y=f(x). 
Izbirame edna to~ka M(x,y) na taa kriva vo koja funkcijata ima 

izvod. ]e povle~eme tangenta na krivata (C) vo to~kata M i so  

go ozna~uvame agolot {to go gradi taa tangenta so x-oskata. 

Poznato  ni e deka  f ' (x) = tg   (crt. 5. 5). 
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 Neka x dobie nekoe narasnuvawe  x, koe na crte`ot e 

pretstaveno so otse~kata MRPQ  , toga{ ordinatata na 

to~kata M na krivata }e dobie narasnuvawe RN = y, a 

ordinatata na to~kata M na tangentata  narasnuvawe  RS . 

Agolot  SMR  e  ednakov na agolot  . 

Od triagolnikot MRS 
imame: 

RS  = MR  tg 

no  MR  = x, a    tg  = f ' (x), 

toga{: 

RS  =  f ' (x) x. 

Bidej}i,  f ' (x)x = dy,  

 Crt. 5. 5.   sleduva:  

     RS = dy. 

 Spored toa, diferencijalot na funkcijata  y=f(x) vo 

to~kata M se pretstavuva so otse~kata  RS , a narasnuvaweto na 

funkcijata so otse~kata  RN . 

 So drugi zborovi, diferencijalot na funkcijata e 
narasnuvawe na ordinatata na to~kata na tangentata povle-

~ena vo to~kata M na krivata, a y pretstavuva narasnuvawe 
na ordinatata na to~kata na krivata, koga argumentot }e 

dobie narasnuvawe x. 

 

15. 3.  Svojstva  na  diferencijal 
 
 Od formulata  dy= f ' (x) dx za presmetuvawe diferenci-

jal na funkcijata y=f(x) sleduva deka site svojstva na izvodite 
mo`e da se primenat i na diferencijalot. 

 10 Ako C e konstanta, toga{ 

dC = (C) ' dx = 0  dx = 0, 

t.e. diferencijalot od konstanta e ramen na nula. 
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 20 Od 

d C f(x) = C f(x) ' dx = C f ' (x)  dx = C dy 

sleduva deka konstantniot mno`itel mo`e da se iznese pred 
znakot na diferencijalot. 

 30 Diferencijal od suma na funkcii 

d (u + v + … +w) = (u + v + … +w) '  dx = 

         = u'dx +v'dx +  … + w' dx = du + dv +  … + dw. 

t.e. diferencijalot od suma e ramen na sumata od 
diferencijalite na oddelnite funkcii. 

 40 Diferencijal od proizvod na funkcii 

d(u v) = (u v)' dx = ( u' v + u v' ) dx = v  du + u  dv. 

 50 Diferencijal od koli~nik na funkcii 

d 







v

u
 = 










v

u
dx = 

2v

vuvu 
 dx = 

2v

dvuduv 
. 

 60 Diferencijal od slo`ena funkcija 

 Za slo`enata funkcija y = f(u),  u =  (x), imame: 

y ' = f ' (u)  ' (x) 

i  diferencijalot e: 

dy = y'dx = f ' (u)   ' (x) dx =   f ' (u) du.      ( ' (x) dx=du) 

 Ottuka sleduva deka diferencijalot na funkcijata 

y=f(u) zadr`uva ist oblik nezavisno od toa dali u e posreden 

argument ili osnoven argument.  

 

15. 4.  Primena  na diferencijalot  vo  pribli`ni  

presmetuvawa 
 
 Spored vovedenoto ozna~uvawe na diferencijalot (2),  
ravenstvoto (1) mo`e da se zapi{e vo vid: 

y = dy + x. 
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 So sporeduvawe na narasnuvaweto y i diferencijalot 

dy, se dobiva: 

 
   x'fxx'f

xxx'f

dy

y 








1 ,         f ' (x)  0 

zatoa 

0x
lim

dy

y
 = 1, 

t.e. y i dy se ekvivalentni beskrajno mali golemini koga x e 
beskrajno mala golemina. Na toa se bazira primenata na 
diferencijalot za pribli`ni presmetuvawa. 

 Narasnuvaweto y na funkcijata se zamenuva  so 

diferencijalot dy na funkcijata. Obi~no narasnuvaweto na 
funkcijata e slo`en izraz, pa so ogled na toa deka za mali 

narasnuvawax na argumentot,  y  dy, toa se zamenuva so 
diferencijalot, koj polesno se presmetuva otkolku 
narasnuvaweto. 

 Od 

y = f (x+x)  f (x)  dy, 

se dobiva:  

                                f (x+x)  f (x) + f ' (x) dx.           (3) 

 Za izbrana vrednost na argumentot x so ovaa relacija }e 
mo`e lesno da se presmetaat vrednostite na funkcijata za 

vrednosti  x+x (vo okolinata na x) 

 Primer 1.  Zadadena e funkcijata  y = x .  

 ]e ja primenime gornata vrska vrz ovaa funkcija. Bidej}i 

f (x+x) = xx  ,   f (x) = x ,   f ' (x) = 
x2

1
, 

se dobiva: 

xx    x  +  
x2

1
 x. 
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 Ako izbereme deka x=1, se dobiva: 

x1   1 +  
2

1
 x. 

 Od izvedenata formula mo`eme da presmetuvame kvadraten 

koren od vrednosti {to se bliski do 1. 

  Ako zamenime: 

 za  x = 0,3,  se dobiva:  31,   1 +  
2

1
 0, 3;    31,   1,15; 

 za  x = 0,5,  se dobiva:    51,   1,05; 

 za   x = 0,1,  se dobiva:    90,   0,95. 

 Od gornata vrska, ako izbereme deka  x = 4, formirame formu-

la za pribli`no presmetuvawe na kvadraten koren od vrednosti bliski 

do 4. 

 Formulata go dobiva vidot: 

x4   2 +  
4

1
 x. 

 Ako e potrebno da presmetame  34,  vo formulata }e 

zamenime x=0,3, pa se dobiva:  34,   2,075. 

 Primer 2.  ]e ja razgledame funkcijata  y = sin x. 

 Za ovaa funkcija 

f (x+x) = sin (x+x),     f (x) = sin x,    f ' (x) = cos x, 

pa se dobiva: 

sin (x+x)   sin x + cos x x. 

 Ako izbereme x = 30 0 ,  (x go ozna~uvame so h), se dobiva: 

sin ( 30 0 + h )    sin 30 0 + cos30 0 h, 

odnosno: 

sin ( 30 0 + h )   0,5 + h
2

3
. 

 Dobienata formula }e se koristi za presmetuvawe na 

vrednostite na funkcijata sin x za vrednosti na agolot okolu 300
. 



Gl. V Izvod na funkcija 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

267 

 

 Za h = 0,017 ({to odgovara na vrednost od 10
 ), se dobiva: 

sin 310   0,5 + 
2

3
 0,017 = 0,5151. 

 So ovaa formula }e mo`at da se presmetaat so dovolna to~nost 

vrednostite na funkcijata  y=sin x, za agli vo intervalot od 250
  do  

350
. 

 Za presmettuvawe na vrednostite na ovaa funkcija  za agli vo 

blizina na 45 0 , }e se zameni  x = 45 0,  pa se dobiva: 

sin ( 450 + h )  
2

2
 + 

2

2
 h. 

 Primer 3.  Kolkava e pribli`nata promena na stranata na 

kvadratot, ako negovata plo{tina se zgolemi od 9 m2
 na 9,1 m2

. 

 Ako so x ja obele`ime plo{tinata na kvadratot,  a so y 

negovata strana, }e imame: 

x = y2   t.e.    y = x . 

 Za da ja najdeme pribli`nata promena na stranata y, }e se 

koristime so pribli`noto ravenstvo  

y   dy, 

 pa imame: 

y   dy = y ' dx = 
x2

1
 dx = 

92

10,
  = 0,016. 

 Primer 4.  Daden e krug so radius R. Da se iska`e geometriski, 

{to zna~i zamenuvawe na narasnuvaweto na plo{tinata na krugot so 
negoviot diferencijal. 

 Bidej}i  P = R2
, toga{ ako R dobie narasnuvawe R (R=dR), 

se dobiva: 

P =  (R+R)2  R2  = 2R  R +  (R)2. 

 Vrednosta na Pgeometriski pretstavuva plo{tina na kru`en 

prsten, ograni~en so kru`nicite so radiusi R i R+R  (crt.5.6). 
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 Vrednosta na diferenci-jalot e 

       dP = 2R  dR 

ili 

dP = 2R  R, 

(bidej}i P'=2R ). Vrednosta na dP 

geometriski pretstavuva plo{tina na 

pravoagolnik so dol`ina    2R   i  {iro~ina 

  Crt. 5. 6.  R   (crt.5.7).  Za   mali   vrednosti   na R,  
(bidej}i  P  dP)  plo{tinata  na  kru`niot 

 prsten  mo`e pribli`no da se zameni so plotinata na pravoagolnikot. 
 
 

 
 

Crt. 5. 7. 
 

 

15. 5.  Diferencijali  od  povisok  red 
 

 Vo to~kata 15.1 navedovme deka proizvodot na izvodot na 

funkcijata y = f (x) i diferencijalot na nezavisno promenlivata 

e diferencijal na funkcijata (dy = f ' (x)dx), }e go vikame dife-
rencijal  od prv red. 

 Po definicija diferencijal od diferencijalot od prv 

red se vika diferencijal od vtor red i se ozna~uva so  d 2 y. 

 Spored toa, 

d 2 y = d (dy) = d (f ' (x) dx) = (f ' (x) dx) ' dx = f '' (x) dx 2. 

 Analogno, se definira diferencijal od tret red  kako 
diferencijal od diferencijalot od vtor red, itn., diferencijal 

od n-ti red e diferencijal od diferencijalot od (n1) red, i tie 
se ozna~uvaat so: 
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d 3 y = d (d 2 y) = d (f '' (x) dx 2 ) = (f '' (x) dx2 )' dx = f ''' (x) dx3, 

 
     

    d n y = d (d n1 y) = d (f (n1) (x) dx n 1 ) =  

              =  (f (n1) (x) dx n 1 )' dx = f (n) (x) dx n . 

 Od oznakite na diferencijalite, se dobivaat slednive 
oznaki za izvodite na funkcijata: 

    y ' = 
dx

dy
, 

    y '' = 
2

2

dx

yd
, 

                

y (n) = 
n

n

dx

yd
. 

 ^esto se koristi i slednava simbolika: 

n

n

dx

yd
 =   y

dx

d
n

n

. 

 Na primer  
dx

d
(2x4+1)  e oznaka za prv izvod na funkcijata  

y = x4 + 1. 
 

Zada~i za ve`bawe 

 1.  Da se najde diferencijal na funkciite: 

a)  y = 
x

a
 + arctg 

a

x
;   Odg.:  a) dy =   dx

xax

a
222

3




b)  y = 
21 x

x


.                 b)  dy =

  2

3
21 x

dx


. 
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 2.  Da se presmeta pribli`no vrednosta na : 

a)  tg 45 0 4' ;     Odg.:  a)  1, 0023. 

b)  sin 60 0 3 ' ;             b)  0, 86643. 

v)  arctg 0,97;              v)  0, 770. 

g)  
9960

0041

,

,
 ;               g)  1, 004 

 3.  Da se presmeta to~noto i pribli`noto narasnuvawe na 

plo{tinata na krugot so radius r=2m, koga radiusot }e se zgolemi za 

0,1m. 

Odg.:  P = 0, 41 ,  dP = 0, 4 ,      

 4.  Da se najdat ozna~enite diferencijali na funkciite: 

a)  y = x5;            d 5 y = ?           Odg.:   a)   d 5 y = 120 dx5. 

b)  y = 
x2

1
       d 3 y = ?                               b)  d 3 y = 

xx

dx
2

3

8

15


v) y =exln x.    d 4 y = ?     v) d 4 y = 
4

432

6864
dx

xxxx
xlne x 






  . 

g) Da se najde vrednosta na diferencijalot od vtor red za t=1 za 

funkcijata zadadena so parametarskite ravenki: 

   x = arctg t, 

   y = ln (1+t 2 ). 

Odg.:   d 2 y  = 4dx 2. 

 



  
 

 
 
 

GLAVA VI 

 

 

PRIMENA  NA  IZVODI 

 

Od  mnogukratnata primena na izvodite, }e se zadr`ime 
na nivnata primena vo prou~uvaweto na svojstvata na funkciite. 
Vo osnova na toa prou~uvawe spa|aat nekolku teoremi i formuli 
{to ja ~inat grupata osnovni teoremi na diferencijalnoto 
smetawe. Prethodno }e se zadr`ime na Rolovata, Lagran`ovata, 
Ko{ievata teorema kako i na Tajlorovata formula i so nivna 
pomo{ }e gi izvr{ime prou~uvawata na svojstvata na funkciite. 

 

 1. ROLOVA TEOREMA 

Ako funkcijata y=f (x) e neprekinata vo segmentot a,b, 
diferencijabilna  vo site to~ki od intervalot (a,b) i ako 

f(a)=f (b), toga{ vo intervalot (a,b) postoi barem edna to~ka 

x=  (a<<b) vo koja izvodot   f ' ()  e ramen na nula, ( f ' ()=0 ).  

Za da ja doka`eme teoremata }e postapime po sledniov 
na~in: }e razlikuvame dva slu~aja: 

1)  ako funkcijata ima konstantna vrednost vo segmentot  

a,b, toga{ izvodot vo sekoja to~ka e ramen na nula. Ovoj slu~aj 
ne pretstavuva poseben interes; 

 2)  bidej}i funkcijata e neprekinata  vo segmentot a,b,  
taa dostignuva maksimalna ili minimalna vrednost barem vo 

edna to~ka od toj interval. Neka, na primer, vo segmentot a,b  
razgleduvanata funkcija ima maksimalna vrednost {to }e ja 

ozna~ime so M i neka M>0 (crt. 6.1). Taa vrednost funkcijata 

neka ja primi za  x=,  (a,b),  t.e.  f ()  = M. 

 Bidej}i f ()=M, toga{  f (+x) f ()  0 i za pozitivno i 

za negativno x. 
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 Koli~nikot  

   
0




x

fxf
      za     x >  0 

   
0




x

fxf
      za     x <  0. 

 

Crt. 6. 1. 

 Vo to~kata x= postoi izvod,  po pretpostavka vo teore-

mata, pa preminuvaj}i na granica koga x 0, se dobiva: 

      0
00







'

x
f

x

fxf
lim , 

      0
00







'

x
f

x

fxf
lim . 

 Od diferencijabilnosta na funkcijata na intervalot 

(a,b)  sleduva deka 

 
'f  =  

'f  = f ' () = 0. 

So dokazot na teoremata poka`avme deka vo to~kata od 

segmentot a,b  vo koja funkcijata dobiva maksimalna ili mini-
malna vrednost, izvodot na funkcijata e ramen na nula. So ova 

konstatirame deka vo segmentot  a,b  postoi to~ka, a toa e vsu{-
nost  to~ka na maksimum odnosno minimum vo koja tangentata e 

paralelna so x-oskata.  

Rolovata teorema va`i samo za funkciite koi gi 
zadovoluvaat navedenite uslovi. Ako barem eden od uslovite ne e 

zadovolen, ne mora da bide f ' ()=0 za nekoja to~ka od intervalot. 
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Na primer, za funkcijata y = 1x{to se razgleduva  vo 

intervalot  ,1  pretstavena na crt.6.2, izvodot vo niedna to~ka ne 

e ramen na nula. Funkcijata za  x=0  ima maksimalna vrednost, no nema 

opredelena vrednost na izvodot (ne e diferencijabilna  vo to~kata 

x=0). 

 

Crt. 6. 2. 

 

2.  LAGRAN@OVA  TEOREMA 
 

Ako funkcijata y=f (x) e neprekinata vo segmentot a,b, 
diferencijabilna  vo sekoja to~ka od intervalot (a,b), toga{ 

postoi barem edna to~ka (a,b) takva {to da va`i raven-

stvoto 

   
ab

afbf




 = f '(),  a <  < b.            (1) 

 Ravenstvoto (1) e poznato pod imeto Lagran`ova 
formula. 

 Vo odnos na Dekartoviot koordinaten sistem vo 

segmentot  a,b  razgleduvame kriva y=f(x) (crt.6.3).  

 

Crt. 6. 3. 
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Niz to~kite A(a, f (a)) i B(b, f (b)) ~ii apscisi se krajnite 

to~ki  na spomenatiot interval, povlekuvame prava ( ). Ravenka-

ta na taa prava  (prava niz dve to~ki)  

y y1  = 
12

12

xx

yy




 (xx1), 

}e se izrazi  vo sledniov vid: 

y = 
   

ab

afbf




 (xa) +f(a), 

za koja }e ja vovedeme oznakata  y =  (x). 

 ]e formirame edna nova funkcija so oznaka F(x): 

F(x) = f (x)   (x)  = f (x)   
   

ab

afbf




 (xa) f(a).

 Novata funkcija F(x) e isto diferencijabilna (kako 
razlika na dve diferencijabilni funkcii), osven toa, vrednosta 

na novata funkcija vo krajnite to~ki na intervalot a,b e nula, 

t.e. F(a)=0, F(b)=0, {to lesno mo`e da se proveri ako vo 

funkcijata F(x)   se zameni x=a, odnosno x=b. 

 Spored toa, novata funkcija F(x) gi zadovoluva uslovite 
na Rolovata teorema,  pa od toa sleduva deka postoi barem edna 

to~ka x=  od intervalot a,b za koja }e bide   f '()=0. 

 Opredeluvaj}i go izvodot na funkcijata  F(x): 

F ' (x) = f ' (x) 
   

ab

afbf




 

i izedna~uvaj}i go so nula za  x= , se dobiva: 

f ' ()  
   

ab

afbf




 = 0. 

Ottuka sleduva deka navistina 

f ' ()  
   

ab

afbf




. 
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 Da dademe i geometriska interpretacija na Lagran`ovata 
teorema. 

 Bidej}i  f ' ()  e agolniot koeficient na tangentata kon 

krivata vo to~kata x=, a 
   

ab

afbf




  e agolniot koeficient na 

tetivata  niz  to~kite  A  i B,  so Lagran`ovata teorema se tvrdi  

deka na lakot AB od krivata  y=f(x) postoi barem edna to~ka vo 
koja tangentata e paralelna so tetivata {to gi svrzuva krajnite 
to~ki od lakot.  Dokolku barem eden od navedenite uslovi za 

funkcijata  y=f(x)  ne e ispolnet, Lagran`ovata teorema ne va`i. 

Ovaa teorema, ~esto se pi{uva i vo druga forma. Se zema 

po~etokot na intervalot da bide ozna~en so x, krajnata to~ka so 

x+h (h-dol`ina na intervalot), a edna proizvolna to~ka od toj 

interval se ozna~uva vo vid x+h, kade {to  e eden broj so 

vrednost od 0 do 1 (0<<1). 

 Po zamena na ovie vrednosti, se dobiva Lagran`ovata 
teorema vo vid: 

f(x+h) f(x) = h  f ' ( x+h ),   0< <1, 

ili vo vid: 

y = x  f ' (x+ x). 

 Lagran`ovata teorema ~esto se vika i teorema za 
kone~no narasnuvawe na funkcijata ili teorema za sredna 
vrednost (vo diferencijalnoto smetawe). 

 

3.  KO[IEVA  TEOREMA 

 Ako funkciite f(x) i (x) se neprekinati na segmentot  

a,b, diferencijabilni na intervalot (a,b), i '(x)0 vo inter-

valot (a,b), toga{ postoi barem edna to~ka  ,  a<  < b, takva 

{to da va`i: 

   
   ab

afbf




 = 
 
 


'

'f
 . 
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 Pred da pomineme na dokazot na teoremata, vo po~etokot 

}e doka`eme deka   (b)  (a)  0. Ako   (b)  (a) = 0, t.e.  

 (b)    (a), toga{ spored teoremata na Rol, za funkcijata  (x) 

mo`e da se najde to~ka ,  a<<b, vo koja  ' ()=0, a toa e spro-

tivno na pretpostavkata deka e   ' (x)  0 vo intervalot (a,b). 

 Za da ja doka`eme teoremata na Ko{i, }e ja razgledame 
pomo{nata funkcija 

F(x) = f (x)  f (a) 
   
   ab

afbf


     ax  . 

 Ovaa funkcija na segmentot a,b gi zadovoluva uslovite 

na teoremata na Rol, t.e. neprekinata e na segmentot a,b, 
diferencijabilna na intervalot  (a,b) i F(a)=0, F(b)=0, t.e. 

F(a)= F(b). Spored teoremata na Rol, za funkcijata F(x) postoi 

to~ka ,   a <  < b, takva {to   F ' () = 0. 

 Bidej}i 

F ' (x) = f ' (x) 
   
   ab

afbf




 ' (x), 

za  x=  se dobiva: 

F ' () = 0 = f ' () 
   
   ab

afbf




 ' (), 

Bidej}i   ' ()  0, sleduva: 

   
   ab

afbf




 = 
 
 


'

'f
. 

So toa teoremata e doka`ana. 

 

4.   PRIVIDNO  NEOPREDELENI  IZRAZI.  

LOPITALOVO PRAVILO 

 Razgleduvame funkcija  F(x)=
 
 x

xf


. Ako za  x=x0  e f (x0)=0,  

 (x0)=0, funkcijata F(x) za x=x0  dobiva  neopredelena vrednost 

0

0
  (F(x0) =

0

0
).  Vo  vakov  slu~aj, po  definicija  za  vrednost  na  
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funkcijata F(x) za x=x0, se zema vrednosta na granicata na 

funkcijata F(x) koga xx0, imeno      

F(x0) =
0xx

lim


 F(x) = 
0xx

lim


 
 x

xf


. 

 Soglasno izvedenata definicija, }e ka`eme deka vrednosta na 

funkcijata   F(x) = 
x

xsin
  za  x=0  e 1. 

 Za opredeluvawe na granicata 
0xx

lim


 
 x

xf


 (ako funkciite 

f(x) i  (x) stanuvaat ramni na nula za x=x0), se koristime so 

Lopitalovoto pravilo, koe se iska`uva na sledniov na~in: 

 Neka  f(x) i  (x) se neprekinati funkcii na segmentot 

a,b, diferencijabilni na intervalot (a,b) i za x0  (a,b), neka 

e   f(x0) =  (x0) = 0   i    ' (x)  0,  (x0  (a,b)), toga{ ako postoi 

0xx
lim


 
 x'

x'f


, 

postoi i  

0xx
lim


 
 x

xf


 

i pritoa 

0xx
lim


 
 x

xf


 = 

0xx
lim


 
 x'

x'f


.            (1) 

 Navistina, od teoremata na Ko{i imame: 

   
   0

0

xx

xfxf




 = 
 
 


'

'f
, x0 <  < x. 

Od pretpostavkata deka  f(x0) =  (x0) = 0    sleduva: 

 
 x

xf


 = 

 
 


'

'f
.             (2) 
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Bidej}i koga xx0 i x0 , granicata na odnosot 
 
 x'

x'f


 e 

ista so granicata na odnosot 
 
 


'

'f
, a od (2) sleduva: 

0xx
lim


 
 x

xf


 = 

0xx
lim


 
 x'

x'f


. 

 So toa teoremata e doka`ana. 

 Se poka`uva deka ova pravilo va`i i vo slu~aj, nezavisno 
promenlivata da kloni kon beskrajnost, t.e. 

x
lim

 
 x

xf


 = 

x
lim

 
 x'

x'f


. 

 Ako   f ' (x0) = 0 i  '(x0) = 0 , toga{ povtorno se primenuva 

Lopitalovoto pravilo, t.e. 

0xx
lim


 
 x

xf


 = 

0xx
lim


 
 x'

x'f


 =

0xx
lim


 
 x''

x''f


 . 

 Ponekoga{ Lopitalovoto pravilo se primenuva dotoga{ 
dodeka se najde grani~nata vrednost (dokolku taa postoi). 

 Pokraj navedeniot neopredelen vid 
0

0
, vo koj mo`e da se 

pojavi edna funkcija za nekoja kone~na vrednost na x ili koga 

x  taa mo`e da se pojavi u{te i vo slednive neopredeleni 
vidovi: 




,     0     00 0,    1 

 Vo sive ovie slu~ai mo`e da se primeni Lopitalovoto 
pravilo napravo na funkcijata ili po izvr{uvawe na nekoi 
transformacii na koi uka`uvame podolu. 

 Ako funkcijata {to ja razgleduvame e od vid F(x) = 
 
 x

xf


 

i ako za x=x0 (ili x   ) e  f(x0) =  ,  (x0) =   taa }e se javi 

vo vid 



. Vo ovoj slu~aj Lopitalovoto pravilo se primenuva 

direktno na funkcijata. 
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 Ako funkcijata {to ja razgleduvame e od vid 

F(x)=f(x)  (x)   i  za x=x0 (ili x   ) e f(x0)=0,  (x0) =    taa }e 

se javi vo neopredelen vid 0 . Vo ovoj slu~aj funkcijata F(x) }e 
ja izrazime vo vid: 

F(x) = 
 

 x

xf


1

         ili    F(x) = 
 

 xf

x
1


 , 

pa potoa se primenuva Lopitalovoto pravilo. Funkcijata F(x) 

izrazena vo vakov vid se javuva vo neopredelen vid  
0

0
  ili  




. 

 Ako funkcijata {to ja razgleduvame e od vid                   

F(x) = f(x)   (x)     i  za x=x0 (ili x   ) e f (x0)= ,  (x0) =    

taa }e se javi vo neopredeleniot  vid    . Vo ovoj slu~aj 
potrebno e funkcijata na nekoj na~in da se preuredi, za da se javi 

vo eden od prethodno razgledanite  vidovi 
0

0
, 



 ili   0 ), pa 

potoa da se primeni Lopitalovoto pravilo. 

 Za funkcijata F(x) {to }e se javi vo eden od 

neopredelenite vidovi  00 0, 1  se opredeluva logaritam na 
taa funkcija.   

 So toa se dobiva neopredelen izraz od vid 
0

0
, 



 ili   

0 . Vrednosta na  lnF(x) za x= x0 se dobiva so primena na 
Lopitalovoto pravilo.  

Ako  

0xx
lim


 ln F(x) = A, 

 toga{ 

0xx
lim


 F(x) = eA. 

Primer 1.  Da se opredeli grani~nata vrednost 

xsin

e
lim

x

x

12

0




. 

Za x=0, dobivame deka vrednosta na ovaa funkcija e neoprede-

lena  od vid 
0

0
 .  
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Soglasno so Lopitalovoto pravilo, dobivame: 

xsin

e
lim

x

x

12

0




 = 
xcos

e
lim

x

x

2

0

2


 =  
1

2
 = 2. 

Za vrednost na funkcijata 
xsin

e x 12 
  za x=0 }e zememe, soglasno 

so definicijata, deka e 2. 

Primer 2. Da se opredeli vrednosta na funkcijata 

F(x)=x2lnx  za x=0. 

Za x=0 vrednosta na funkcijata se javuva vo vid 0 . Za da ja 

opredelime vrednosta na funkcijata F(x) za x=0 }e ja opredelime 

granicata na F(x) koga x  0  izrazuvaj}i ja vo vid: 

F(x) = 

2

1

x

xln
. 

So primena na Lopitalovoto pravilo se dobiva: 

0x
lim  F(x) =

0x
lim  

2

1

x

xln
    = 

0x
lim   

3

2

1

x

x


   = 

0x
lim 










2

2x
 = 0. 

Spored toa vrednosta na funkcijata za x=0  }e zememe deka e  0. 

Primer 3. Da se opredeli grani~nata vrednost  

0x
lim  xx 

Funkcijata F(x)=xx
 za x=0,  dobiva neopredelena vrednost  0 0. 

]e presmetame 

ln F(x) = ln xx = x lnx. 

Funkcijata  ln F(x)  za x=0, dobiva neopredelen vid  0 , pa 

spored toa, 

0x
lim  ln F(x) = 

0x
lim  x lnx  = 

0x
lim

x

xln
1

 = 
0x

lim

2

1

1

x

x


 = 

0x
lim (x) = 0, 

od kade {to sleduva: 

0x
lim   F(x) = e0 = 1. 
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5.  TAJLOROVA  FORMULA 
 

 Vo primena, ~esto pati, se javuva potreba da se presmata 

edna ili pove}e vrednosti na nekoja funkcija   y=f (x) za izbrani 
vrednosti na argumentot. Pri razgleduvaweto na osnovnite 
elementarni funkcii, nie namerno izbirame samo nekoi 
vrednosti na nezavisno promenlivata za koi mo`eme da ja 
presmetame vrednosta na funkcijata, poradi te{kotiite na koi 
naiduvame pri presmetuvaweto na vrednostite na funkcijata za 
koi i da bilo vrednosti na argumentot. (Na primer, pri 

formiraweto tabela na vrednosti za funkcijata y=sinx, izbirame 

vrednosti na argumentot 300,  600,  450, no ne 470,  320,  630 itn.). 

 Za da se olesni presmetuvaweto na vrednostite na funk-
ciite {to ~esto se koristat, podgotveni se tablici (za 
trigonometriskite funkcii, za logaritamskata funkcija i 
drugi), od koi na mnogu lesen na~in se nao|aat vrednostite na 
funkciite zadadeni so tablica. 

 Polinomite se smetaat za najednostavni funkcii. 

Vrednosti na polinomite za dadena vrednost na promenlivata x 
se presmetuvaat samo so izvr{uvawe na trite osnovni 
aritmeti~ki operacii, (sobirawe, vadewe, mno`ewe). Zatoa od 
golemo teoretsko i prakti~no zna~ewe e Tajlorovata formula, 
so koja e poka`ana postapkata za pretstavuvawe (izrazuvawe) na 
edna proizvolna (transcendentna) funkcija pribli`no so 
polinom. Na toj na~in e sozdadena mo`nost vrednostite na 
proizvolna funkcija da se presmetuvaat so soodvetniot polinom 
so koj funkcijata pribli`no e pretstavena, {to vo golema mera 
go olesnuva presmetuvaweto, a vo pove}e slu~ai e edinstveno 
mo`no na ovoj na~in. 

 Ako funkcijata f (x) se zameni so polinom po stepeni od 

xx0   od  n-ti  red: 

P(x) = a0  + a1 (xx0)  +  a2 (xx0)
2  

 +   …    +  an (xx0)
n 

i  e eden proizvolen broj, toga{ zada~ata se sveduva na 
opredeluvawe  na  nepoznatite ( neopredelenite )  koeficienti   

a0,  a1,  a2,   …   an  na polinomot P(x), taka {to 

   xPxf  < 

za vrednosti na x vo okolina na to~kata x=x0. 
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]e poka`eme kako se opredeluvaat spomenatite koefici-

enti. Vo vrska so ova }e razgledame dva slu~aja: 

  1)  Neka  f (x) e polinom od    n-ti  stepen 

(na primer b0 + b1x + b2x2  
 +   …    +  bnx

n).  

Dadeniot polinom }e go izrazime po stepenite na 

binomot  xx0 : 

      f (x) = a0 + a1(xx0) + a2(xx0)
2 

 + a3(xx0)
3 +  …   +  an(xx0)

n     (*) 

i }e pristapime kon opredeluvawe na koeficientite a0,  a1,  a2,   
…   an , taka {to ravenstvoto da bide identi~ki ednakvo. 

 Ako zamenime x=x0, dobivame  a0 = f (x0) (site drugi 

~lenovi za x=x0  se ramni na nula).  

Po opredeluvawe na izvodot 

f ' (x) =  a1  + 2 a2 (xx0)
  
 +3a3 (xx0) 

2   +   …    + n an (xx0) 
n1 

i povtorna zamena  x=x0,  dobivame   f ' (x0) = a1 . 

 Po povtorno diferencirawe i zamenuvawe x=x0, sukce-
sivno dobivame deka 

a2 = 
 
!2

0x''f
, 

a3 = 
 
!3

0x'''f
, 

   

    an = 
   

!
0

n

xf n

. 

Po zamenuvawe na ovie vrednosti za koeficientite vo 
ravenstvoto (*) dobivame: 

f (x) = f (x0) + 
 
!1

0x'f
(xx0) + 

 
!2

0x''f
(xx0)

2 
 +  … 

                   …  +  
   

!
0

n

xf n

(xx0)
n . 

Dobienoto ravenstvo e vsu{nost  Tajlorovata formula 
za polinom. So ovaa formula sme vo mo`nost, polinomot po 

stepenite na x da go pretstavime so polinom po stepenite na 

binomot  xx0 . 
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Primer 1.  Polinomot 

f(x) = 2x3 x2 + x 3 

da se izrazi so polinom po stepenite od  x1. 

 ]e se koristime so formulata 

  

f (x) = f(x0) + 
 
!1

0x'f
(xx0) + 

 
!2

0x''f
(xx0)

2 
 +  … 

                    …  +  
   

!
0

n

xf n

(xx0)
n 

za   x0=1. ]e gi najdeme izvodite na funkcijata : 

   f(x)     =  2x3 x2 + x 3, 

              f ' (x)  =  6x2  x  + 1, 

             f '' (x)  = 12x  

             f ''' (x) = 12, 

            f IV (x) = 0. 

 ]e gi presmetame vrednostite na funkcijata i nejzinite izvodi 

za  x=1; 

f(1) = 1,   f ' (1) = 5,   f '' (1) = 10,   f ''' (1) = 12,   f IV (1) = 0. 

 Zamenuvaj}i gi vrednostite na funkcijata i nejzinite izvodi vo 
formulata, dobivame: 

f(x) = 1 + 5(x1) + 5(x1)2 + 2(x1)3 . 

 Spored toa go dobivame identitetot: 

2x3 x2 + x 3    1 + 5(x1) + 5(x1)2 + 2(x1)3 . 

 ]e ja poka`eme korista od izrazuvaweto na zadadeniot polinom 

vo polinom po stepeni od  x1, samo vo eden slu~aj. Ako e potrebno da 

se presmeta vrednosta na polinomot za x=1,1, mnogu polesno }e ja 

dobieme taa vrednost od polinomot razvien po stepenite od  x1. 
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2)  Neka f(x) e funkcija {to ne e polinom. 

Funkcijata f(x) neka e opredelena vo segmentot a,b, ima 

izvodi od n-ti red zaklu~no vo segmantot a,b i n+1 izvod vo 

intervalot (a,b). 

 Postapkata za izrazuvawe na eden polinom po stepeni od 

x so drug polinom po stepeni od xx0 ni slu`i kako upatstvo kako 
da postapime koga e potrebno edna funkcija {to ne e polinom da 

se izrazi so polinom po stepeni na  xx0. 

 Ako so Rn ja ozna~ime razlikata pome|u vrednostite na 

dadenata funkcija f(x) i vrednostite na  vakov na~in formiran 

polinom P(x), imame: 

f(x) P(x) = Rn
t.e.  

f(x) =P(x) + Rn 

ili vo razviena forma: 

 f(x) = f(x0) + 
 
!1

0x'f
(xx0) + 

 
!2

0x''f
(xx0)

2 
 +  … 

          …  +  
   

!
0

n

xf n

(xx0)
n +Rn , 

kade {to Rn e ostatok na Tajlorovata formula. 

 Za site vrednosti na x za koi ostatokot Rn  e pomal  mo`e 

da se koristi polinomot P(x) za pribli`no presmetuvawe na 

funkcijata f(x). Ako za odnapred opredelena vrednost na n 
(stepen na polinomot ili broj na ~lenovi na polinomot) 

ostatokot Rn  ostanuva po vrednost pomal od , toga{ e realno 

presmetuvaweto na vrednostite na funkcijata f(x) da se izvr{i 
so pomo{ na polinomot, gre{kata {to pri toa se pravi e isto 

pomala od . Koga vrednosta na funkcijata se presmetuva so na 
ovoj na~in formiran polinom, voobi~aeno e da se ka`e deka 
funkcijata se aproksimira (pribli`no pretstavuva), so 
navedeniot polinom, so takanare~enata Tajlorova formula. 

 Primer 2.  Da se aproksimira (razvie) funkcijata y=sinx po 

Tajlorovata formula vo blizinata na to~kata x0 =
4


  (da se zemat 

samo prvite pet ~lena). 



Gl. VI Primena na izvodi 

 

285 

285 

 
 Vo formulata    

 f(x) = f(x0) + 
 
!1

0x'f
(xx0) + 

 
!2

0x''f
(xx0)

2 
 + 

 
!3

0xf '''

(xx0)
3  +… 

}e gi zamenime vrednostite na funkcijata   y = sinx  i  nejzinite 

izvodi za    x = 
4


. 

 ]e gi najdeme izvodite na funkcijata i }e gi presmetame 
nivnite vrednosti: 

   f (x) = sin x, 

              f ' (x) = sin (x+
2


 ), 

             f '' (x) = sin (x+2
2


 )

             f ''' (x) = sin (x+3
2


 ), 

            f IV (x) = sin (x+4
2


 ); 

f(
4


) = 

2

2
,        f ' (

4


) = 

2

2
,        f '' (

4


) = 

2

2
, 

f ''' (
4


) = 

2

2
,       f IV (

4


)  = 

2

2
, 

 po zamenuvawe se dobiva: 

sin x
2

2
+

2

2
(x

4


) 

!22

2


(x

4


)2 

!32

2


 (x

4


)3 +

!42

2


 (x

4


)4. 

 Formulata mo`e da se koristi za presmetuvawe na vrednostite 

na funkcijata  y=sinx  za agli okolu  450
 . 

 Za  x =  460
 dobivame: 

sin 460  
2

2
 + 0,017

2

2
 

2

2

!2

0170 2


,



     
2

2

!3

0170 3


,

+ 
2

2

!4

0170 4


,

  . 
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5. 1.  Opredeluvawe na ostatokot vo Tajlorovata formula 
 
 Koga edna funkcija se razviva (pretstavuva) so Tajlorova 

formula, mnogu e bitno da se oceni vrednosta na ostatokot Rn, za 
da znaeme so kakva to~nost rabotime pri aproksimiraweto. 

Vrednosta na Rn zavisi od vidot na funkcijata, od brojot na 

~lenovi na polinomot i od vrednosta na x za koja se presmetuva 
vrednosta na funkcijata. Na{a cel ovde }e bide da go izrazime 

Rn vo takva forma, za da mo`e da ja ocenuvame negovata vrednost. 

 Ostatokot Rn  }e go napi{eme vo vid: 

Rn  = 
 
 !1

1
0


 

n

xx n

Q(x) 

pri {to opredeluvaweto na vrednosta na Rn se sveduva na 

opredeluvawe na vrednosta na Q(x).  Po ova, Tajlorovata 
formula go dobiva sledniov vid: 

 f (x) = f (x0) + 
 
!1

0x'f
(xx0) + 

 
!2

0x''f
(xx0) 

2 
 +  … 

         …  +  
   

!
0

n

xf n

(xx0) 
n + 

 
 !1

1
0


 

n

xx n

Q(x) , 

 ]e formirame edna pomo{na funkcija (}e ja ozna~ime so 

F(t)) vo vid: 

F(t) = f (x) f (t)  
 
!1

t'f
(xt)  

 
!2

t''f
(xt) 2 

   … 

                 …    
   

!n

tf n

(xt) n  
 
 !1

1


 

n

tx n

Q(x) , 

 Ovaa funkcija  e formirana na toj na~in {to e 

formirana razlika pome|u funkcijata f(x) i Tajlorovata 

formula {to ja aproksimira, vo koja namesto x0 e zameneto t. 
Novata, pomo{na funkcija F(t) gi zadovoluva uslovite na 
Rolovata teorema (taa e neprekinata, diferencijabilna i 

F(x0)=0,  F(x) = 0. 

 Soglasno so Rolovata teorema, izvodot na funkcijata F(t)  
za  t= , kade {to  x0 <  <x,  e ramen na nula, t.e.  F ' () = 0.  
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 ]e presmetame: 

F' (t) =  f ' (t) f ' (t)  f '' (t)(xt) +2(xt) 
 
!2

t''f
 

  
 
!2

t'''f
(xt) 2 +  …  +  n(xt) n

   
!n

tf n

 

  
   

!

1

n

tf n

(xt)n  + (n+1)(xt)n 
 

 !1n

xQ
 .  

 Po sveduvawe se dobiva: 

F' (t)  =   
   

!

1

n

tf n

 (xt)n  +  
   
 !1

1



n

xQn
 (xt)n , 

odnosno: 

F' (t)  =   
   

!

1

n

tf n

 (xt)n  +  
 
!n

xQ
(xt)n. 

 Izedna~uvaj}i go izvodot so nula za t=, se dobiva: 

        xQf
n

x n
n


 1

!
  =  0. 

 So ogled na toa deka prviot mno`itel ne e nula, bidej}i 

x, se dobiva: 

f  (n+1)( ) Q(x) = 0,    odnosno:    Q(x) = f  (n+1)( ), 

kade {to  x0 <  <x. 

 Po sè ova, kone~no Tajlorovata formula, vklu~uvaj}i go i 

kone~niot vid na ostatokot Rn , go dobiva sledniov vid: 

f(x) = f(x0) + 
 
!1

0x'f
(xx0) + 

 
!2

0x''f
(xx0) 

2 
 +  … 

                 …  +  
   

!
0

n

xf n

(xx0) 
n +Rn                (*) 

pri {to 

Rn  = 
   

    1
0

1

!1







 n
n

xx
`n

f
, x0 <  < x. 
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 Mnogu ~esto namesto neravenstvoto  x0 <  <x mo`eme da 

se koristime i so relacijata =x0 +(xx0), pri {to 0<<1, {to e 

ekvivalentno na uslovot    da pripa|a vo intervalot (x0,x).    

 Dobieniot izraz za ostatokot  Rn se vika Lagran`ov 
vid na ostatokot. 

 Za x0=0, se dobiva: 

f (x) = f (0) + 
 
!1

0'f
x + 

 
!2

0''f
 x2 

 +  
 
!3

0'''f
 x 3  +   … 

                               …  +  
   

!

0

n

f n

 x n +Rn(),           (**) 

pri {to 

Rn  = 
   

 
1

1

!1





 n

n

x
`n

f
,  

kade {to  0 <  < x  ili  =  x  pri uslov  0<<1. 

 Od Tajlorovata formula se gleda deka sekoja funkcija 

y=f(x)  koja gi ima site izvodi od  n-ti  red  vo to~kata x0 i 

n+1-vi izvod vo okolinata na taa to~ka, mo`e da se 

aproksimira so polinom od n-ti stepen vo okolinata na taa 
to~ka. 

 So formulata (*) mo`e da se aproksimira funkcijata 

y=f(x) vo blizina na to~kata x0 (so nea }e presmetuvame 

vrednosti na funkcijata za vrednosti na x bliski do x0), 
dodeka so formulata (**) }e se koristime za presmetuvawe 

vrednosti na funkcijata za vrednosti na x bliski do nula. 

 Formulata (**) e o~igledno specijalen slu~aj na formu-

lata (*), kade {to se zema deka x0=0 i se vika Maklorenova 
formula. 

 Vo narednive primeri }e se zadr`ime pove}e na nekoi 
pra{awa povrzani so ostatokot na Maklorenovata formula. 

 Primer 1. Da se razvie funkcijata  

y = ex
 

po Maklorenovata formula, zemaj}i gi pritoa prvite ~etiri ~lena. 
Od formulata da se iskoristat ~etirite ~lena  za presmetuvawe na 

e0,1
.  

 Da se oceni gre{kata {to ja pravime za taka presmetanata 
vrednost. 
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 ]e gi opredelime prvite tri izvodi na funkcijata: 

f(x) = e x,      f ' (x) = e x,       f '' (x) = e x ,       f ''' (x) = e x. 

 Vrednostite na funkcijata i izvodite za x=0 se: 

f(0) = 1,      f ' (0) = 1,       f '' (0) = 1 ,       f ''' (0) = 1. 

 Spored toa,  zamenuvaj}i vo Maklorenovata formula, se dobiva: 

e x  1 + x +
!2

2x
 + 

!3

3x
. 

 So dobienata aproksimacija na funkcijata y = ex
  sme vo mo`-

nost da gi presmetuvame vrednostite na funkcijata ex
 za vrednosti na x 

blizu do nula. 

 Na primer, za e0,1
  (x=0,1) se dobiva: 

e 0,1  1 + 0,1 + 
!2

010,
 + 

!3

0010,
 

e 0,1  1 + 0,1 + 0,005 + 0,00016 = 1,10516. 

 Za da ja ocenime gre{kata vo presmetanata vrednost (kolku 

cifri se to~ni ) }e se koristime so formulata za ostatokot Rn. 

 Vo slu~ajov, n=3 (bidej}i funkcijata ex
 ja pretstavivme kako 

polinom od tret stepen) i x = 0,1,  za ostatokot 

Rn =  !1

1





n

ex xn

 

imame 

R3 =
 

!4

10 104 ,e, 

. 

 Za  najnepovolno    =1,  izrazot  e  0,1
  ne  e  pogolem od  3. Za 

e  0,1   
ako  zamenime  so 3,  se dobiva: 

R3  < 
 

!4

310 4 ,
. 

 Znakot = go zamenuvame so znakot  <  bidej}i so zamena  e  0,1
   

so 3 desnata strana ja zgolemuvame. 

 Po presmetuvaweto na vrednostite na desnata strana od 
neravenstvoto, se dobiva deka 
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R3  < 
1234

300010


,

 = 0,0000125, 

{to zna~i deka vrednosta za e 0,1
 e presmetana so 4 to~ni decimalni 

mesta. 

 Primer 2.  Kolku ~lena treba da se zemat od Maklorenovata 

formula pri razvivaweto na funkcijata y=ex
 za, pri 

presmetuvaweto na  e 0,1
  gre{kata da bide pomala od 0,001. 

 Za funkcijata  y=ex 
 Maklorenovata formula go ima sledniov 

vid: 

e x = 1 + x +
!2

2x
 + 

!3

3x
 +  …  + 

!n

xn

 + Rn , 

kade {to 

    Rn =  
x

n

e
n

x 


 !1

1

,      0 <  < 1.  

 Vo slu~ajov e zadadeno x=0,1,  Rn < 0,001.  Potrebno e da se 

presmeta n. 

 ]e se koristime so izrazot za ostatokot Rn . Spored uslovot na 

zada~ata, potrebno e 

 
x

n

e
n

x 


 !1

1

 < 0,001. 

 ]e zamenime  x=0,1, po {to se dobiva: 

 
 

10
1

!1

10 ,
n

e
n

, 





 < 0,001. 

 Za najnepovolno  = 1, izrazot  e  0,1
  ne  e pogolem od  3,  pa za 

e  0,1
 }e zamenime  so 3. Bidej}i zemame pogolema vrednost od vistin-

skata smislata na znakot  <  ne se menuva, pa se dobiva: 

 
  3

!1

10 1






n

, n

 < 0,001. 

 Neravenkata e od takov vid {to edinstveno mo`e da se proveri 

so probawe, za koja vrednost na n levata strana e pomala od 0,001. 
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 Za  n = 1,    

 
3

2

10 2


,

= 0,015 

ne e pomalo od 0,001, {to zna~i ne e dovolno da se zemat samo prvite 

dva ~lena za da se postigne baranata to~nost. Zatoa probame so 

pogolema vrednost za n,  n=2, pa dobivame deka levata strana ima 

vrednost 

23

00103


 ,

 = 0,0005. 

 Spored toa, dovolno e da se zemat prvite tri ~lena  za, pri 

presmetuvaweto na   e 0,1
, da napravime gre{ka pomala od 0,001. 

 Primer 3.   Ako pri presmetuvaweto na vrednosta na funkci-

jata ex
 se zemat prvite ~etiri ~lana od Maklorenovata formula, 

kolkava e maksimalnata vrednost na promenlivata x, za koja mo`e da 

se presmetuva vrednosta na funkcijata, so gre{ka  pomala od  0,0001? 

 Zadadeno e   n = 3   i   R3 < 0,0001. 

 Trgnuvame  pak od izrazot za ostatokot Rn , za da ja opredelime 

vo ovoj slu~aj vrednosta na promenlivata x. 

 Od relacijata 

Rn =  !1

1


 

n

ex xn

, 

po zamenuvawe  n=3,  se dobiva: 

!4

4 xex 
 < 0,0001. 

 ]e zamenime, namesto ex 
najgolemata vrednost {to mo`e da ja 

primi  toj izraz  za  x<1,  (toa e 3),  pa se dobiva: 

!4

3 4x
 < 0,0001. 

 So nagolemuvaweto na levata strana, smislata na neravenkata 
ne se menuva. 

 Ako gi izvr{ime slednive operacii 
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24

3 4x
 < 0,0001, 

10000

1

8

4


x

,  

x4 < 
10000

8
 , 

| x| < 
10

84

, 

sleduva deka za x = 
10

84

, {to iznesuva 0,00168, se pravi gre{ka od 

0,0001. Za sekoja vrednost na  | x| < 0,0017  gre{kata ostanuva vo istite 

granici. 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

 1. Da se poka`e deka za funkcijata f (x) = 4x3 +x2 4x+1 na 

segmentot 1,1 va`i teoremata na Rol i da se opredeli to~kata vo 

koja f '(x) = 0. 

Odg.:  x=1  =   
3

2
,  x= 2 = 

2

1
. 

 2.  Dali mo`e da se primeni Rolovata teorema na funkcijata     

f(x) =  22x vo intervalot 0,3  ? 

Odg.:  Ne mo`e, nema izvod za x=2. 

 3.  Da se proveri dali za funkcijata y=lnx na segmentot 1,2 
va`i Lagran`ovata teorema? Dokolku va`i da se opredeli to~kata  i 

da se objasni geometriski. 

Odg.:   =
2

1

ln
 . 

 4.  Da se najde to~kata M na lakot AB na krivata y=2xx2
, vo 

koja tangentata e paralelna so tetivata  AB , ako A(1,1) i B(3,3). 

Odg.:  M(2,0). 

5.  So pomo{ na Lopitalovo pravilo da se presmetaat 

granicite: 
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1)  
1x

lim  
ee

xlnx
x 
12

;   Odg.:  1) 
e

3
.   

2)  
x

lim  
x

x

ex

xe



2

;            2)  0. 

3)  
0x

lim  
 








 


 2

1

1

1

x

xln

xx
;            3)  

2

1
 

4)  
x

lim  (2 arctg x) ln x;           4)  0. 

5)  
2


x

lim  (2x) cos x ;            5)  1. 

6)  
x

lim    xxx
1

2  ;            6)  2. 

7)  
0x

lim  
xsin

x

1

92

5










           7)  30

1


e . 

6.  Polinomot 

P(x) = x4 3x3 + x2 3x + 4 

da se razlo`i po stepenite na  x4. 

Odg.:  P(x) = 56 + 21 (x4)  + 37(x4)2 + 11(x4)3 + (x4)4. 

7.  So pomo{ na Tajlorovata formula da se presmeta vrednosta 

na polinomot 

P(x) =  5x3 + 3x2 x + 2 

za  x = 1,02  so to~nost do 0,001. 

Odg.:  P(1,02)  1,205. 

8. Da se napi{e Tajlorovata formula za funkcijata  f (x) = ln x    

za  x0 = 1. 

Odg.:  ln x = x
 

2

1 2x


 
3

1 3x
n 

 
n

x n1
Rn

Rn  = 
 

 

1

11

1

1

1
















nn

x

x

n
 0<<1. 
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 9.  Da se napi{e Maklorenovata formula za funkciite: 

1)  f(x) = sin x; 

Odg.:  sin x = x
!5!3

53 xx
 n  !12

12





n

x n

 + Rn,

                     Rn = (1)n
  !12

12





n

x n

 cos x,   0<<1. 

2)  f(x) = cos x; 

Odg.:  cos x = 1 
!4!2

42 xx
 n  !22

22





n

x n

 + Rn,

Rn = (1)n
  !2

2

n

x n

 cos x,   0<<1. 

10.  Funkcijata y = sin2x  da se izrazi so prvite pet ~lena od 

Maklorenovata formula i da se najde ostatokot za x  < 0,2. 

Odg.:  sin 2 x  =  2x2 
3

4x
R5, 

R5   = 
15

2
 sin2  x5,     5R  < 0,00003. 

11.  Koristej}i go binomnoto razlo`uvawe 

(1+x)m =1 + 
!1

m
x  + 

 
!2

1mm
x2 + …  + 

   
!

11

n

nm...mm 
 xn + Rn, 

da se presmeta 7 129 so to~nost do 10 3. 

Odg.:  2,002. 

12.  Da se presmetaat so to~nost  10 3 : 

 1)  cos 410;    Odg.;  1)  0,754. 

2)  3 e               2)  1,395. 
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6.  ISPITUVAWE NA FUNKCII 

 
Ispituvaweto na funkciite se sostoi vo prou~uvaweto na 

nivnite svojstva. Pod toa se podrazbira opredeluvawe na 
intervalite  vo koi funkcijata raste i opa|a, opredeluvawe na 
ekstremnite vrednosti, opredeluvawe na intervalite vo koi 
funkcijata e konkavna ili konveksna, opredeluvawe na prevoj-
nite to~ki i asimtotite na funkcijata. 

Navedenite svojstva na funkcijata se tesno povrzani so 
nejzinite izvodi (so znakot na prviot i vtoriot izvod, so uslovot 
prviot ili vtoriot izvod da e ramen na nula). 

Tuka }e gi prou~ime navedenite svojstva, za da mo`eme na 
krajot da ja definirame (oformime) postapkata za grafi~ko 
pretstavuvawe na edna proizvolna funkcija.  

 

6. 1.  Rastewe  i  opa|awe  na  funkcii 

 

Vo gl. III, t.4.4. e dadena definicija za rastewe i opa|awe 
na edna funkcija. Ovde }e uka`eme na vrskata so izvodot na 
funkcijata {to }e ni poslu`i za otkrivawe na intervalite kade 
{to funkcijata raste i intervalite vo koi funkcijata opa|a.  
Vrskata se izrazuva so teoremata: 

Teorema. Neka funkcijata  y = f (x) vo intervalot (a,b) e 

diferencijabilna.  

Funkcijata  y = f (x) ne opa|a vo  intervalot  (a,b), ako i 

samo ako  f ' (x)  0  za sekoj x (a,b).  

Funkcijata  y = f (x)  ne raste vo  intervalot  (a,b), ako 

i samo ako   f  ' (x)   0  za sekoj  x (a,b).  
Za da ja doka`eme teoremata, }e pretpostavime deka 

funkcijata  y = f (x)  ne opa|a vo intervalot (a,b). Neka x dobie 

narasnuvawe x, toga{ 





x

xfxxf )()(
0             (*) 

bidej}i za funkcijata {to ne opa|a  f(x+x)  f(x) za x>0, 

odnosno    f(x+x)  f(x) za x<0. Ako opredelime granica na 
koli~nikot (*), se dobiva: 
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0x
lim 




x

xfxxf )()(
0,        f ' (x)  0. 

 Obratno, neka  f ' (x)  0 za sekoj x(a,b). Za koi i da bilo 

dve to~ki x i x+x od intervalot (a,b), po Lagran`ovata teorema 
}e bide: 

f(x+x) f(x) = x f ' (),          (x, x+x). 

 Bidej}i  f ' (x)  0  za sekoj  x od intervalot (a,b),  toga{ i  

f ' ()  0.  Ako x>0, toga{  f(x+x) f(x)   0, t.e.  f(x+x) f(x), a 

ako x<0, toga{ i  f(x+x)  f(x). Toa zna~i deka funkcijata f(x) 
vo intervalot  (a,b) ne opa|a. 

 Vtoriot del od teoremata se doka`uva analogno. 

Geometriski, so teore-
mata se tvrdi deka za funkci-
jata {to ne opa|a  vo inter-

valot (a,b), tangentata povle-
~ena na krivata vo koja i da 

bilo to~ka vo intervalot  (a,b) 
obrazuva so xoskata ostar 
agol, (vo nekoi to~ki mo`e da 
bide i horizontalna) (crt.6.4),  
a deka za funkcijata {to ne 

raste vo intervalot  (a,b)  tan- 
gentata  povle~ena  na  krivata 

Crt. 6. 4. vo  koja  i da bilo to~ka vo  

intervalot  (a,b) obrazuva so 

x-oskata tap agol,  (crt.6.5). 

Na primer, za funkcijata   

y = x4 

prviot izvod e  

y' = 4x3
. 

Spored toa, bidej}i za 

x>0  e  y' >0, funkcijata vo 

intervalot  (0,+ raste, za x<0 

e y'<0, funkcijata vo intervalot  

Crt. 6.5.             ( ,0) opa|a. 
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6. 2.  Ekstramni vrednosti na funkcii 
 

 So posebno zna~ewe za funkciite se to~kite na krivata 
{to go delat intervalot na rasteweto od intervalot na 
opa|aweto ili obratno. Toa se to~ki ~ija ordinata e najmala, 
odnosno najgolema vo odnos na ordinatite na site to~ki od 
nivnata okolina. 

 Neka funkcijata y=f(x) e definirana vo intervalot (a,b). 

 Za funkcijata f(x) velime deka dostignuva maksimum vo 

to~kata x0(a,b)  ako postoi okolina na to~kata x0 taka 

{to za sekoj x od taa okolina ((x0,x0), xx0) e ispolneto 

neravenstvoto   f(x) <  f(x0). 

 Sli~no se definira i minimum na funkcijata . 

 Funkcijata  f(x) vo to~kata x0 dostignuva minimum ako 

postoi okolina na to~kata  x0 (a,b), taka {to za sekoj x od 

taa okolina da va`i    f(x) >  f(x0). 

Maksimumot i minimumot se vikaat ekstremi na 
funkcijata. 

Funkcijata vo daden 
interval  mo`e da ima i 
nekolku ekstremi, pri {to 
nekoi od minimumite na 
funkcijata mo`at da bidat 
pogolemi od nekoi nejzini 
maksimumi, (crt.6.6). 

Na  crte`ot vo 

to~kata x2 minimumot e 

pogolem od maksimumot vo 

to~kata x1. 
Crt. 6. 6.  

Potrebniot uslov za postoewe na ekstrem na funkci-
jata e iska`an so slednovo svojstvo: 

Funkcijata y=f(x) ako ima ekstrem vo to~kata x0 (a,b) 
i ako e diferencijabilna vo to~kata x0, toga{ 

f ' (x0) = 0. 

Navistina, vo dokazot na Rolovata teorema  poka`avme 

deka vo to~kata , vo koja funkcijata ima najgolema (najmala) 

vrednost,  f ' () = 0. 
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To~kite vo koi prviot izvod e ramen na nula se vikaat 
stacionarni to~ki. 

Geometriski toa zna~i deka tangentata povle~ena vo 

stacionarna to~ka e paralelna so x-oskata. 

To~kite vo koi funkcijata dostignuva ekstrem se 
stacionarni to~ki, a obratnoto ne va`i, t.e. ne sekoja to~ka vo 
koja funkcijata ima prv izvod ramen na nula e to~ka na ekstrem. 

Primer 1. Za funkcijata  f (x)=x3
 imame  f ' (x)=3x2

 i  f ' (0)=0, 

t.e. vo to~kata x=0 e ispolnet potrebniot uslov za ekstrem, no 

funkcijata vo taa to~ka nema ekstrem. 

Navedeniot kriterium za iznao|awe na ekstremnite 

to~ki (f ' (x)=0 ) go opfa}a najgolemiot del od funkciite {to se 
sretnuvaat vo praktikata. Me|utoa, mo`e da se navedat primeri 
na funkcii koi imaat ekstremni to~ki (maksimum ili minimum) 
vo onie to~ki vo koi nema izvod ili izvodot e beskone~en. 

Primer 2. Za funkcijata  y = x  (crt.6.7), karakteristi~na e 

to~kata so apscisa x=0. Izvodot vo razgleduvanata to~ka, koga x 0 

e ramen na 1, dodeka koga x +0 e ramen na +1, {to zna~i deka 

funkcijata vo to~kata x=0 nema izvod (izvod ne postoi), no spored 

definicijata za ekstremnite to~ki, funkcijata ima minimum vo 

to~kata x=0. 

 

Crt. 6. 7. 

 Primer  3. Funkcijata  

y =
2

3

3

2

1 









 x  

 (crt.6.8) vo to~kata  x = 0,  ima izvod  
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y ' = 
3

1

2

1

3

2

1

x

x 











, 

{to stanuva beskrajno golem za x=0. No, ovaa funkcija vo to~kata   x=0  
ima maksimum.  

 

Crt. 6. 8. 

 Na crt.6.9 i 6.10 se prika`ani u{te dva primera na krivi 
koi vo ozna~enite to~ki imaat soodvetno minimum i maksimum, 

vo  to~ki vo koi funkciite nemaat izvod. Za x=x0  i  vo dvata slu- 
~aja postojat po dve vrednosti za prviot izvod. Ednata vred-nost 

na izvodot e ramna na koeficientot na pravecot na tangentata t1, 
a vtorata vrednost na izvodot e ramna na koeficientot na 

pravecot na tangentata  t2. 

Crt. 6. 9.   Crt. 6. 10. 
 

Po ova mo`eme kriteriumot za iznao|awe na ekstremnite 
to~ki da go pro{irime  i  da go iska`eme na sledniov na~in:  
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Funkcijata mo`e da ima ekstremna vrednost samo vo dva 

slu~aja, i toa vo to~kite vo koi izvodot na funkcijata e 
ramen na nula, ili vo to~kite vo koi nema izvod, ili to~kite 
vo koi izvodot e beskone~en.  

So cel to~kata vo koja  f ' (x) = 0 da bide ekstremna to~ka, 
potrebno e ispolnuvawe na u{te eden uslov, taka nare~en 

dovolen uslov. 

 Neka funkcijata  y = f (x) e neprekinata vo intervalot 

(x0,x0) i diferencijabilna vo sekoja to~ka od toj interval 

(osven mo`ebi za  x=x0). 

 Ako  f ' (x)>0  za  x<x0  i  f ' (x)<0 za x>x0  t.e. pri 

preminuvaweto   niz  to~kata x=x0  izvodot go menuva znakot   

od   plus   na   minus, toga{ za  x=x0    funkcijata ima maksimum. 

Ako  f ' (x)<0  za  x<x0  i  f ' (x)>0 za x>x0  t.e. pri 

preminuvaweto niz to~kata  x=x0  izvodot go menuva znakot   

od minus na plus,  toga{ za  x=x0   funkcijata ima minimum. 

 Navistina, da pretpostavime deka izvodot go menuva 

znakot od plus na minus, t.e. za sekoj x od okolinata na x0, imame: 

f ' (x) > 0         za          x <  x0, 

        f ' (x)  < 0         za          x > x0. 

 Primenuvaj}i ja teoremata na Lagran`, 

 1.  na segmentot  x,x0  }e dobieme: 

f (x0) f (x) = f ' () (x0x), x<  < x0. 

 Bidej}i 

f ' () > 0   i    f ' () (x0x) > 0, 

 toga{ 

f (x0) f (x) > 0 

odnosno 

f(x) < f(x0). 

2.  na segmentot x0,x }e dobieme: 

f(x) f(x0) = f ' () (xx0), x0  <  < x. 

Bidej}i   
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f ' () < 0   i    f ' () (x0x) < 0, 

toga{ 

f (x) f (x0) < 0 

odnosno 

f (x) f (x0). 

 Toa zna~i deka za sekoj x od intervalot (x0, x0)  
vrednosta na funkcijata e pomala od vrednosta na funkcijata vo 

to~kata x0. Spored toa, vo to~kata x0 funkcijata ima maksimum. 

 Analogno se doka`uva i slu~ajot koga izvodot na funkci-

jata vo to~kata x0 go menuva znakot od minus na plus. 

 Dokolku  f ' (x0)=0, a izvodot levo i desno od x0 ne go menu-
va znakot (dovolniot uslov ne e ispolnet), stacionarnata to~ka 

vo  x=x 0  ne e nitu maksimum nitu minimum (crt.6.11). 

 

Crt. 6. 11. 

 

 Primer 1.  Da se opredelat ekstremnite vrednosti na 

funkcijata 

y = x3 3x. 

 ]e go najdeme prviot izvod 

y'  = 3x2 3 

i }e postavime uslov prviot izvod da bide ramen na nula, t.e. 

3x2 3 = 0. 

 Re{enie na kvadratnata ravenka e : 

x1 = 1,     x2 = 1. 
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 Spored toa, funkcijata ima dve stacionarni to~ki E1(1,2) i  

E2(1,2). 

 Vtoriot (dovolen)  uslov }e ni bide odgovor, dali stacio-
narnite to~ki se to~ki na ekstrem i dali se maksimum ili minimum. 

 ]e izbereme okolina na to~kata E1. Vrednosta na prviot izvod 

vo to~kata x=
4

3
  (proizvolno izbrana to~ka levo od to~kata E1) e 

y'=
16

21
<0, pa spored toa funkcijata opa|a levo od stacionarnata 

to~ka. Za x=
4

5
 ( isto proizvolno izbrana to~ka desno od to~kata  E1) e 

y'=
16

27
>0, pa spored toa, funkcijata raste vo intervalot desno od 

to~kata E1. Ottuka sleduva deka to~kata E1 go deli intervalot na 

opa|awe od intervalot na rastewe. Spored toa, E1 e to~ka na minimum 

na krivata. 

 Analogno, sè povtoreno za 

to~kata E2 uka`uva deka to~kata E2 

e to~ka na maksimum na funkcijata, 
(crt.6.12).  

Funkcijata e od poednostav-
nite i koga }e se dodade deka taa ima 

tri prese~ni to~ki so x-oskata: x=0, 

x= 3 , x 3 , mnogu lesno se crta 

grafikot na funkcijata vrz osnova 

 Crt.6.12        na ekstremnite to~ki i presecite so 

       oskite. 

Primer 2.  Greda so dol`ina  , vkle{tena vo leviot kraj, e 

optovarena so ramnomerno optovaruvawe q po celata dol`ina 

(crt.6.13).  

 Ravenkata na momentnata linija e  

M(x) = 
8

1
 q  2 + 

8

5
 q  x   qx2             (*) 

pri slednava polo`ba na koordinatniot sistem: koordinatniot 

po~etok e vo leviot kraj, a x-oskata se sovpa|a so pravecot na gredata. 

Na crt. 6.14 momentnata linija e prika`ana i grafi~ki. 

 Potrebno e da se opredelat polo`bata i goleminata na 
maksimalniot  napaden  moment  i   vrednosta  na  momentot   vo   leviot  
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potpor. Kako i vo prethodniot primer,  i ovde se bara najgolemata 

vrednost na funkcijata (vo ovoj slu~aj na M(x)). 

Od uslovot prviot izvod na 
razgleduvanata funkcija da bide 
ramen na nula, imame 

M ' (x) =  
8

5
 q     qx, 

Crt. 6.13.  

 t.e. 

     
8

5
 q     qx = 0, 

od  kade  se  dobiva: 

x=
8

5
 

 Crt.6.14  

Spored toa, maksimalnata vrednost na momentot e na rastojanie 

8

5
,  mereno od leviot potpor. Zamenuvaj}i vo ravenkata (*) x=

8

5
 se 

dobiva maksimalnata vrednost na momentot koja iznesuva 
128

9 2q
.   

Vrednosta na momentot vo leviot kraj se dobiva koga vo istata 

ravenka }e se zameni x=0. Negovata vrednost e   M =   
8

2q
. 

Vo praktikata ~esto se sretnuvaat zada~i vo koi e 
potrebno da se opredeli najgolemata ili najmalata vrednost na 
funkcijata vo daden interval. kade {to   za razlika od prethod-
niot primer vo koj be{e zadadena funkcijata pome|u dvete 
promenlivi, vo ovie zada~i {to se definiraat (opi{uvaat) 
tekstualno treba prethodno da se opredeli vrskata pome|u 
promenlivite (da se sostavi funkcijata), pa potoa da se oprdelat 
ekstremnite vrednosti. 

Zada~i od vakov vid mnogu ~esto se sretnuvaat vo mnogu 
oblasti, so mnogu razli~na formulacija. Na ~etiri primeri }e 
uka`eme na postapkata za re{avawe zada~i od vakov vid. 
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Primer 3. Vo kru`en konus da se vpi{e cilindar, taka {to 

negovata plo{tina da bide najgolema. 

Radiusot na osnovata na konusot }e go ozna~ime so R i visinata 

so H (crt.6.15). Vo konusot e mo`no da se vpi{at beskrajno mnogu 

cilindri. ]e nacrtame eden od niv i radiusot na osnovata na 

cilindarot }e go ozna~ime so r, a negovata visina so h. Treba da se 

opredeli cilindarot so maksimalna plo{tina, zatoa }e ja izrazime 

plo{tinata na cilindarot vo zavisnost od negovite dimenzii (r i h).  

Vo slu~ajov e 

P = 2r2 + 2rh. 

Momentalno P e funkcija od dve promenlivi; me|utoa, pome|u 

dimenziite na cilindarot (r i h) postoi vrska, bidej}i toj e vpi{an vo 

konusot. 

Vrskata pome|u dimenziite na 
cilindarot }e ja dobieme od sli~nosta na 

triagolnicite BB'A i VOA. Vrz osnova 

na taa sli~nost se dobiva: 

R

H

rR

h



, 

odnosno: 

h =  
R

rR 
 H. 

Crt. 6. 15.  

Zamenuvaj}i ja vrednosta na h vo formulata za plo{tinata P 

(eliminacija na h), se dobiva: 

P = 2 













 

R

r
rHr 12  

Na ovoj na~in ja izrazivme plo{tinata na cilindarot vo 

funkcija od r, koj mo`e da se menuva vo granici od  0 < r < R. Bidej}i 

nè interesira vrednosta na r, za koja plo{tinata P dobiva maksimalna 

vrednost, }e go izedna~ime na nula prviot izvod na ovaa funkcija:  

P' = 2 





  H

R

r
Hr

2
2  

2 





  H

R

r
Hr

2
2 =  0.
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 Re{avaj}i ja poslednava ravenka po  r se dobiva: 

r =  RH

RH

2
. 

 Toa e vrednosta na r, za koja plo{tinata na cilindarot e so 

najgolema vrednost. 

Primer 4.  Od site pravoagolnici vpi{ani vo elipsata 

b2x2  + a2y2 = a2b2 

da se opredeli pravoagolnikot so najgolem perimetar (crt. 6.16). 

 Temiwata na pravoagolnikot se nao|aat na elipsata. Temeto M 

na pravoagolnikot neka ima koordinati x i y, t.e. M(x,y). ]e trgneme 

od formulata za perimetar na pravoagolnik so cel perimetarot da go 
izrazime vo zavisnost od edna  strana na pravoagolnikot. Vo slu~ajov 
imame: 

L = 4x + 4y, 

kade {to x e polovina od ednata strana na pravoagolnikot, a y-
polovina od drugata strana. 

 

 
Crt. 6.16. 

Pome|u x i y postoi vrska, bidej}i pravoagolnicite se vpi{ani 

vo elipsata i pri koj i da bilo izbor na pravoagolnik od site mo`ni, 
sekoga{ temeto M (i drugite) se na elipsata,  t.e. koordinatite na 
to~kata  M  ja zadovoluvaat ravenkata na elipsata 

b2x2  + a2y2 = a2b2. 

 Re{avaj}i ja ovaa ravenka po y se dobiva: 

y = 22 xa
a

b
  

i po zamenuvawe vo formulata za perimetarot L se dobiva: 
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L = 4x + 4 22 xa
a

b
 . 

 So toa perimetarot na pravoagolnikot go izrazivme vo 

zavisnost od edna promenliva x. Maksimalnata vrednost na peri-

metarot L }e se dobie za onaa vrednost na x za koja L' = 0. 

 Prviot izvod na funkcijata L e: 

L' = 4 + 4
222

2

xa

x

a

b




 . 

Od  L' = 0, t.e. 













22
14

xa

x

a

b
 = 0 

ili 

22

22

xaa

bxxaa




 = 0, 

sleduva deka: 

x = 
22

2

ba

a


. 

 Spored toa, pravoagolnikot so najgolem perimetar vpi{an vo 
dadenata elipsa }e ima dimenzii: 

22

22

ba

a


           i          . 

22

22

ba

b


. 

Primer 5.  Od karton vo forma i dimenzii, prika`ni na crt. 

6.17, da se otse~e pravoagolnik so najgolema plo{tina. 

Plo{tinata na pravo-
agolnikot e 

P = xy. 

Od sli~nosta na tri-

agolnicite ACE i BCD sleduva deka: 

DC

EC

BD

AE
  t.e. 

4

6

15

12




 yx
. 

Crt. 6.17.  
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 Uprostuvaj}i go izrazot i re{avaj}i ja ravenkata po y, se 

dobiva: 

y = 
2

23 x
, 

a za plo{tinata 

P = 
2

1
(23x)x, 

so {to ja izrazivme plo{tinata na pravoagolnikot vo zavisnost od 

negovata strana x. 

 Bidej}i se bara ekstremna vrednost na plo{tinata, potrebno e 

da najdeme izvod na P i da go priramnime na nula, pa imame: 

P '  = 
2

1
 (232x) =0, 

od kade {to 

x = 
2

23
,       y = 

3

23
. 

Primer 6.  Od tri {tici so {iro~ina a sm da se napravi 

korito so najgolem napre~en presek. (Na crt. 6.19 e daden napre~niot 
presek na koritoto). 

O~igledno e deka plo~tinata na napre~niot presek na koritoto 
zavisi od agolot pod koj }e bidat postaveni strani~nite {tici. Na 

crte`ot agolot e ozna~en so . 

Zada~ata se sveduva na toa da se 

opredeli agolot , taka {to plo{-

tinata da ima najgolema vrednost. 

Pred sè }e bide potrebno da  se    
izrazi   plo{tinata    na  presekot (}e ja 

ozna~ime so P) vo zavisnost od agolot . 

Crt. 6.18.   

Trgnuvaj}i od formulata 

P =  
2

ba 
h              (*) 

bidej}i presekot e trapez  
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x = a sin ,     h = a cos ,     b = a+2a sin , 

po zamena vo formulata (*) se dobiva: 

P = 


cosa
sinaaa

2

2
 = (a+a sin ) a cos  

odnosno 

P =a2(1+sin ) cos . 

 Po formiraweto na vrskata pome|u P i , }e treba da ja 

opredelime vrednosta na agolot , taka {to plo{tinata na presekot P 

da dobie maksimalna vrednost.  

Od 

P'  = a2 coscos(1+sin ) sin , 

izedna~uvaj}i go prviot izvod so nula, P' = 0, ja dobivame ravenkata 

a2 (cos2sin   sin2 ) = 0, 

od koja }e ja opredelime baranata vrednost za . Zamenuvaj}i vo nea 

cos2 = 1sin2 ,  ja dobivame kvadratnata ravenka po sin: 

1sin 2 sin2 = 0, 

od koja po zamena  

sin  = u, 

se dobiva ravenkata 

1 u 2u2 = 0, 

~ii koreni se : 

u1 = 1,    u2 = 
2

1
 . 

 Vra}aj}i se  na smenata se dobiva: 

sin   =  
2

1
      ili      300. 

 Vrednosta u = 1  ne ja zemame vo razgleduvawe, bidej}i dava 

vrednosti za  pogolemi od 900
, {to ne odgovara na uslovite na 

zada~ata. 
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Zada~i za ve`bawe 

 Da se najdat ekstremnite vrednosti na funkciite: 

 1.  y = 2 + x x2;       Odg.:  za x = 
2

1
,  maksimum  y = 2

4

1
. 

 2.  y = 
 21

1

x

x




;       Odg.:  za x = 3,     minimum  y = 
8

1
 . 

 3.  y = 
21

2

x

x


;   Odg.:  za x = minimum y = 1; 

              za x =  maksimum y = 1. 

 4.  y = x2 2xe    Odg.: za x =  maksimum y =
e

1
; 

              za x =  minimum y = 0. 

 5.  Vo topka so polupre~nik r da se vpi{e konus so maksimalna 

obvivka. 

Odg.:  M(x) =  3222 xrxr  ; visina  x = 
3

4r
. 

6.  Okolu topka so polupre~nik r opi{an e konus  so minimalen 

volumen. 

Odg.:  V(x) = 
rx

xr

23

23





;  visina  x = 4r. 

7.  Vo krug so polupre~nik r da se vpi{e pravoagolnik so 

maksimalna plo{tina. 

Odg.:  P(x) = x 224 xr  ;  strana  x = r 2 . 

8.  Zbirot od katetite kaj pravoagolen triagolnik e  . Da se 

opredelat katetite, taka {to plo{tinata na triagolnikot da bide 
maksimalna. 

Odg.:  P(x) = 
 

2

xx 
;  kateta  x = 

2


,  Pmax = 

8

2
. 
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9.  Vo topka so polupre~nik r vpi{an e cilindar so maksi-

malna obvivka. 

Odg.:  M(x) = 4x 22 xr  ; polupre~nik  x = 
2

2r
. 

10. Okolu polutopka so polupre~nik r opi{an e konus so 

minimalen volumen. 

Odg.:  V(x) =  22

32

3 rx

xr




;  visina  x = 3r . 

11.  Daden e volumenot V na eden cilindar. Da se opredelat 

negovite dimenzii, taka {to plo{tinata da bide minimalna. 

Odg.:  P(x) = 2x2 + 
x

V2
; polupre~nik  x = 3

2
V

. 

12.  Na edna kula, vo koja treba da se vnese skala so dol`ina  , 

treba da se napravi vrata. 

Da se odredi minimalnata 
visina na vratata, taka {to da mo`e 
skalata  da  se  vnese  (vidi  crte`  
6. 19). 

      Odg.:  y =  sin x atg x,

                       x = arccos 3


a

; 

            ymin = 
2

3

3

2

3

2











 a . 

  Crt. 6. 19. 

 

6. 3.  Konkavnost i konveksnost. Prevojni to~ki 

 Neka e dadena funkcijata y=f(x) koja e neprekinata na 

segmentot a,b i diferencijabilna vo intervalot (a,b). 

 Oblikot na krivata vo intervalot (a,b) neka bide kakov 
{to e prika`an na crte`ot 6.20.  

Vo proizvolna to~ka A, so apscisa  x=x0  povlekuvame  
tangenta.  
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O~igledno  e  deka  vo  ovoj interval soodvetniot del od 

krivata y=f(x) e nad tangentite vo koja i da bilo to~ka od 

intervalot (a,b). 

 

Crt. 6. 20. 

Koga postoi takov soodnos pome|u krivata i tangentata vo 

intervalot, usvoeno e da se ka`e deka krivata e vdlabnata 
(konkavna) vo razgleduvaniot interval. 

 

 

Crt. 6. 21. 

 Na crt. 6. 21 e daden drug oblik na krivata i isto taka e 
povle~ena tangenta vo proizvolna to~ka A od intervalot. Ovde 
obratno, soodvetniot del od krivata e pod tangentite povle~eni 

vo koja i da bilo to~ka od intervalot  (a,b). 

 Pri vakov soodnos pome|u krivata i tangentata e usvoeno 

da se ka`e deka krivata e ispaknata (konveksna) vo razgledu-
vaniot interval. 

 Dvata poima se definirani vo odnos na pozitivnata 

nasoka na y-oskata. Krivata e vdlabnata spored gorenavedenata 

definicija ako se "gleda" od pozitivnata nasoka na y-oskata, 

inaku (ako se "gleda" od negativniot del na y-oskata), taa bi 
bila ispaknata. 
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 Za proizvolna to~ka x od intervalot (a,b) ordinatata do 

krivata neka ja ozna~ime so y, a ordinatata do tangentata so Y. 

Ako e razlikata y Y > 0, spored definicijata, krivata e kon-

kavna, a ako e razlikata  y Y < 0, krivata e konveksna. 

 Spored toa, kako kriterium po koj }e bideme vo sostojba 
da potvrdime dali  edna dadena kriva vo daden interval e 
konkavna ili konveksna, mo`e da ni poslu`i znakot na 

razlikata  y Y. 

 Ovaa razlika }e ja izrazime vo vid od koj }e mo`eme da 
donesuvame zaklu~ok koga e ovaa razlika pozitivna ili 
negativna. 

 Ravenkata na tangentata vo to~kata M(x0, f(x0)) }e bide: 

Y  f(x0) = f ' (x0) (xx0), 
pa spored toa: 

Y  = f ' (x0) (xx0) + f(x0). 

 Funkcijata y=f (x) }e ja razvieme po Tajlorova formula vo 

okolina na to~kata x=x0, pa dobivame: 

f (x) = f (x0) + 
 
!1

0x'f
(xx0) + 

 
!2

0x''f
(xx0)

2 + 
 
!3

0x'''f
(xx0)

3 + … 

 Spored toa, 

yY = f (x0)  + 
 
!1

0x'f
(xx0) + 

 
!2

0x''f
(xx0)

2 + 

          + 
 
!3

0x'''f
(xx0)

3 + … f ' (x0) (xx0)  f(x0),

odnosno po sveduvawe, 

yY = (xx0)
2  

 
!2

0x''f
 + (xx0)

3 
 
!3

0x'''f
+ … 

Po izvlekuvawe na zaedni~kiot mno`itel (xx0)
2
, se 

dobiva: 

 

yY = (xx0)
2  

 
!2

0x''f
 + (xx0)  

 
!3

0x'''f
+ … 



Gl. VI Primena na izvodi 313 

 
i ottuka dobivame kriterium po koj raspoznavame koga e krivata 
konkavna, a koga konveksna. 

 Imeno, mno`itelot (xx0)
2
 ne vlijae na znakot zatoa {to 

sekoga{ e pozitiven. Za vrednostite na x bliski do x0 vtoriot 
~len vo zagradata i drugite koi se po nego  se beskrajno mali 
golemini vo odnos na prviot ~len. Spored toa, sleduva 

zaklu~okot deka znakot na razlikata yY zavisi samo od znakot 

na vtoriot izvod na funkcijata y=f(x) vo to~kata so apscisa x0. 

 Ako  f '' (x0)>0  (razlikata yY>0), krivata e konkavna vo 

razgleduvaniot interval, a ako f '' (x0)<0 (razlikata yY<0), 

krivata e konveksna. 

Ovde mo`eme da dopolnime vo vrska so dovolniot uslov za 
postoewe na ekstremni vrednosti. Namesto ispituvawe na znakot 
na prviot izvod levo i desno od stacionarnata to~ka, za da se 
utvrdi dali to~kata pretstavuva maksimum ili minimum, mo`eme 
toa da go uprostime i da go svedeme na ispituvawe na znakot na 
vtoriot izvod vo stacionarnata to~ka. 

f ' (x0)=0 (potreben uslov) i  f '' (x0)<0  (dovolen 

uslov), toga{ stacionarnata to~ka x=x0 e vo konveksniot del 
od krivata i poradi toa razgleduvanata to~ka e maksimum. 

f ' (x0)=0(potreben uslov) i  f '' (x0)>0  (dovolen 

uslov), toga{ stacionarnata to~ka x=x0 e vo konkavniot del 

od krivata i poradi toa razgleduvanata to~ka e minimum. 

f ' (x0) = 0,  f '' (x0) = 0, stacionarnata to~ka se 
ispituva  ponatamu. 

To~ki na krivata {to go delat intervalot vo koj 
krivata e konveksna od intervalot vo koj krivata e konkavna, 

ili obratno, se vikaat prevojni to~ki (crt. 6.22). 

 

 

Crt. 6. 22. 
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So ogled na toa deka vtoriot izvod ima razli~ni znaci vo 
intervalot na konkavnost i intervalot na konveksnost, a 
vtoriot izvod e neprekinata funkcija, sleduva deka na granicata 
na ovie dva intervala vtoriot izvod dobiva vrednost nula. 

Taka zaklu~uvame: ako funkcijata y=f(x) vo to~kata x=x0 
ima vtor izvod ramen na nula i pri preminot niz taa to~ka 
vtoriot izvod go menuva znakot, toga{ taa to~ka e prevojna 
to~ka. Od izlo`enoto mo`eme da zaklu~ime deka opredelu-
vaweto na intervalot na konkavnost, intervalot na 
konveksnost na kriva, prevojnite to~ki na kriva, se sveduva na 
ispituvawe na znakot na vtoriot izvod na funkcijata i 
ispituvawe koga vtoriot izvod e ramen na nula. 

 

6. 4.  Asimptoti 

 

 Mnogu ~esto e od interes pri prou~uvaweto na funkciite 
da se ispita izmenuvaweto na funkcijata pri neograni~eno 
nagolemuvawe na argumentot, ili neograni~eno nagolemuvawe na 
funkcijata vo blizina na nekoja to~ka ili i dvete golemini 
zaedno neograni~eno se zgolemuvaat. Vo ovie slu~ai, krivata 
nekoga{ se pribli`uva postojano kon nekoja prava. Pravata 
mo`e da bide horizontalna, vertikalna ili kosa. 

 Po definicija, ako takva prava postoi, se vika 

asimptota na krivata.  

 Pravata p e asimptota na krivata  y = f (x), ako i samo 

ako, rastojanieto d od to~kata M na krivata do pravata p, 

te`i kon nula koga to~kata M se oddale~uva vo beskrajnost po 

krivata. 

 ]e ja poka`eme postapkata za iznao|awe asimptoti na 

funkcijata y=f(x), razgleduvaj}i go posebno pra{aweto za 
opredeluvawe na  vertikalnite asimptoti, a posebno na kosite 
asimptoti (horizontalna asimptota se dobiva kako specijalen 
slu~aj na kosa asimptota). 
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 10 Opredeluvawe na vertikalni asimptoti 

 Vo definiraweto granica na funkcija (gl.IV t.2.2) 

poka`avme deka krivata y=f(x) ima vertikalna asimptota so 

ravenkata x=x0,  koga  
0xx

lim


 f(x) =    bidej}i  pri  ispolnuvawe  na  

ovoj uslov rastojanieto pome|u 

to~kite na krivata y=f(x) i 

pravata x=x0 kloni kon nula 
(crt.6.23). Ottuka sleduva 
zaklu~okot deka za opredeluvawe 
(otkrivawe) vertikalni asimp-
toti }e bide potrebno da se 
opredelat onie vrednosti  na  

promenlivata x za koi     funkci-
jata   te`i    kon beskrajnost. 
 

Crt. 6. 23.  
 

 Primer 1.  Funkcijata 

y = 
5

2

x
 

ima vertikalna asimptota x= 5, bidej}i  te`i kon beskrajnost, koga 

x 5. 
 

20  Opredeluvawe  na  kosa  asimptota 

]e pretpostavime deka krivata y=f (x) ima kosa asimptota 

so ravenka   y = k x + n. 

Neka  M e to~ka na krivata, a N to~ka na asimptotata 
(crt.6.24). Pri oddale~uvawe na to~kata M od koordinatniot 
po~etok (ednovremeno nagolemuvawe na dvete promenlivi) ako  

x
lim MN =0, toga{ pravata y = kx+n }e bide asimptota na krivata   

y=f(x). Presmetuvaweto na rastojanieto ne e ednostavno, za da se 

proveri ispolnuvaweto na uslovot  
x

lim MN = 0. 
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Crt. 6. 24 

Zatoa, ako so  go ozna~ime naklonot na pravata kon x-oskata, 

toga{ od triagolnikot MNP sleduva deka 

 MPMN cos . 

Bidej}i  e konstanta, toga{ vo soobraznost so 
x

lim MN =0, 

sleduva deka i 
x

lim MP =0. Uslovot  
x

lim MP =0, ekvivalenten na 

uslovot 
x

lim MN =0, e pozgoden i zatoa so nego }e se koristime. 

 Bidej}i 

MP  =  f(x)   (kx+n), 

za postoewe na kosa asimptota go dobivame uslovot 

x
lim ( f(x)   kxn) = 0.             (*) 

 So ogled na toa deka k i n se dve neopredeleni konstanti,  
pravata }e bide asimptota, ako e mo`no da se opredelat 

vrednostite na k i n, taka {to uslovot (*) da bide ispolnet. Vo 
sprotivno, krivata nema kosa asimptota. 

 ]e gi opredelime konstantite k i n. 

 Od  uslovot  
x

lim ( f(x)   kxn) = 0  i svojstvoto od gl. IV 

t.6. teorema 4, sleduva deka 

f (x)    kx n =  (x) 

beskrajno mala golemina). Ravenkata }e ja podelime so x i }e ja 
presmetame granicata: 
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x
lim

 






 

x

n
k

x

xf
 = 

x
lim

 
x

x
 

od kade {to sleduva deka: 

x
lim

 






  k

x

xf
 = 0, 

bidej}i 

x
lim

x

n
 = 0,     

x
lim

 
x

x
 = 0, 

kone~no, dobivame deka: 

k = 
x

lim
 
x

xf
. 

 Znaej}i ja vrednosta za k, od ravenstvoto (*) se dobiva: 

n = 
x

lim ( f(x)   kx). 

 Krivata }e ima kosa asimptota ako granicite so koi se 

izrazeni koeficientite k i n postojat, bidej}i vo toj slu~aj }e 
bide ispolnet uslovot (*). Ako dvete granici ili barem edna od 
niv e beskrajnost ili neopredelena, krivata nema kosa 
asimptota. 

 Pri ispituvaweto na funkciite vo vrska so oprede-
luvaweto na asimptotite, potrebno e da se ispitaat slu~aite 

koga   x     i   x +  . 

 Ako    

x
lim  

 
x

xf
= 0, 

krivata ima horizontalna asimptota so ravenka  y = b.  

Vrednosta na b se dobiva po formulata 

b = 
x

lim  f(x). 

Primer 1.   Da se ispita i da se nacrta grafikot na 

funkcijata 

y = 
x

x

1

2

. 
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 Funkcijata e definirana za sekoj x1. Za x=1 funkcijata 

ima prekin i tuka se javuva vertikalna asimptota so ravenka   x = 1. 

 Postoewe na kosa asimptota se opredeluva  preku postoewe  na 
granicite 

k = 
x

lim
 
x

xf
     i      n = 

x
lim ( f(x)   kx), 

{to vo slu~ajov se: 

k = 
x

lim  xx

x

1

2

 = 
x

lim







 1

12

2

x
x

x
 = 

x
lim

1
1

1


x

 = 1, 

n = 
x

lim 










x

x

x

1

2

 = 
x

lim
x

xxx




1

22

 = 
x

lim  
x

x




1
 = 

pa ravenkata na kosata asimptota e  y = x 1. 

 
 

Crt. 6. 25. 

 

 Grafikot na dadenata funkcija ima presek so koordinatnite 

oski  vo to~kata O(0,0). 

 Sega da gi najdeme izvodite na funkcijata, a tie se: 
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y' = 
 2

2

1

2

x

xx




   i     y'' = 
 31

2

x
  . 

 Ravenkata y'=0 ima koreni x=0 i x= 2,  toa zna~i deka funk-

cijata mo`e da ima dve to~ki na ekstrem E1(0,0)  i E2(2,4).     

 Bidej}i y''(0)=2>0, toga{ vrednosta na funkcijata y(0)=0 e 

minimalna i bidej}i y''(2)=2<0, toga{ vrednosta na funkcijata 

y(2) =4 e maksimalna. 

Od  ravenkata y''0 za sekoj x1 dobivame deka funkcijata 

nema prevojna to~ka.  

Od dobienite rezultzti, naneseni vo koordinaten sistem, mo`e 
da se nacrta grafikot na funkcijata koj e prika`an na crt. 6.25. 

Primer 2.  Da  se ispita i da se nacrta grafikot na 

funkcijata 

y = x 2

2x

e


. 

Funkcijata e definirana za sekoj x, t.e. vo intervalot 

( ,+ ). 

Bidej}i 

f(x)  =  x 2

2x

e


=  f(x).

Funkcijata e neparna i simetri~na vo odnos na koordinatniot 
po~etok, pa zatoa e dovolno da se izvr{i ispituvawe samo vo 

intervalot (0,+ ). Od analiti~kiot izraz na funkcijata se gleda 

deka funkcijata e neprekinata vo celata definiciona oblast, {to 
zna~i  deka nema vertikalni asimptoti. 

Bidej}i 

  k = 
x

lim
 
x

xf
 = 

x
lim 2

2x

e


= 
x

lim

2

2

1
x

e

 = 0, 

n = 
x

lim ( f(x)   kx) = 0,  

x-oskata e asimptota na funkcijata. 

 Funkcijata ima presek so koordinatnite oski vo koordinat-

niot po~etok  O(0,0). 
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 Izvodite na funkcijata se: 

y' = (1x2) 2

2x

e


      i     y'' = (x33x) 2

2x

e


. 

 Od  y' = 0,   t.e.  (1x2) 2

2x

e


 = 0   ili  1x2 = 0 se dobiva: x1=1  

i  x2= 1,  t.e. mo`ni se dve ekstremni to~ki  E1(1, 2

1


e )  i E2(1, 2

1


e ).   

]e razgleduvame samo za    x > 0. 

 Za  x = 1 

y '' (1)  = 2 2

1


e  < 0. 

Vrednosta na funkcijata za  x = 1, 

y(1) = 2

1


e  = 
e

1
 

e maksimalna. 

 Za da najdeme prevojna to~ka, vtoriot izvod go priramnuvame na 
nula, pa dobivame  

y'' = 0,  (x33x) 2

2x

e


 = 0,     x33x = 0, 

deka x1=0  i x2,3 = 3   ,  t.e. prevojni to~ki se to~kite: 

A1(0,0),     A2( 3 
ee

3
A3( 3 

ee

3
 

 Rezultatite od ispituvaweto go davaat  grafikot samo za x>0 

prika`an na crt.6.26, a poradi neparnosta na funkcijata, ako toj se 
prenese simetri~no vo odnos na koordinatniot po~etok, se dobiva deka  

     

         Crt. 6. 26.    Crt. 6. 27. 
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vo to~kata (
e

1
)  postoi minimum i  A3( 3 

ee

3
   e prevojna 

to~ka. Grafikot na funkcijata e prika`an na  crt. 6. 27. 

Primer 3.  Da se ispita i da se nacrta grafikot na 

funkcijata 

y = 
x

xln3
. 

Funkcijata e definirana za sekoj x>0. 

   Od  granicata 

0x
lim  

x

xln3
 =

0x
lim  xln

x

3
  =  

sleduva deka  x = 0  e vertikalna asimptota, a od granicata 

x
lim  

x

xln3
 = 

x
lim

x

x

2

1

3

   = 
x

lim  
x

x6
 = 0, 

sleduva deka  y = 0  e horizontalna asimptota. 

 

Crt. 6. 28. 

 Presek so x-oskata grafikot na funkcijata ima vo to~kata 

A(1,0), ( y=0, koga lnx=0, x=1). 

 Izvodite na funkcijata se: 

y' = 
 

xx

xln

2

23 
        i       y'' =

2

5

38

4

3

x

xln
 . 

 Od   y'=0   sleduva   2ln x = 0, t.e.  x=e2
.  

Za taa to~ka y''(e2) =  e5 < 0   i vrednosta na funkcijata  

y(e2) = 
e

6
 e  maksimalna. 
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Od  y" = 0 t.e. 83ln x = 0, x = 3

8

e  dobivame deka funkcijata 

ima prevojna to~ka P( 3

8

e ,8 3

4


e ). 

 Rezultatite od ispituvaweto vneseni vo koordinaten sistem go 
davaat grafikot na funkcijata (crt. 6.28).  

 

Zada~i za ve`bawe 

 Da se ispita i da se nacrta  grafikot na slednive funkcii: 

 1.    y = x(x21). 

Odg.:  Definirana e za site vrednosti na promenlivata 

           ymax 









3

3


9

32
ymin  









3

3


9

32
 . 

           Prevojna to~ka e O(0,0). 

2.   y = x2  x4. 

Odg.: Funkcijata ima minimum vo to~kata x=0, a  

          maksimum vo to~kite:  x=  
2

2   i   x = 
2

2
 . 

3.  y =
2

1




x

x
. 

Odg.:  Definirana e za site vrednosti na promenlivata  

x, osven za x=2. Nula na funkcijata e x=1. 

Prese~na to~ka na krivata so y-oskata e x =  
2

1
. 

Nema ekstrem. Asimptoti na krivata se y = 1 i  x 
= 2. 

4.  y = 
1

1
2 


x

x
. 

Odg.:  Definirana e za site  vrednosti na  promenlivata  

           x.   Maksimum  ima   za   x = 1+ 2 ,   a  minimum  za  

           x=1 2 . Asimptota e   y = 0.  
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5.   y = 
23 x

x


. 

 Odg.: Ne e definirana za x= 3 . Nema ekstrem 

                         Asimptoti se: x= 3  ,  x = 3    i   y = 0. 

6.   y = x + 
2

1

x
. 

Odg.: Definirana e za site vrednosti na promen-    

          livata x, osven za x=0. Nula na funkcijata 

          e   x = 1.   Minimum   ima   za    x = 3 2 .               

         Asimptoti se x=0 i   y=x. 

 

7.   y2  = x(x1)2. 

Odg.:  Definirana e za  x0, ekstramna vrednost   

            ima   za   x = 
3

1
 .  Nema  prevojni  to~ki.   

            Asimptoti nema. 

8.   y = x2ex 

Odg.:  Definirana e za site vrednosti na                 

           promenlivata   x.   Nula   ima   za   x = 0.  

           Maksimum   ima   vo   to~kata   (2,4e2)   i    

           minimum  vo to~kata O(0,0). Asimptota e  

           pravata  y = 0. 

9.   y = x ln2x. 

Odg.:  Definirana  e  za  sekoj  x > 0. Nula ima za  

           x = 1.  Maksimalna    vrednost  e   

2
2








e
 za  

         x = e2
,   a  minimalna  0  za  x=1. Prevojna    

    to~ka e 







e
,

e

11
. Asimptota nema. 
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7.  KRIVINA NA KRIVA 

Po prou~uvaweto na svojstvata na funkcijata, so ~ija 
pomo{ ja prika`uvame grafi~ki, }e spomeneme za edno svojstvo 
na funkcijata {to ja karakterizira formata na krivata. Toa e 
stepenot na nejzinata zakrivenost vo interval i vo to~ka. 

]e ja razgledame krivata (C) prika`ana na crte`ot 6.29. 

Vo to~kite A i B }e povle~eme tangenti na krivata i so  }e go 
ozna~ime agolot {to go formiraat tangentite. Toa e agolot za 

koj se zavrtuva  tangentata vo to~kata B pri pomestuvawe na 

to~kata  B vo to~kata A. Agolot    e o~igledno mera na  zakrive- 

nosta na krivata vo posmatraniot lak AB. Dokolku agolot  e 
pogolem, zakrivenosta na krivata e pogolema, i obratno, za 

pomalo  odgovara pomala zakrivenost na krivata. 

Na crte`ot, pribli`-
no dol`inata na lakot e 
ednakva kaj  dvete krivi. 

No, od druga strana 

odreduvaj}i go agolot  na 
laci so razli~ni dol`ini, }e 
zabele`ime deka stepenot na 
zakrivenosta ne mo`e da se 
oceni samo vrz osnova na gole-
minata na agolot.   Naprimer, 

krivite (C1) i (C2) na crte`ot 

6.30 imaat ista vrednost za   ,  
           me|utoa, o~igledno  e deka kri- 

 Crt. 6. 29.                 vata  (C1)  e  so  pogolema zakri- 

venost otkolku krivata (C2). 
Ottuka sleduva zaklu~okot: za 

mera na zakrivenost na 
krivata treba da se zeme 

vrednosta na agolot ,  {to  
soodvetstvuva na edinica 
dol`ina, {to nî vodi na 
opredeluvawe na odnosot na 

agolot  i dol`inata na 
soodvetniot lak. 

Crt. 6. 30.  
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 Ovoj   odnos   se   zema  za  sredna  vrednost   na   krivinata  

(zakrivenosta) na krivata nad lakot AB i se ozna~uva  

KAB = 
AB


. 

 Za edna ista kriva, srednata krivina na razli~ni laci  }e  

bide razli~na. Na crte`ot 6.31 srednata krivina na lakot AB  ne  

e ednakva so srednata krivina zemena  nad  lakot  A1B1 .  Od   ovie  
pri~ini, za da se precizira stepenot na zakrivenosta na krivata 

vo neposredna blizina na 
dadena to~ka se voveduva 
poimot  za krivina vo dadena 
to~ka, i toa kako granica na 
srednata   krivina nad   lakot 

AB koga dol`inata na lakot 
kloni kon nula (t.e. koga 

to~kata B  se pribli`uva 

kon to~kata A), a imeno 

Crt. 6. 31.                     K =
AB

lim  KAB = 
AB

lim
AB


. 

 Kru`nicata i pravata se so posebni svojstva vo vrska so 
poimot {to  tuka go definirame.  

 Spored definicijata, za prava }e dobieme deka krivinata 

ѐ e ramna na nula, (bidej}i e   =0,  lim 
AB


 = 0). 

 Za kru`nicata mo`eme lesno da poka`eme deka ima ista 

vrednost za krivinata vo sekoja to~ka, ednakva na 
R

1
. Na 

kru`nicata }e izbereme proizvolno dve to~ki A i B i vo niv }e 

povle~eme tangenti (crt.6.32).  Agolot  vo slu~ajov e ednakov na  

centralniot agol AOB. So ogled na toa deka dol`inata na 

soodvetniot kru`en lak  AB = R, se dobiva: 

  K =
AB

lim  KAB = 
AB

lim
AB


 = 

AB
lim




R
 = 

R

1
. 
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Vo slu~ajov krivinata ne zavisi od polo`bata na 
izbranite to~ki na kru`nicata i vo koja i da bilo to~ka 

krivinata ima vrednost  
R

1
, {to inaku e o~igledno. 

 Kaj site drugi krivi, krivinata ima razli~na vrednost i 
zavisi od toa vo koja to~ka se opredeluva. 

 Da opredelime sega analiti~ki izraz za krivinata na 

kriva, zadadena so ravenka y=f(x), vo Dekartoviot koordinaten 

sistem. Funkcijata y=f(x) neka ima vtor izvod. Treba da ja 
opredelime vrednosta na krivinata na krivata vo to~ka so 

apscisa x. Na krivata }e izbereme dve to~ki M i M1 so apscisi 

soodvetno ednakvi na x i x+x, (crt.6.33). Vo to~kite M i M1 }e 

povle~eme tangenti na krivata i so  i  }e gi ozna~ime 
aglite  {to  tangentite  gi  formiraat  so  pozitivniot  del  od 

x-oskata.  Agolot  pome|u  tangentite  }e  bide  . Dol`inata na  

lakot MM1, }e ja ozna~ime so s. Soglasno so definicijata }e 
imame: 

1MMK = 

x

s
x

s









. 

 Krivinata vo to~kata M (so apscisa x) }e se dobie (so 
to~nost do znakot) koga }e se opredeli granicata na srednata 

krivina 
1MMK , koga M1 se stremi kon M, {to vo slu~ajov e 

ekvivalentno so uslovot   x 0. 

                     

 Crt. 6. 32.    Crt. 6. 33. 
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Spored toa,  zemaj}i   K  0,  se dobiva: 

K = 
0x

lim
1MMK =

0x
lim

dx

ds
dx

d

x

s
lim

x
lim

x

s
x

x

x





















0

0
. 

 Da gi opredelime sega vrednostite na izrazite 
dx

d
 i  

dx

ds
. 

 Od vrskata 

tg = y' ,       t.e.       = arctg y' 

so diferencirawe po x, se dobiva: 

dx

d
 = 

21 'y

''y


, 

(y' e funkcija od x), a bidej}i  
dx

ds
 = 

21 'y (gl.IX t.2.2) po 

zamenuvawe na ovie vrednosti vo izrazot za krivina, se dobiva: 

K =  
 321 'y

''y


. 

 So dobienava formula mo`e da se najde vrednosta na 

krivinata na krivata  y = f (x)  vo proizvolna to~ka  x. Za da se 

presmeta vrednosta na krivinata vo to~kata  x=x0,  promenlivata 

x }e se zameni so x0 ili pak prethodno }e se presmetaat 

vrednostita na y' i y'' vo to~kata  x=x0 i }e se zamenat vo 
formulata. 

 Ako  y'' > 0, toga{  K>0,  a ako  y'' < 0, toga{  K<0,  t.e. za 
krivata {to e konkavna krivinata e pozitivna, a za konveksna 
kriva krivinata e negativna. 

 Dokolku razgleduvame kriva zadadena so parametarski 

ravenki x=x(t),  y=y(t), krivinata }e ja opredeluvame po druga 

formula, {to }e ja dobieme koga izvodite  y'  i  y''  }e gi 
izrazime so formulite: 
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y' =
x

y



   ,     y'' = 
3x

yxyx


 

 

i }e gi zamenime vo izrazot za  K. 

 Po sreduvawe se dobiva:  

K = 
  2

3
22 yx

yxyx








. 

 Ovde krivinata e izrazena vo zavisnost od parametarot  t. 

Primer 1.  Da se opredeli krivinata na krivata  y = px2 . 

1)  vo koja i da bilo to~ka, 

2)  vo to~kata  M(
2

p
, p) .   

Izvodite na funkcijata se: 

y '  = 
x

p 1

2

2
 ,     y'' = 

xx

p

xx

p

4

21

2

2

2

1
 . 

1)  Koristej}i ja formulata za krivina na kriva, se dobiva: 

K =  
 321 'y

''y


 = 

  2

3

2

3

21

4

2
1

4

2

px

p

x

p

xx

p










 


. 

2)  Koristej}i go rezultatot dobien za krivinata na krivata vo 

koja i da bilo to~ka, za krivinata na krivata vo to~kata M se dobiva: 

K(
2

p
) =

  2

3

pp

p


 = 

ppp

p

22

1

22
 . 

Primer 2.  Da se opredeli krivinata na krivata 

x = a (t sin t ),     y = a ( 1 cos t  ) 

vo to~kata za t = 
2


. 
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Izvodite na  x  i  y  po parametarot  t : 

x  = a (1 cos t),          x  = a sin t,     

y  = a sin t,                 y  = a cos t, 

a nivnite vrednosti vo to~kata za   t = 
2


   se: 

x  = a,     x  = a;     y  = a,     y  = 0. 

 Koristej}i ja formulata za krivina na kriva zadadena vo 
parametarski vid, se dobiva: 

K = 
  2

3
22 yx

yxyx








 = 

  22

10

2

3
22 aaa

aaa





. 

Primer 3.  Da se opredeli  to~ka vo koja krivata  y = ln x ima 

ekstremna krivina. 

]e ja opredelime krivinata na krivata vo koja i da bilo to~ka.  

Izvodite na funkcijata y = ln x  se: 

y '  = 
x

1
,     y ''  =  

2

1

x
. 

Zamenuvaj}i vo formulata za krivina na kriva se dobiva: 

K =  
  2

3
21 'y

''y


 =

    2

3
2

3

2

3
2

2

2

3

2

2

11

1

1
1

1















 



x

x

x

x

x

x

x . 

Bidej}i se bara ekstremna krivina (maksimalna) od uslovot za 

ekstrem, ako prviot izvod e nula, K' = 0, se dobiva: 

K'  =
   

 
   

 32

22

1
2

32

22

1
22

3
2

1

211

1

21
2

3
1










x

xx

x

xxx
, 

K'  =
 2

5
2

2

1

21





x

x
 = 0, 

od kade {to sleduva:  
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1 2x2 = 0       t.e.   x = 
2

1
 

Za to~kata  x = 
2

1
  funkcijata y = ln x  ne e definirana i 

nea nema da ja razgleduvame. Zna~i,  to~kata vo koja postoi ekstremna 

krivina ima apscisa  x = 
2

1
 , a ordinatata e  y =  

2

1
 ln 2. 

 

7. 1.  Radius,  centar  i  kru`nica  na  krivina 

 Po definicija, recipro~nata vrednost na krivinata vo 

dadena to~ka se zema za radius na krivinata, t.e. 

R = 
K

1
 = 

 
''y

'y 2

3
21

 . 

 Ovaa definicija e po analogija, na kru`nicata, pri koja 
krivinata e recipro~na vrednost od radiusot. 

 Vo to~kata M od krivata y=f(x) crt.6.34 }e povle~eme 
normala na krivata i od stranata na konkavniot del od krivata, 
od dopirnata to~ka na normalata }e ja naneseme otse~kata   

MC =R. Okolu to~kata  C  }e opi{eme kru`nica so radius  R. 

 

 

Crt. 6. 34. 

 Kru`nicata {to ja nacrtavme se vika kru`nica na 
krivinata na krivata vo to~kata M, a to~kata C  e centar na 
kru`nicata na krivinata. 
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 Da gi opredelime koordinatite na centarot na 

kru`nicata na krivinata. ]e gi ozna~ime so    i  . 

 Neposredno od crte`ot imame: 

 =  x AM ,       = y + AC . 

 Od triagolnikot AMC  se dobiva: 

AM  = MC  sin R sin 

 Izrazuvaj}i go sin preku tg po poznatata relacija 

sin=



21 tg

tg
 i zamenuvaj}i  tg =y' i vrednosta za R, se 

dobiva: 

AM  = 
   2

2

3
2

2
1

1

1
y

''y

y

''y

y

y

y 









, 

a za 

 =  x   21 y
''y

y 


. 

 Od triagolnikot AMC se dobiva: 

AC  = MC  cos = R cos . 

 Izrazuvaj}i go cos preku tg po poznatata relacija 

cos=
 21

1

tg
i zamenuvaj}i   tg=y'  i vrednosta za R, se 

dobiva: 

AC  = 
 

''y

y

y''y

y 2

2

2

3
2 1

1

11 






, 

a za 

 = y + 
''y

y 21 
. 

 Ravenkata na kru`nicata na krivinata }e bide 

(x ) 2 + (y ) 2 = R 2. 
 



MATEMATIKA I 332

 

 Na sekoja to~ka M od krivata  y=f(x)  odgovara soodvetna 
kru`nica na krivinata. Maliot lak na krivata (vo blizina na 

to~kata M) mo`eme da go smetame kako lak na kru`nicata na 
krivinata, dopu{taj}i pritoa mala gre{ka. Zatoa, kru`nicata 
na krivinata mo`e da ni poslu`i za poto~no crtawe na krivata 

vo blizina na to~kata M. No, mo`e od istite pri~ini 
pribli`no lakot na krivata nad eden interval da se zameni so 
lak od kru`nicata na krivinata (konstrukcija na elipsa so 
pomo{ na kru`nici na krivina). 

 Ako pretpostavime deka to~kata  M  se dvi`i po krivata, 
toga{ soodvetno centrite na kru`nicata na krivinata }e se 
dvi`at po nekoja kriva. Krivata {to }e ja opi{at centrite 

na kru`nicata na krivinata se vika evoluta, na dadenata 

kriva. So drugi zborovi, evolutata e geometrisko mesto na 
centrite na kru`nicata na krivinata. Krivata y=f(x) vo 

odnos na koja se formira evolutata se vika evolventa. 

 Dvete ravenki 

 =  x   21 y
y

y 



,          = y + 
y

y

 21

, 

ja izrazuvaat ravenkata na evolutata vo parametarski vid. 

Parametar e apscisata x, eventualno za parametar mo`e da se 

zeme i y. 

 Primer 1.  Da se sostavi ravenka na evoluta na krivata    

y = px2  . 

 Izvodite na funkcijata izrazeni preku y se: 

y' = 
px

p

2
 = 

y

p
,      y'' =  




pxpx

p

pxpx

pp

22222

2 2

 
3

2

y

p
, 

pa zamenuvaj}i gi vo formulite za      i   , se dobiva: 

   =  x   21 y
''y

y 


 = x + 
p

1
 (y2+p2),          

   = y +  21
1

y
''y

  = 
2

3

p

y
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 Ako vo prvata ravenka zamenime x=
p

y

2

2

, se dobivaat 

parametarskite ravenki na evolutata vo sledniov vid: 

 = 3 
p

y

2

2

 + p,         =  
2

3

p

y
 

 Vo voobi~aena simbolika tie mo`at da se zapi{at i vo vid: 

x = 3 
p

t

2

2

 + p,        y =  
2

3

p

t
 

 Za da ja dobieme ravenkata na evolutata vo impliciten vid }e 
go eliminirame parametarot od ravenkite. Za taa cel ravenkite }e gi 

re{ime soodvetno po  t 2 
 i   t 3 

, t.e. 

t 2 =  
3

2 p
 (xp),      t 3 = y p 2. 

 So stepenuvawe na ovie ravenki so 3 i 2  soodveno, se dobiva: 

t 6 =  
27

8 3p
 (xp)3,      t 6 = y 2 p 4. 

 Od ednakvosta na levite strani sleduva i ednakvost na desnite 

27

8 3p
 (xp)3 = y 2 p 4, 

od kade {to se dobiva ravenkata  na evolutata vo impliciten vid: 

y 2  =  
p27

8
  (xp) 3. 

 

8.  PRIBLI@NO RE[AVAWE NA RAVENKI 

 

 ]e se zadr`ime konkretno na grafi~kiot na~in na 
re{avawe na ravenkite i samo na edna od pove}eto numeri~ki 
metodi za re{avawe na ravenkite. Transcendentnite ravenki i 
algebarskite ravenki od povisok red mo`no e mnogu prakti~no 
da se re{avaat po metodite {to ovde }e gi izneseme. Postapkata 
se odnesuva samo za opredeluvawe na realnite koreni na 
ravenkite. 
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8. 1   Grafi~ko re{avawe na ravenki 

 Neka e potrebno da se opredelat korenite na ravenkata 

f(x)=0. Oformuvaj}i ja funkcijata  y=f (x),  jasno e deka korenite 

na ravenkata   f (x) = 0 }e bidat apscisite na presecite na 

funkcijata  y = f (x)  so  x-oskata. Koga }e se nacrta grafikot na 

funkci jata  y=f (x),  so merewe }e se opredelat korenite na 

ravenkata f(x)=0. Me|utoa, i crtaweto na grafikot na 

funkcijata i opredeluvaweto na prese~nite to~ki so x-oskata 
mo`eme da gi izvr{ime pribli`no, pa zatoa }e ka`eme deka na 
ovoj na~in gi dobivame pribli`nite vrednosti na korenite na 
ravenkata. 

 Primer 1.  Da se opredelat pribli`no korenite na 

ravenkata   x2 2 = 0.  
 Za taa cel ja formirame funkcijata y=x22.  Od grafikot na 

ovaa funkcija (crt,6.35) uo~uvame deka ravenkata ima dva korena (dva 

preseka so x-oska). Apscisite na prese~nite to~ki (odnosno korenite)  

pribli`no se  x1  1,4  i   x2  1,4.   

     

Crt. 6. 35.    Crt. 6. 36. 

 Primer 2.  Ravenkata  

ex+1 = 0 nema realni koreni 

bidej}i funkcijata y= ex+1  

(crt.6.36) ne ja se~e x-oskata. 

 Primer 3. Da se oprede-

li pribli`no re{enie na raven-

kata   lnx+1=0.  

 Ravenkata lnx+1=0 ima 

eden koren pribli`no ramen na 
0,34.  Ova  go  konstatirame,  me- 
rej}i ja apscisata na prese~nata

 Crt. 6. 37.      to~ka  na   grafikot  na  funkci- 

      jata    y = lnx +1    ( crt.6.37 )  so 

      x-oskata. 



Gl. VI Primena na izvodi 

 

335 

   

 Mnogu ~esto  poednostavno e ravenkata  f (x) = 0  da se 
pretstavi vo vid na ravenstvo od ovoj vid 

f(x) = 1 (x) 2 (x) = 0,    odnosno     1(x) 2(x) . 

 Vo ovoj slu~aj se formiraat funkciite  y= 1(x) i  y =2(x)    

i se merat  apcisite na prese~nite to~ki na ovie krivi, {to 

vsu{nost se koreni na ravenkata   f(x)=0. Kako }e se formiraat 

izrazite  1 (x)  i  2 (x)  zavisi od vidot na ravenkata, no bitno e 
da se oformat taka, {to da bide poednostavno crtaweto na 

graficite na funkciite  y=1(x)  i   y = 2(x). 

 Primer 4.   Da se re{i ravenkata  ex+x=0. 

 ]e gi formirame funkciite y=ex  i y=x bidej}i od ex+x=0 

sleduva   ex = x. Apscisata na prese~nata to~ka  na ovie krivi 

(crt.6.38) e x = 0,5. Bidej}i krivite se se~at samo vo edna to~ka, 

razgleduvanata ravenka ima samo eden koren. 

 

    

 Crt. 6. 38.    Crt. 6. 39. 

 Primer 5. Da se re{i ravenkata   x ln x 1 = 0.  

 Ravenkata }e ja  napi{eme vo sledniov vid: ln x = 
x

1
.   . 

 Krivite  y = ln x  i  y = 
x

1
 se se~at samo vo edna to~ka, 

(crt.6.39),  pa spored toa ravenkata  x ln x1 = 0   ima samo eden koren, 

i toa x  2,5. Neprakti~no e vo ovoj slu~aj ravenkata da se izrazi vo vid  

x ln x 1,  bidej}i crtaweto na grafikot na funkcijata  y=xln x  e 

ne{to pote{ko. 
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 Primer 6.  Da se re{i pribli`no ravenkata x32x+1=0. 

 Dadenata ravenka }e ja 
napi{eme vo sledniov vid 

x3 2x1 . 

Graficite na funkciite 

y=x3
  i  y=2x1 se se~at vo to~-

kite A, B i C. Korenite na ovaa 

ravenka (gi ima tri) se apsci-site 

na prese~nite to~ki. Od crt.6.40 
~itame deka  

        x1  1,6 ,  x2  0,6,  x3  1. 

 Primer 7.  Ravenkata 

x4x+1 = 0 
nema realni koreni, bidej}i 

graficite  na  funkciite    y=x4
  i  

 Crt. 6. 40.             y=x1 ne se se~at (crt.6.41).  

 Grafi~kiot na~in za re{avawe na ravenkite slu`i 
naj~esto   kako   pomo{no   sredstvo za mnogu ednostavno da         
se opredeli brojot na korenite na  ravenkata i da se opredeli 
pribli`no vrednosta na korenot. 

 
 

 
 
 

Crt. 6. 41. 
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 Rezultatite dobieni od grafi~kiot na~in se podlo`uvaat 
na uto~nuvawe so numeri~kite metodi. So numeri~kite metodi 
vrz osnova na edna pribli`na vrednost na korenot se presmetuva 
slednata poto~na vrednost. Pri sekoja od ovie metodi edna ista 
postapka se povtoruva pove}e pati, sè dodeka ne se dobie 
vrednosta na korenot so odnapred baranata to~nost. 

 

8. 2.  Metod na Wutn 
 
 Neka so grafi~kiot na~in e opredelena pribli`nata 

vrednost x0 na eden koren od ravenkata  f (x) = 0. Neka grafikot 

na krivata,   y=f (x)   {to e vo vrska so ovaa zada~a e prika`an na 

crt.6.42. Niz to~kata M0(x0,f(x0)) }e povle~eme tangenta na 

krivata  i }e go opredelime presekot na tangentata so x-oskata, 
{to vsu{nost }e bide prvata poto~na vrednost na baraniot 

koren na ravenkata   f (x) = 0. 

Od crte`ot e o~igledno 
deka prese~nata to~ka na 

tangentata i  x-oskata e 
poblisku do korenot, (presekot 

na krivata i x-oskata ). 

 ]e ja sostavime raven-
kata na tangentata. Taa go ima 
sledniov vid: 

  Crt. 6. 42.           y y0  =   f ' (x0) (xx0). 

 Ako zamenime  y=0, }e ja dobieme apscisata na presekot 
(prvata poto~na vrednost na korenot), koja }e bide: 

x1 = x0  
 
 0

0

x'f

xf


 So x1 e ozna~ena apscisata na presekot, prvata pribli`na 
vrednost dobiena po ovoj metod. Za da ja dobieme slednata 

poto~na vrednost na korenot vo odnos na x1, postapkata }e ja 

povtorime. ]e povle~eme tangenta niz  to~kata  M1(x1, f (x1)) i 

povtorno }e go pobarame presekot na tangentata i x-oskata. 

Vrednosta }e ja ozna~ime so x2 i }e se dobie od prethodnata 

vrska, so taa razlika {to sega namesto  x0  }e se zameni ve}e 

dobienoto  x1, t.e. 
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x2 = x1  
 
 1

1

x'f

xf
 

 Povtoruvaj}i ja postapkata }e se dobie niza na 

pribli`ni vrednosti  x3, x4,  … , xn  koja konvergira kon 
baranoto re{enie, a site tie se dobivaat po formulata: 

xn = xn  
 
 1

1





n

n

x'f

xf


 Kolku pati }e se povtori postapkata, zavisi od to~nosta 
so koja go barame korenot. Obi~no se precizira na kolku 
decimali treba da se opredeli korenot, pa vo vrska so toa 
postapkata se povtoruva sè dodeka razlikata pome|u dve posle-
dovatelni vrednosti na korenot ne stane pomala od odnapred 
opredelen broj. Na primer, ako se saka vrednosta na korenot da 
se presmeta  so tri to~ni decimali, postapkata }e se povtoruva 
dodeka razlikata pome|u dve posledovatelni vrednosti na 

korenot ne stane pomala od 0,0001. 

 Nizata vrednosti  x1, x2,  … , xn  ne konvergira sekoga{ 
kon baranoto re{enie. Poradi ova, potrebno e da se vodi smetka 

pri izborot na prvoto pribli`no re{enie x0. ]e navedeme samo 
deka postapkata }e nè vodi kon re{enieto ako prvata pribli`na 
vrednost se zeme od onaa strana na krivata, vo koja znakot na 
funkcijata i znakot na nejziniot vtor izvod se sovpa|aat 
(crt.6.43 i 6.44). 

        

 Crt. 6. 43.    Crt. 6. 44. 

 Metodot {to ovde go iznesovme spa|a vo grupata na 
numeri~kite metodi. Samo vo iznesuvaweto nie se koristime so 
geometriskata interpretacija, inaku pri koristeweto na ovoj 
metod ne e potrebno crtawe na grafikot, nitu crtawe na 
tangentite. 
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 ]e dademe u{te edna interpretacija na izlo`eniot 
metod. Trgnuvaj}i od relacijata 

f ' (x) =  
0x

lim
   

x

xfxxf




, 

vrz osnova na gl.IV, t.6 teorema 4 ja dobivame slednava relacija: 

f ' (x)  = 
   

x

xfxxf




 + x) 

kade {to   e beskrajno mala golemina. Relacijata mo`eme da ja 
napi{eme i vo vid: 

f (x+x)  f (x)  =  f ' (x) x + x, 

a bidej}i  x  e, isto taka, beskrajno mala golemina, po po 
izostavawe na istata se dobiva: 

f (x+x)  f (x)  +  f ' (x)  x. 

 Ako, razgleduvaj}i ja funkcijata  y=f (x),  gi barame vred-

nostite na x  za koi  y=0,  so drugi zborovi go barame korenot na 

ravenkata   f (x)=0, pri pretpostavka deka  x=x0 e pribli`na 

vrednost na korenot, a  x0+h e poto~nata vrednost (nepoznata), 
zamenuvaj}i vo relacijata, se dobiva: 

f (x0+h)  f (x0)  +  f ' (x0) h, 

odnosno      f (x0)  +  h f ' (x0)  = 0    bidej}i   e     f (x0+h)  =  0. 

 O~igledno e deka poto~na vrednost na korenot se dobiva 

koga na  x0  (pribli`nata vrednost) se dodade h (korekcijata), 
{to se odreduva po formulata:  

h = 
 
 0

0

x'f

xf
 

 Vrednosta  x0+h  e ne{to poto~na vrednost na korenot, no 
ne i apsolutno to~na vrednost, od pri~ina {to ja zanemarivme 

goleminata  x.  ]e ozna~ime  x0+h =x1, pa za  x1 povtorno }e ja 

presmetame korekcijata  h1 od istata vrska, od koja dobivame deka 

h1 = 
 
 1

1

x'f

xf
 

 Sumata x1+h1 e nova poto~na vrednost na korenot na 
ravenkata.  
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 ]e ozna~ime x1+h1 = x2,  pa povtorno ja presmetuvame 

korekcijata h2. Ovaa postapka }e ja povtoruvame sè dodeka ne ja 
postigneme predvidenata to~nost, odnosno dodeka razlikata na 
dve posledovatelni vrednosti na korenot ne bide pomala od 

nekoj broj , {to }e go izbereme soglasno so baranata to~nost. 

 Za ilustraciaja }e poka`eme kako se primenuva 
opi{aniot metod na dva primera. 

 

 Primer 1.  Da se presmeta po metodot na tangenti so 

to~nost do  0,01  realniot koren na ravenkata 

    x3 4x8 = 0. 

Levata strana na raven-

kata }e ja ozna~ime so f (x), t.e.  

f (x) = x3 4x8. 

 Za da go opredelime 
brojot na realnite koreni, }e se 
poslu`ime so grafi~kiot 
metod, imeno }e gi nacrtame 

graficite na funkciite y=x3  i 

y=4x+8 (crt.6.45), od pri~ina 

{to   x34x8=0  mo`e da se 

napi{e kako x34x8  i go 

razgleduvame brojot na nivnite 
prese~ni to~ki. 

 Vo slu~ajov se dobiva 
edna prese~na to~ka.  

 Spored toa, dadenata 
ravenka ima eden realen koren i 
toa pozitiven. 

   

  Crt. 6. 45. 

 Izvodite na funkcijata      

f (x) = x3 4x8 

se:      

f ' (x) = 3 x2 4    i       f '' (x) = 6 x . 

 Vrednostitea na funkcijata i vtoriot izvod za x=3 se: 

f (3) = 7,       f '' (3) = 18. 
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 Bidej}i i funkcijata i vtoriot izvod imaat ist znak, toga{ za 

po~etna to~ka  x0   vo na{eto presmetuvawe }e ja zememe to~kata  x0 = 3. 

 Prvoto pribli`uvawe go nao|ame po formulata: 

x1 = x0   
 
 0

0

x'f

xf
3  

 
 3

3

'f

f
 = 3 

23

7
 = 2,69. 

 Vtoroto pribli`uvawe }e bide: 

x2 = x1   
 
 1

1

x'f

xf
= 2,69  

 
 69,2

69,2

'f

f
 = 2,69  

72,17

71,0
  2,65. 

 Tretoto pribli`uvawe }e bide: 

x3 = x2   
 
 2

2

x'f

xf
= 2,65  

 
 65,2

65,2

'f

f
 = 2,65  

60,17

19,0
  2,649. 

 Razlikata 

649,265,232  xx  =  0,001, 

zna~i   deka   x = 2,65   e  korenot so baranata to~nost. 

 Primer 2.  Da se re{i ravenkata 

x = tg x 

po Wutnov metod, baraj}i  go najmaliot pozitiven koren so to~nost 

do  0,01. 

 Od konstrukcijata na  
graficite na funkciite 

y = tg x       i    y = x 

(crt.6.46), zaklu~uvame deka za 
po~etno pribli`uvawe mo`eme da ja 
zememe  to~kata  

x0 = 
2

3
 = 4,71239. 

  Crt. 6. 46. 
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 Dadenata ravenka }e ja transformirame vo oblik 

sin x  x cos x = 0. 

 Levata strana na ravenkata }e ja ozna~ime so f (x) t.e. 

f (x) = sin x  x cos x. 

 Prviot izvod na ovaa funkcija e 

f ' (x)  = x sin x 

 Za prvoto pribli`uvawe se dobiva: 

 x1 = x0   
 
 0

0

x'f

xf
4,71239

712,4

1




 

 Za vtoroto pribli`uvawe se dobiva: 

 x2 = x1   
 
 1

1

x'f

xf
= 4,5004 

399,4

0291,0


 Tretoto pribli`uvawe }e bide: 

   x3 = x2   
 
 2

2

x'f

xf
= 4,49343  

04385,0

00003,0
 = 4,49274. 

 Bidej}i 

x2 x3 = 4,49343 

sleduva  deka  x3  e korenot {to go barame.  
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NEOPREDELEN   INTEGRAL 

 

1.  PRIMITIVNA  FUNKCIJA.  NEOPREDELEN 
INTEGRAL  

 

 Osnovnata zada~a na diferencijalnoto smetawe se sostoi 

vo nao|awe na izvodot   f ' (x)  ili diferencijalot  f ' (x)dx, koga e 

zadadena diferencijabilnata funkcija   f (x). Operacijata so 
koja go nao|ame izvodot na dadenata funkcija ja narekovme 
diferencirawe. 

 Ovde }e ja razgledame obratnata zada~a, koja se sostoi vo 

toa {to za dadena funkcija  f (x) se opredeluva funkcijata  F(x) 
~ij izvod e ramen na  f (x), ili koja ima za diferencijal  f (x)dx, 
t.e. 

F' (x) = f (x) 

ili 

dF(x) =  f (x)dx. 

 Funkcijata F(x) {to treba da se opredeli se vika 

primitivna funkcija za funkcijata  f (x). 

 Sekoja funkcija F(x), x(a,b), ~ij izvod e ramen na 

dadenata funkcija  f (x)  ili ~ij diferencijal e ramen na dade-

niot diferencijal  f (x)dx  vo site to~ki od dadeniot 

interval se vika primitivna funkcija na funkcijata  f (x). 
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 Ako pretpostavime deka sme na{le koja i da bilo 

primitivna funkcija  F(x),  za dadena funkcija  f (x), }e bide 

zadovoleno ravenstvoto F'(x)=f(x). No, bidej}i izvod od 

konstanta e ramen na nula, }e imame, isto  taka, 

 F(x) + C  '  =   f (x) 

t.e. pokraj funkcijata  F(x) i funkcijata  F(x) + C e primitivna 

funkcija na funkcijata  f (x). 

 Primer.   Neka  f (x)=3x2
 .  

 Primitivna funkcija za ovaa funkcija e funkcijata ~ij izvod e  

3x2
, a toa e funkcijata  x3

, zatoa {to  (x3)' = 3x2. Primitivnata 

funkcija ne e edinstvena, zatoa {to istiot izvod go imaat i funkciite 
x3+2,  x36  i voop{to  x3+C  (C proizvolna konstanta), t.e. tie se 

primitivni funkcii na funkcijata  3x2
. 

 ]e poka`eme deka koi i da bilo dve primitivni funkcii 

na dadena funkcija, opredeleni na intervalot (a,b) se razli-

kuvaat samo za konstanta. 

 Neka se  F1(x)  i F2(x)  dve primitivni funkcii za funk-

cijata  f(x)  na intervalot  a,b, toga{ 

F1' (x) = f (x);        F2' (x) = f (x). 

 Ako ja razgledame funkcijata 

F(x) = F2 (x)  F1(x) 

imame: 

F ' (x) = F2' (x)  F1' (x) = f (x)  f (x) = 0 

t.e. 

F(x) = C. 

 Navistina, so primena na Lagran`ovata teorema na 

funkcijata F(x) vo intervalot a,b za koj i da bilo xa,b 
imame: 

F(x)   F(a) = (xa) F ' ()    kade {to      a <   < b 

 Bidej}i e  F ' () = 0, sleduva: 

F(x)   F(a) = 0      ili     F(x)   F(a). 
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 Zna~i, za sekoj  xa,b,  F(x)  F(a), t.e. funkcijata  F(x)  
ima konstantna vrednost. Ako konstantata   F(a)  ja ozna~ime so 

C, imame: 

F2 (x)  F1(x) = C 

ili 

F2(x)  F1(x) + C,  

{to treba{e da se doka`e. 

 Vo vrska so doka`anoto mo`eme da zaklu~ime:  Ako  F(x)  
e koja  i  da  bilo  primitivna  funkcija  na  funkcijata  f (x), 
toga{ mno`estvoto od site primitivni funkcii na 

funkcijata  f (x)  se izrazuva so zbirot F(x)+C, kade {to C e 
proizvolna konstanta.   

 Mno`estvoto od site primitivni funkcii F(x)+C na 

funkcijata  f (x)  se vika neopredelen integral od funkcijata 
f(x)  i  se  ozna~uva  so  simbolot 

  dxxf  

(koj se ~ita integral od  f(x) dx). 

 Od definicijata za neopredelen integral i doka`anoto 
za primitivna funkcija 

    dxxf  =   RCCxF  ; .             (1) 

 Voobi~aeno e da se pi{uva 

  dxxf  = F(x) + C 

i nie }e ja koristime ovaa oznaka.  

 Operacijata so koja doa|ame do primitivnata funkcija, 

odnosno neopredeleniot integral  za  dadena  funkcija  f (x)  se 

vika integrirawe. 

 Funkcijata   f (x)   se   vika   podintegralna   funkcija,   

f(x)dx  e  podintegralen  izraz,  a znakot   e znak za integral. 

 Krivite 

y = F(x) + C 
se vikaat integralni krivi za krivata opredelena so 
ravenkata 

y = f (x). 
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 Neopredeleniot integral geometriski pretstavuva semej-
stvo krivi, od koi sekoja mo`e da se dobie so paralelno prene-

suvawe  na  edna od niv  nagore  ili  nadolu  vo  odnos na y-oskata. 

 Prirodno e da se zapra{ame dali sekoja funkcija ima 
primitivna funkcija, odnosno neopredelen integral. Vo 
teorijata na funkciite se utvrduvaat izvesni uslovi vrz osnova 
na koi sigurno mo`e da se ka`e za dadena klasa funkcii ima ili 
nema primitivna funkcija. 

 Ako funkcijata  f (x)  e neprekinata vo intervalot a,b, 
za nea postoi primitivna funkcija odnosno neopredelen 
integral. Ova tvrdewe nema ovde da go doka`uvame. Nie 
ponatamu }e se sretnuvame so funkcii koi imaat primitivna 
funkcija. 

 Delot od matematikata koj se zanimava so nao|awe 
integrali i nivnata primena se vika integralno smetawe. 

 Opredeluvaweto na neopredelen integral e svrzano so 
pogolemi te{kotii vo odnos na opredeluvaweto na izvodite na 
funkciite. Integriraweto se vr{i vrz osnova na tabelata na 
osnovnite integrali, {to se dobiva od tabelata na izvodite na 
osnovnite elementarni funkcii, svojstvata na neopredelenite 
integrali i dvata metoda: metodot na zamena i metodot na 
parcijalna integracija. Vo najgolem broj slu~ai se kombiniraat 
ovie dva metoda pri nao|aweto na neopredelenite integrali. 

 Od definicijata na neopredelen integral, t.e. vo vrska so 
(1), neposredno sleduva deka: 

  10 izvod na neopredelen integral e ramen na 

podintegralnata funkcija.  

 So diferencirawe na ravenstvoto  

  dxxf  = F(x) + C 

se dobiva: 

    'dxxf  (F(x) + C)' = F ' (x) = f (x); 

t.e. to~nosta na iska`anoto svojstvo. 

 20  diferencijal od neopredelen integral e ramen na 

podintegralniot izraz, t.e.  

d      CxFddxxf  = d F(x) = F' (x) dx = f(x) dx; 
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 30  neopredelen integral od izvod na dadena funkcija e 

ramen na samata funkcija plus proizvolna konstanta, 

  dxx'F  =   dxxf  = F(x) + C; 

 40 neopredelen integral od diferencijalot na nekoja 

funkcija e ramen na taa funkcija plus proizvolna konstanta, 

  xdF  =   dxx'F  =   dxxf  = F(x) + C; 

 Od ovie osobini se gleda deka operaciite d 

(diferencirawe) i   (integrirawe), primeneti edna po druga 

posledovatelno na nekoja funkcija vo koj i da bilo redosled,  se 
poni{tuvaat, t.e. se dobiva funkcijata. So drugi zborovi, sekoe 

od tie svojstva go izrazuva faktot deka integriraweto e 
obratna operacija od diferenciraweto.  

 

2.  TABELA NA OSNOVNI INTEGRALI 
 

 Neposredno od definicijata na neopredelen integral, vrz 
osnova na izvodite na elementarni funkcii, se dobiva tabelata 
na osnovnite integrali: 

 1)   




1

1

n

x
dxx

n
n  + C,      n  

 2)   x

dx
 = ln x + C, 

 3)   dxxsin  = cos x + C, 

 4)   dxxcos  = sin x + C, 

 5)   xcos

dx
2

 = tg x + C, 

 6)   xsin

dx
2

 = ctg x + C, 
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 7)   
aln

a
dxa

x
x  + C, 

 8)    xx edxe  + C, 

 9)  








 ,Carcctgx

,Carctgx

x

dx
21

  

 10)  










 ,Cxarccos

,Cxarcsin

x

dx
21

 

 11)   dxxch   =   sh x + C, 

 12)   dxxsh   =  ch x  + C, 

 13)   xch

dx
2

   =  th x  +  C, 

 14)   xsh

dx
2

 =  cth x  +  C, 

 15)   



 x

x
ln

x

dx

1

1

2

1

1 2
 + C, 

 16)    


kxxln
kx

dx 2

2
 + C,     k  0 konst. 

 To~nosta na ovie ravenstva mo`e da se proveri so 
diferencirawe na desnite strani. Izvodot na izrazot na desnata 
strana treba da bide ramen na podintegralnata funkcija. 

 Integralite od ovaa tabela treba da se znaat na pamet za 
da se olesni dobivaweto na integralite od drugi funkcii. 
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3.  OSNOVNI SVOJSTVA NA NEOPREDELEN 
INTEGRAL 

 
 10  Konstanten mno`itel (razli~en od nula) mo`e da se 

iznese pred znakot na integralot  t.e. ako A  0, toga{ 

     dxxfAdxxfA . 

 Bidej}i 

d     dxxfAdxxfA   

i 

d        dxxfAdxxfdAdxxfA    

sleduva: 

d        dxxfAddxxfA , 

a ottamu i  to~nosta na dadenoto svojstvo. 

  20   Neopredelen integral od algebarska suma na kone~en 
broj neprekinati funkcii e ramen na algebarska suma na 
integralite na oddelnite funkcii, t.e. 

      dxxf...xfxf m  21  = 

                                         =        dxxf...dxxfdxxf m21 . 

 Bidej}i 

  d        dxxf...xfxf m  21  = 

             =       dxxf...xfxf m 21  =  

             =      xf...dxxfdxxf m 21  dx = 

            =        dxxfd...dxxfddxxfd m21 ,  

i 

  d         dxxf...dxxfdxxf m21  =  

  =        dxxf...dxxfddxxfd m21 ,  

sleduva to~nosta na navedenoto svojstvo. 
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 Primer 1.   

11
222

11
1010 x

dxxdxx    + C. 

 Po iznesuvawe na konstantata pred integralot se 
koristime so integralot naveden vo tabelata. 

 Primer 2. 

  dxedxe xx 44  = 4 ex + C. 

 Primer 3. 

    
4

4
33 x

dxedxxdxex xx
 +  ex + C. 

 Primer 4. 

                     





  dx

x
dxxdx

x
x

8
7

8
7 44  

        = 
5

7
87

5
4 x

x

dx
dxx    8 ln x + C. 

 

4.   METOD  NA  ZAMENA 
 

 Metodot na zamena ~esto se koristi pri nao|awe na 

neopredelenite integrali.  Neka  f (x) e neprekinata funkcija na 

intervalot  a,b. Integralot   dxxf  so ovoj metod mo`e da se 

uprosti zamenuvaj}i ja promenlivata na integriraweto  x  so 

nova promenliva  t  preku  x=(t), kade {to  (t)  i nejziniot 

izvod  se neprekinati  funkcii  na  intervalot   t1,t2  pri  {to  

a  (t)  b  za  tt1,t2. Pritoa, se misli deka so smenata (pogodno 
izbrana spored vidot na integralot {to se re{ava) }e se dobie 
drug integral {to spa|a vo grupata osnovni integrali ili 
integralot go sveduva vo oblik koj lesno se nao|a. 
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 Ako vo integralot   dxxf sakame da ja izvr{ime smenata 

x= (t)  }e bide potrebno da se opredeli diferencijalot od  x, koj 

}e bide  dx=' (t)dt, pa potoa  x  i  dx  da se zamenat vo integralot. 
Po zamenuvaweto se dobiva: 

  dxxf  =       dtt'tf . 

 Toa }e bide eden drug integral po promenlivata  t. 

 O~igledna e polzata od primenata na ovoj metod vo 
re{avaweto na integralot 

   dxx 64 . 

 Sporeduvaj}i so integralite vo tabelata, se zabele`uva 

deka ovoj integral se razlikuva od integralot  dxxn
, samo po 

toa {to namesto promenlivata x na {esti stepen, stoi sumata 

x+4 na {esti stepen. So smena treba da se dovede do vidot na 
integralot naveden vo tabelata. Konkretno vo ovaa zada~a }e 

treba da se zameni  x+4=t. Diferenciraj}i ja smenata se dobiva 

dx=dt, {to po zamena go dava integralot   dtt 6
, a soglasno so 

integralot vo tabelata e: 

 dtt 6
 = 

7

7t
 +C. 

 Po dobivawe na rezultatot,  ako se vratime na starata 

promenliva, so ogled na toa deka  t=x+4, se dobiva:  

   dxx 64  = 
 

7

4 7x
 + C. 

 Primer 1.  Da se najde integralot 

   dxx 354 . 

 So voveduvawe na smenata:  4x + 5 = t,  4dx = dt, se dobiva: 

   dxx 354  =   
1644

1

4

1

4

44
33 t

C
t

dtt
dt

t  + C. 

 Zamenuvaj}i   t = 4x+5 , se dobiva: 

   dxx 354  = 
 

16

54 4x
 + C. 
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 Primer 2. 

  dtedxe tx 3
 e t + C = ex+ 3 + C. 

Smena: t = x+3, dt = dx. 

 Primer 3. 

 
 t

dt

x

dx

1
 ln t + C = ln (x+1) + C. 

Smena:  x+1 = t,  dx = dt. 

 Primer 4. 

 
 5

1

5

1

15 t

dt

x

dx
ln (5x1) + C. 

Smena:  5x1 = t,    5 dx = dt,   dx=
5

1
dt. 

 Primer 5. 

    CeCedte
dt

edxxe xtttx 22

2

1

2

1

2

1

2
. 

Smena: x2 = t,   2xdx = dt,   xdx = 
2

dt
. 

 Primer 6.  Integralot 

  22 ax

dx
 

so smenata  x=at  se sveduva na tabli~en integral. 

 So diferencirawe na smenata se dobiva  dx = a dt i zamenu-

vaj}i vo integralot se dobiva: 

  22 ax

dx
 =   





C

a

x
arctg

at

dt

aata

dta 1

1

1
2222

. 

 Primer 7.  Integralot 

  22 ax

dx
 

so nekolku transformacii se razlo`uva na dva ednostavni integrali: 
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  22 ax

dx
 =   

   
    







dx
axax

axax

aaxax

dx

2

1
 

      =  


 ax

dx

aax

dx

a 2

1

2

1
. 

 So smena  xa = t  za prviot integral i smena  x+a = t  za 

vtoriot integral, se dobiva: 

aax

dx

a 2

1

2

1
 


 ln (xa);        

aax

dx

a 2

1

2

1
 


 ln (x+a), 

odnosno kone~no: 

  22 ax

dx
 = 

ax

ax
ln

a 


2

1
 + C. 

 Primer 8.  Integralot 


 22 xa

dx
 

so smenata   x=at,  dx=a dt  se sveduva na tabli~en integral, t.e. 


 22 xa

dx
 = 

 21 t

dx
 = arcsin t + C = arcsin

a

x
   + C. 

 Primer 9.  Integralot 

 xsin2 dx 

 mnogu ednostavno }e se najde ako podintegralnata funkcija se izrazi 
vo drug oblik so trigonometriskata vrska  

sin2x = 
2

21 xcos
. 

 Postapkata e kako {to sleduva: 

 xsin2 dx =   


dxxcosdx
xcos

21
2

1

2

21
 

                      =   dxxcosdx 2
2

1

2

1
 = 

4

2

2

xsinx
  + C. 
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 Analogno  integralot 

 xcos 2 dx 

se nao|a so pomo{ na trigonometriskata vrska 

cos2x = 
2

21 xcos
. 

 Kone~no se dobiva: 

 xcos 2 dx =  
4

2

2

xsinx
  + C. 

 

5.  METOD NA PARCIJALNA INTEGRACIJA 

 

 Metodot na parcijalna integracija mnogu ~esto se 
koristi pri nao|aweto na neopredelenite integrali. So ovoj 
metod nao|aweto na  eden integral se sveduva na nao|awe na drug, 
pri {to ovoj  dobien integral  mo`e da se najde polesno. 

 Ako  u  i  v  se dve diferencijabilni funkcii, poznato ni 
e deka za niv va`i relacijata 

d (u  v)  = u  dv + v  du, 

od kade {to sleduva: 

u  dv = d(u  v)  v  du. 

 Ako se integriraat dvete strani oddelno, se dobiva: 

  dvu  =    vud      duv , 

odnosno 

  dvu  = vu       duv . 

 Dobienata ravenka e formula za parcijalna 
integracija. 

 Primenata na ovoj metod }e ja prika`eme na integralot 

 dxxex
. 

 ]e izbereme: 

u = x,     dv = exdx. 
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 Potrebno e da se najde du (}e se dobie od u=x preku 

diferencirawe), a imeno   du = dx i  v  (}e se dobie od  dv=exdx  so 

integrirawe), imeno  v =  dxe x
 = ex

. Zamenuvaj}i gi izrazite za 

izbranoto u i dv i najdenite izrazi za v i  du vo formulata za 

parcijalna integracija, se dobiva: 

      
duv

x

v

x

udv

x

u

dxeexdxex  . 

 O~igledno integralot na desnata strana lesno se nao|a i 
kone~niot rezultat e: 

 dxxex
 = xex  ex + C = ex (x1) + C. 

 Izborot na  u  i  dv vo podintegralniot izraz ne e 
napolno proizvolen. Vo slu~ajov ne bi bila korisna primenata 
na ovoj metod, ako se zeme: 

u = ex,       du = exdx; 

               dv = xdx,      v = 
2

2x
xdx  , 

{to doveduva do  

 dxxex
 = 

2

2x
 ex   dxe

x x

2

2

. 

 Integralot do koj se doa|a so ovoj metod treba da bide 

poednostaven, a pri ovoj izbor na u i dv e obratno, toj e 
poslo`en. 

 Ne postoi op{to pravilo po koe bi znaele da gi izbereme   

u i dv. Ako edna kombinacija ne doveduva do poednostaven 
integral, obi~no se proba so drugata varijanta. 

 Primer 1.   

.Cxxlnxdxxlnx
x

xdx
xlnxdxxln    

Pri ovoj integral izbirame: 

u = ln x,     du = 
x

dx
 

dv = dx,      v = x. 
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 Primer 2.  Da se najde integralot   

 dxxsinx  

 ]e izbereme:        u = x,         dv = sin x dx. 

 Presmetuvame:  du = dx ,     v =   dxxsin   = cos x. 

 Soglasno  formulata za parcijalna integracija se dobiva: 

 dxxsinx  =  x cos x +  dxxcos  = x cos x + sin x +C. 

 Primer 3.  Da se najde integralot 

 dxxarctg  

 ]e izbereme:  u = arctg x,    dv = dx,  toga{   

                                du = 
21 x

dx


,      v = x. 

 Spored toa, 

 dxxarctg   = x arctg x    21 x

dxx
. 

 Integralot {to se dobiva }e go najdeme so smena: 

1+x2 = t,     2x dx = dt,     x dx = 
2

dt
, 

pa se dobiva: 

 dxxarctg   = x arctg x  
2

1
 

2

1
xarctgx

t

dt
ln (1+x2) + C. 

 Primer 4.  Integralot 

I = dxxa  22  

sega }e go najdeme po metodot na parcijalna integracija, pri {to }e 
zememe: 

u = 22 xa    i    dv = dx, 

od kade {to: 

          du = 
22 xa

dxx




,         v = x. 
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 Zamenuvaj}i vo formulata za parcijalna integracija, se dobiva: 

I = x 22 xa   



dx

xa

x
22

2



 dodavaj}i vo broitelot na integralot na desnata strana  +a2
  i  a2

, 

sleduva: 

I = x 22 xa  
 





dx

xa

axa
22

222



     = x 22 xa     dxxa  22  
 22

2

xa

dx
a 

 Prviot  dobien integral na desnata strana e dadeniot integral 

I, a vtoriot  e od t.4 , primer 8. , pa 

I = x 22 xa    I +a2 arcsin 
a

x
 + C1, 

od kade {to re{avaj}i po I, se dobiva: 

I = 
2

x 22 xa   +
2

2a
arcsin 

a

x
 + C. 

 Primer 5.  Nao|aweto na integralot od vid 

 dxxsine x
 

doveduva do nao|awe i na integralot 

 dxxcose x
. 

 Poradi pokratko ispi{uvawe }e gi vovedeme oznakite I1 za 

integralot    dxxsine x
    i   I2  za  integralot   dxxcose x

. 

 Primenuvaj}i go metodot na parcijalna integracija  za integra-

lot   dxxsine x
   pri izbor 

u = ex,     dv = sin x dx;         du = exdx,     v = cos x, 

se dobiva: 

I1 =  dxxsine x
 = excos x +  dxxcose x

, 

odnosno: 
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I1 =  dxxsine x
 = excos x + I2. 

 Za da dobieme u{te edna vrska pome|u integralite, }e go 
primenime metodot na parcijalna integracija i na vtoriot integral, 
pa se dobiva: 

I2 =  dxxcose x  =  exsin x   dxxsine x
, 

odnosno: 

I2 = exsin x I1. 

 So re{avawe na sistemot 

   I1 =  excos x + I2. 

   I2 = exsin x I1, 

se dobivaat razgleduvanite integrali: 

I1 = 
2

xe
(sin x  cos x);      dxxsine x

 = 
2

xe
(sin x  cos x) + C, 

     I2 = 
2

xe
(sin x  cos x);          dxxcose x

 = 
2

xe
(sin x  cos x) + C. 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

 Da se najdat slednive integrali: 

1)   dxx32 ;   Odg.:  1)  
2

4x
 + C.  

2)   dxxsin3 ;           2)  3 cos x + C. 

3)     dxxcosx 32 ;           3)  
3

3x
 + 3 sin x + C. 

4)   





  dx

x
xx

1
22 ;          4)  

3

3x
 + x2 + ln x + C. 

5)  


dx
x

x
4

8 310
;           5)  2x5  

3

1

x
  + C. 
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6)  
 



dx

x

x
3

22 1
;   6)  

2

2x
 + 2 ln x  

22

1

x
   + C. 

7)     dxxx 3 ;   7)  x 





  3

4

3

3

2
xx  + C. 

8)   







 dx

xx 4 3

11
;   8)  2 x   4 4 x  + C. 

9)  
 



dx

x

x
3

1
;   9)  xx

xx
63

3

2
  lnx + C. 

10)   











dx
x

e
e

x
x

2
1 ;   10)  ex + 

x

1
 + C. 

11)  dx
x

a
a

x
x 












3
1 ;  11)  

xaln

a x 2
  + C. 

12)   dx
xsinxcos

xcos
22

2
;  12)   ctg x tg x + C. 

13)   dxxctg 2 ;   13)  ctg xx + C. 

14)   xcosxsin

dx
22

;   14)  tg x  ctg x + C. 

15)  dx
x

sin
2

2 ;   15)   
22

xsinx
  + C. 

16)  dx
x

cos
2

2 ;   16)   
22

xsinx
  + C. 



MATEMATIKA I 360

 

17)   












dx

xx 22
1

3

1

2
;  17)  2 arctg x  3 arcsin x + C. 

18)   
dx

x

x
2

4

1
;   18)  

3

3x
 x + arctg x + C. 

19)   





  dx

x
cos

x
sin

2

22
;  19)  x + cos x + C. 

20)   dxxtg 2  ;   20)  tg xx + C. 

21)    dxxchnxshm  ;  21)  m ch x + n sh x + C. 

22)   dxxth 2 ;    22)  x  th x + C. 

23)    dxxx35 ;   23)  

3

5
1

3

5

ln

x









 + C. 

 Koristej}i go metodot na zamena da se najdat slednive 
integrali: 

1)     dxxx
232 12 ;   Odg.:  1)  

48

1
(x212)24 + C. 

2)    223 x

xdx
;             2)  

4

1
 ln (32x2) + C. 

3)  dxxx  932             3)    2

3
3 9

9

2
x  + C. 

4)  
 21 x

xdx
;             4)   21 x  + C. 
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5)  



dx

xx

x

92

1
2

;  5)  922  xx  + C. 

6)    32x

dx
;    6)  

2

1
 ln (2x+3) + C. 

7)  dxtgx ;    7)  ln cos x + C. 

8)  
dx

xcosba

xsin
;   8)  

b

1
ln (a+bcos x) + C. 

9)    xarctgx

dx
21

;   9)  ln (arctg x) + C. 

10)  xlnx

dx
5

;             10)   
xln44

1
  + C. 

11)    2

3

1 x

xarctg
;   11)  

4

1
arctg4x + C. 

12)   xsin

dx
;    12)  ln 








2

x
tg  + C. 

13)   xcos

dx
;    13)  ln 






 


42

x
tg  + C. 

14)   
dx

xsin

xsin

3

2
2

;   14)  ln (sin2x+3) + C. 

 So primena na metodot na parcijalna integracija da se najdat 
slednive integrali:  

1)  dxxlnx 2 ;  Odg.:  1)  
4

2x
(2 ln2x 2 ln x + 1) + C. 

2)     dxxlnx 12 ;           2)  
2

1
(x21) ln (x21) 

2

1
 x2 + C.
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3)    dxex x2 ;    3)  ex (x2+2x+2) + C. 

4)  dxex x  23 ;   4)  
2

2

12
xe

x 
 +  C. 

5)   dxxcosx ;   5)  x sin x + cos x + C. 

6)    dxxlnsin ;    6)      xlncosxlnsin
x


2

 + C. 

7)  dxxsine x  ;   7)  
2

xe

(sin x + cos x) + C. 

8)   dxxarcsin ;   8)  x arcsin x + 21 x  + C. 

9)  dxxarctg ;   9)   x (1+x) arctg x C. 

10)  dxxa  22 ;          10)  
a

x
arcsin

a
xa

x

22

2
22  +C. 

 

6.  INTEGRIRAWE  NA  NEKOI  FUNKCII 

 6. 1.  Neka e daden integralot 

I =   cbxax

dx
2

, 

koj mo`e da se napi{e vo sledniov oblik: 

I =  







 




2

22
2

4

4

2

11

a

acb

a

b
x

dx

a
a

c
x

a

b
x

dx

a
. 

 Ako stavime  x+
a

b

2
 = t,  dx = dt, toga{ mo`e da nastapat 

tri slu~ai: 
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 a)  b2 4ac < 0 ,   mo`e da se stavi: 

2

2

4

4

a

acb 
 =k2,         k = 

2

2

4

4

a

bac 
 

i 

I = 
k

t
arctg

kakt

dt

a

11
22 


 + C, 

a po zamena na   t  i   k  

  cbxax

dx
2

 = 
22 4

2

4

2

bac

bax
arctg

bac 




 + C. 

 Na primer: 

 
 

 











 2

1

2

1

41

1

4152 222

x
arctg

x

xd

x

dx

xx

dx
 + C. 

 b)  b2 4ac > 0, toga{ mo`e da se stavi: 

2

2

4

4

a

acb 
 =k2,         k = 

2

2

4

4

a

acb 
 

i 

I =
kt

kt
ln

kakt

dt

a 



 2

111
22

  +C, 

a po zamena na   t  i   k 

  cbxax

dx
2

 =  
acbbx

acbbx
ln

acb 42

42

4

1
2

2

2 




 + C. 

 Na primer: 

I = 
 652 xx

dx
 














 









 

4

1

2

5

4

25
6

2

5
22

x

dx

x

dx
,  

zemame:  t = x
2

5
,    dt = dx ,   pa  
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I = 











2

1

2

5
2

1

2

5

2

1
2

1

2

1
1

2

1

4

12 x

x
lnC

t

t
ln

t

dt
+ C = 

    = ln 
2

3




x

x
 + C. 

 v)  b2 4ac = 0, toga{ integralot 

I =   cbxax

dx
2

 =   


bax
C

att

dt

a 2

211
2

 + C. 

 Na primer: 

   


 22 244 x

dx

xx

dx
, 

zemaj}i:  x+2 = t,   dx = dt,   toga{ 

I =  


2

11
2 x

C
tt

dt
 +C. 

 6. 2.  Neka e daden integralot 

I =  


dx
cbxax

nmx
2

, 

kade {to  m,  n,  a,  b  i  c se realni konstanti;  }e go razdelime 
na dva integrala: 

I =   cbxax

dxx
m

2
 +   cbxax

dxn
2

. 

 Vo prviot integral broitelot da go transformirame 
taka, {to toj da pretstavuva izvod od imenitelot, imeno: 

I = 
 
 


dx

cbxax

bbax

a

m
2

2

2
 +   cbxax

dxn
2

. 

I =  


dx
cbxax

bax

a

m
2

2

2
 +  







 

cbxax

dx

a

mb
n

22
. 

 Prviot integral se nao|a so smenata: 

ax2 + bx +c = t,   (2ax + b) dx  = dt, 
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a vtoriot integral e integral od prethodnata t. 6. 1, pa 

I =  t

dt

a

m

2
 +  


cbxax

dx

a

bman
22

2
, 

I = tln
a

m

2
 +   


cbxax

dx

a

bman
22

2
. 

 Vra}aj}i se na starata promenliva se dobiva: 

I = ln
a

m

2
(ax2 + bx + c) +   


cbxax

dx

a

bman
22

2
. 

 6. 3.  Neka e daden integralot 

I = 
 kx

dx
2

, 

kade {to  k  e proizvolna realna konstanta. Toj se nao|a so smena: 

kx 2
 = t x. 

 Kvadriraj}i i re{avaj}i po  x, se dobiva: 

x = 
t

kt

2

2 
 ,    t x = 

t

kt

2

2 
,     dx = 

2

2

2t

kt 
 dt. 


 kx

dx
2

 =  




t

dt
dt

t

kt
t

kt

2

2
2

2

2

 = ln t + C. 

 Zamenuvaj}i za   t = x + kx 2
, se dobiva: 


 kx

dx
2

 = ln (x + kx 2
) + C. 

 Pri nao|awe integrali od ovoj oblik, }e go koristime 
krajniot rezultat, bez da ja izveduvame sekoga{ celata postapka 
na re{avaweto. 

 6. 4.  Neka e daden integralot 

I =   dxkx 2 , 

kade {to  k  e proizvolna realna konstanta. 
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 Mno`ej}i go imenitelot i broitelot so  kx 2
 se 

dobiva: 

I = 










kx

dx
kdx

kx

x
dx

kx

kx
22

2

2

2

. 

 Prviot integral na desnata strana }e go najdeme so 
metodot na parcijalna integracija, pri {to: 

    u = x,     dv = 
kx

xdx

2
; 

  du = dx,     v = kx 2
, 

a vtoriot integral e integralot od t.6.3, pa 

I = x kx 2
     dxkx 2  + k ln (x + kx 2

). 

 Integralot {to go dobivme e po~etniot integral I i 
re{avaj}i ja algebarskata ravenka 

I = x kx 2
   I + k ln (x + kx 2

), 

se dobiva: 

I = 
2

x
kx 2

 +
2

k
 ln (x + kx 2

) + C. 

 6. 5.  Da go razgledame integralot 

                
 cbxax

dx
2

,                      (*) 

kade {to }e razlikuvame dva slu~aja: 

 a)  a > 0,  toga{ po smenite:  t = x + 
a

b

2
,   

2

2

4

4

a

acb 
 = k2, 

se dobiva: 


 cbxax

dx
2

 = 








 

2

22

4

4

2

1

a

acb

a

b
x

dx

a
 = 
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22

1

kt

dt

a
=    Ckttln

a
221

 

 C
a

acb

a

b
x

a

b
xln

a













 







 

2

22

4

4

22

1
. 

 Na primer: 

 
  





 





Cxxln

x

dx

xx

dx
411

4152

2

22
 

         Cxxxln  521 2
. 

 b)  a < 0,  toga{ integralot (*) mo`e da se napi{e po 

voveduvawe na smenite 

t = x + 
a

b

2
,      

2

2

4

4

a

acb 
 = k2, 

vo sledniov vid: 


 cbxax

dx
2

= 







 

  2

2

2

24

4

1

a

b
x

a

acb

dx

a
 

             



22

1

tk

dt

a
 =  

 k

t
arcsin

a

1
 

             
acb

bax
arcsin

a 4

21
2 




  + C. 

 Na primer: 

     






 1133223 222 x

dx

xx

dx

xx

dx
 

           = 
 
 







2

1

14

1
2

x
arcsin

x

xd
 + C. 
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 6. 6.  Integralot 

  dxcbxax 2
 

na ve}e izlo`eniot na~in se sveduva na eden od integralite: 

  dtkt 22
,          dttk 22

. 

 a)  Ako  a > 0,  toga{ po smenite: 

t = x + 
a

b

2
,        

2

2

4

4

a

acb 
 = k2, 

se dobiva: 

  dxcbxax 2
 = 









  dx

a

acb

a

b
xa

2

22

4

4

2
 

          =   dtkta 22 , 

a toa e integralot re{en vo t. 6. 4. 

 b)  Ako  a < 0,  toga{ po smenite: 

t = x + 
a

b

2
,        

2

2

4

4

a

acb 
 = k2, 

dadeniot integral se sveduva na: 

  dxcbxax 2
 = 






 


  dx

a

b
x

a

acb
a

2

2

2

24

4
 

          =   dttka 22 , 

koj mo`e da se najde analogno kako prethodniot. 

 Integralot 

  dttk 22
 

mo`e da se re{i i so primena na metodot na zamena, ako se stavi  

t=ksin z  ( t. 9). 
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 6. 7.  Neka se dadeni integralite 

 dxxsinn
,           dxxcos n . 

 Neka n e cel pozitiven broj. ]e go najdeme integralot 

In =  dxxcos n
 

so metodot na parcijalna integracija zemaj}i: 

u = cosnx,       du = (n1) cosn2x sin x dx, 

        dv = cos x dx,     v = sin x. 

In =      dxxsinxcosnxcosxsindxxcosxcos nnn 2211 1  

      =       dxxcosxcosnxcosxsin nn 221 11  

     =       dxxcosndxxcosnxcosxsin nnn 11 21
. 

 Vtoriot integral na desnata stran e In  pa sleduva: 

In =       11 21 ndxxcosnxcosxsin nn In. 

 Re{avaj}i ja ovaa ravenka po In, se dobiva: 

In = 
 

 
 

 dxxcos
n

n

n

xcosxsin n
n

2
1 1

, 

t.e.           In =  
 

2

1 1


 
 n

n

I
n

n

n

xcosxsin
. 

 Na ist na~in se nao|a deka 

     dxxsinn
 = 

 
 

 
 dxxsin

n

n

n

xcosxsin n
n

2
1 1

          (**) 

 Na primer, }e go razgledame integralot : 

 dxxsin6
. 

 So posledovatelna primena na formulata (**), se dobiva: 

I6 =  dxxsin6
 = 

6

5

6

5


xcosxsin

I4 , 
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I4 =  dxxsin4
 = 

4

3

4

3


xcosxsin

I2 , 

I2 =  dxxsin2
 = 

2

1

2


xcosxsin
I0 , 

  I0 =  dx  = x. 

 Vrz osnova na ovie rezultati, se dobiva: 

  I2  =  
22

xxcosxsin
 , 

  I4 =  
4

3

4

3


xcosxsin

 





 

22

xxcosxsin


i kone~no 

I6 =  dxxsin6
 = 

24

5

6

1 5 xcosxsin sin3x cos x

   
16

5
sin x cos x  +

16

5x
+ C.

 6. 8.  Neka e daden integralot 

In = 
 


n

x

dx

12
 ,            (nN). 

 Za   n = 1,      I1 =  12x

dx
 = arctg x  + C, 

{to e poznato od porano. 

 Neka e  n > 1. Vo broitelot ako dodademe i odzememe x2
, se 

dobiva: 

In = 
 
        








 nnn x

dxx

x

dx
dx

x

xx

111

1
2

2

122

22

. 

 Vtoriot integral na desnata strana }e go najdeme po 
metodot na parcijalna integracija, stavaj}i: 

u = x,    dv = 
 nx

dxx

12 
; 

du = dx,     v = 
      








122 1

1

12

1

1
nn

xnx

dxx
, 
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zatoa 

           








 12122

2

112

1

1

1

121 nnn x

dx

nxn

x

x

dxx
. 

 Imame: 

In = In
    12

1

112
12 



 nxn

x
n

 In

ili 

         In =      12

32

112 12 



  n

n

xn

x
n

 In



7.  INTEGRIRAWE NA RACIONALNI FUNKCII 

 

7. 1.  Rastavuvawe na polinom na mno`iteli 

 Vo algebrata se doka`uva deka sekoj realen polinom Q(x) 
mo`e da bide pretstaven vo vid 

Q(x) = A(x) (x)  …  (x ), 

kade {to  A  e koeficient pred najvisokiot stepen na 

polinomot, a  , , … ,  se koreni na ravenkata  Q(x) = 0. 

Mno`itelite  xx … , x se vikaat prosti 
mno`iteli  ako  se dva po dva razli~ni me|u sebe. 
Ako nekoi od mno`itelite se ednakvi, toga{ polinomot 
pokratko mo`e da se napi{e vo vid 

Q(x) = A(x) r (x) s …  (x ) t, 

kade {to   r, s,  …   ,  t   se prirodni broevi i  r+s + … +t = n, 

kade {to  n  e stepenot na polinomot  Q(x). Broevite  r, s,  …  , t  
se vikaat kratnost na korenite   , , …,   soodvetno. 

 Od algebrata e poznato: ako  a+ib  e kompleksen koren na 
polinomot, toga{ toj go ima za koren i kowugirano-

kompleksniot  broj  a ib.    

 Izmno`uvaj}i gi mno`itelite  x(a+ib)  i  x(aib), se 
dobiva: 
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x(a+ib)  x(aib) = (xa) 2  + b 2 = x 2 + px + q, 

kade {to  p = 2a,  q = a 2 + b 2. 

 Na sekoj par kowugirano-kompleksni koreni vo razlo-
`eniot polinom mu odgovara mno`itel kvadraten trinom. 

Q(x) = A(x) r (x) s …  (ax2+bx+c) t (dx2+ex+f) k … 

r, s,  …   se kratnosti na realnite korenite  i ,  … , a t i k se 
kratnostite na parovite kowugirano-kompleksni koreni. 

 Primeri: 

  1.  x23x + 2 = (x2) (x1), 

  2.  x3 + 1 = (x+1) (x2x+1), 

  3.  x4 1 = (x2+1) (x1) (x+1), 

  4.  x3  2x2
 x + 2 = (x1) (x2) (x+1) 

 

7. 2.  Rastavuvawe na racionalni funkcii 
 na prosti dropki 

 Ako stepenot na polinomot vo broitelot od racionalnata 

funkcija 
 
 xQ

xP
 e pogolem ili ednakov  so stepenot na polinomot 

vo imenitelot,  toga{ izvr{uvaj}i  delewe,  se dobiva: 

 
 xQ

xP
 = W(x) + 

 
 xQ

xR
, 

kade {to W(x) e polinom-koli~nik, a  R(x) ostatok pri deleweto, 

polinom so stepen pomal od stepenot na polinomot Q(x). 

 Primeri: 

  1.  
1

3
1

1

2
2

2
2

4








x

x
x

x

xx
, 

  2.  
1

132
1

1

232
3

2

3

23








x

xx

x

xxx
. 
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 Neka 
 
 xQ

xP
 e dadena racionalna funkcija, kade {to P(x) i 

Q(x) se polinomi so realni koeficienti, i polinomot Q(x) neka 
e rastaven na mno`iteli. 

 Teorema.  Ako stepenot na broitelot vo racionalnata 

funkcija 
 
 xQ

xP
 e pomal od stepenot na imenitelot, toga{ taa 

funkcija mo`e da se pretstavi vo vid: 

 
 xQ

xP
=
        ...

x

E

x

D

x

C
...

x

B

x

A
ssrr














  11

 

   
...

cbxax

KIx

cbxax

HGx
...

x

F
...

tt













 122

 

  ...
fexdx

TSx
...

fexdx

RNx

cbxax

MLx
...

k















222

          (1) 

A, B, C, … S, T  se konstanti (teoremata nema da ja doka`uvame). 

Razlo`uvawto (1) se vika razlo`uvawe  na racionalna 
funkcija na prosti dropki. 

 Ravenstvoto (1) va`i za site realni vrednosti na x, osven 

za vrednostite x = , , … , t.e. realnite koreni na ravenkata 

Q(x) =  0. 

 Sekoj mno`itel na polinomot Q(x)  vo imenitelot  od 
razlo`uvaweto (1) se pojavuva na site stepeni po~nuvaj}i so 
stepenot {to go ima vo rastaveniot polinom i zavr{uvaj}i so 
prv stepen. 

 Broitelite na dropkite vo (1) se ili konstanti  ili 
polinomi od prv stepen, vo zavisnost od toa dali e imenitelot 
nekoj stepen na polinom od prv ili vtor stepen. Za opredeluvawe 

na broevite  A, B, C, … se mno`at dvete strani na ravenstvoto 

(1) so  Q(x). Potoa, polinomot na desnata strana se podreduva po 

stepenite na x. Bidej}i ravenstvoto me|u polinomot P(x) na 
levata strana i polinomot na desnata starana va`i za site 

vrednosti na x  razli~ni od , , … po uslovot, a za x=, ,.. 
poradi identi~nosta, sleduva deka koeficientite pri ednakvite 

stepeni na x se ednakvi me|u sebe.  
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 Na toj na~in se dobiva sistem od linearni ravenki so ~ie 

re{avawe }e gi najdeme nepoznatite  A, B, C, … . 

 ]e zabele`ime  deka pred da se rastavi dadena racionalna 
funkcija na prosti dropki potrebno e da se proveri: 

 10  dali stepenot na polinomot vo broitelot e ponizok 
od stepenot na polinomot vo imenitelot; 

 20  dali broitelot i imenitelot se relativno prosti. 

 Primer 3.  Da se rastavi na prosti dropki racioonalnata 

funkcija: 

23

12
2 


xx

x
. 

 Koreni na ravenkata  

x 2 3x+2 = 0     se:    x1 =1,     x2 = 2,  

 t.e. 

x 2 3x + 2  = (x1) (x2). 

 Dadenata racionalna funkcija mo`e da se rastavi na prosti 
dropki 

23

12
2 


xx

x
 = 

21 


 x

B

x

A
. 

 Ako dvete strani gi pomno`ime so  x2 3x + 2,  se dobiva: 

2x1 = A (x2) + B (x1) 

ili 

2x1 = (A+B) x  2A B. 

 So izedna~uvawe na koeficientite od levo i od desno za 

opredeluvawe na konstantite A i B se dobivaat ravenkite: 

   A  + B  = 2, 

   2A B  = 1. 

 Od dvete ravenki se dobiva:      A = 1,    B =  3,  taka {to 

23

12
2 


xx

x
 = 

2

3

1

1







xx
. 
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 Primer 4.  Da se rastavi na prosti dropki funkcijata 

xxx

xx

2

62
23

4




. 

 Bidej}i stepenot na polinomot vo broitelot e povisok od 
stepenot na polinomot vo imenitelot, so delewe se dobiva: 

xxx

xx

2

62
23

4




 = x+1 + 
xxx

xx

2

633
23

2




. 

 Nuli na polinomot 

x 3 x 2 2x 

se:    

x1 = 0,     x2 = 2,     x3 = 1. 

Zatoa 

xxx

xx

2

633
23

2




 =   12

633 2




xxx

xx
. 

 Dobienata racionalna funkcija mo`e da se rastavi na prosti 
dropki 

  12

633 2




xxx

xx
 = 

12 





x

C

x

B

x

A
. 

 Po mno`ewe na ravenstvoto so   x(x2)(x+1),  se dobiva: 

3x2 + 3x + 6 = A(x2)(x+1) + Bx(x+1) + Cx(x2). 

 Za opredeluvawe na konstantite A, B i C  }e primenime drug 

metod koj pobrzo nЀ  vodi kon celta koga imenitelot ima samo realni 
ednokratni nuli. 

 Ako zememe po red :   x = 0,   x = 2,   x = 1   }e se dobie: 

6 = 2A,     24 = 6B,     6 = 3C, 

od kade {to 

A = 3,     B = 4,     C = 2. 

 Zna~i, 

xxx

xx

2

62
23

4




 =  x + 1 
1

2

2

43







xxx
. 
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 Primer 5.  Da se rastavi na prosti dropki funkcijata 

  2

2

11

1



xxx

x
. 

 Imame: 

  2

2

11

1



xxx

x
 =

  111 2 








x

D

x

C

x

B

x

A
. 

 Ako gi pomno`ime dvete strani na ravenstvoto so 

x(x+1)(x1)2
,  se dobiva: 

x 2 + 1  =  A (x+1) (x1) 2 + Bx (x1) 2 + Cx (x+1) + Dx (x+1) (x1) 

ili ako desnata strana ja podredime po stepenite od x, imame: 

x 2 + 1  =  (A+B+D)x3  +  (A2B+C)x 2 + (A+B+CD)x + A. 

 Izedna~uvaj}i gi koeficientite pred ednakvite stepeni od x 

levo i desno, se dobiva sistemot ravenki: 

A+B+D = 0,     A2B+C = 1,     A+B+CD = 0,     A = 1, 

~ie re{enie e: 

A = 1,     B = 
2

1
CD

2

1
 

 Spored toa, funkcijata se rastavuva na prosti dropki : 

  2

2

11

1



xxx

x
 =

  1

1

2

1

1

1

1

1

2

11
2 








xxxx

. 

 Primer 6.  Da se rastavi na prosti dropki  funkcijata 

 1

12
2

2




xx

xx
. 

 Dadenata funkcija mo`e da se rastavi vo vid: 

 1

12
2

2




xx

xx
 = 

12 



x

CBx

x

A
. 

 Po mno`ewe na ova ravenstvo so   x (x2+1),  imame: 

x2 + 2x  1 = A(x2+1) +Bx2 + Cx 
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ili 

x2 + 2x  1 = (A+B)x2 +Cx + A. 

 So izedna~uvawe na koeficientite pred ednakvite stepeni na 

x, se dobiva: 

A+B = 1,     C = 2,     A = 1, 

od kade {to:     A =1,     B = 2,     C = 2. 

 Dobivame: 

 1

12
2

2




xx

xx
 = 

1

1
2

1
2 



x

x

x
. 

 

7. 3.  Integrali od racionalni funkcii 

 
 Racionalna funkcija se integrira otkako prethodno }e se 
razlo`i na prosti dropki. So toa integralot se sveduva na suma 
od integrali od vidot: 

  a)      x

dxA
 = A ln (xa) + C, 

  b)         


 11 rr xr

A

x

dxA
 + C, 

  v)        


dx
cbxax

BAx
r2

, 

pri {to polinomot  ax2+bx+c  nema realni koreni, t.e. 

b2   4ac < 0. 

 Za da go najdeme integralot od vidot v), prethodno 

trinomot }e go zapi{eme vo vid: 

ax2+bx+c = a










 







 

2

22

4

4

2 a

bac

a

b
x . 
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 Ako stavime: 

2

2

4

4

a

bac 
 =k 2     i     

k
a

b
x

2


 = t, 

se dobiva: 

ax2+bx+c = a k2 (t2 +1) 

i 

  


dx
cbxax

BAx
r2

 = 
  




dt

t

NMt
r

12
 

                                     = M
   





rr

t

dt
N

t

dtt

11 22
, 

kade {to M i N se nekoi konstanti. 

 Prviot integral na desnata strana se nao|a so smenata: 

t 2 + 1 = z, 

pa sleduva: 

     



 12

1

12

1

2

1

1 rrr zrz

dz

t

dtt
 + C = 

      =     12 1

1

12

1






rtr

 + C,          (r 1). 

 Za   r = 1   imame: 

  


1
2

1

1
2

2
tln

t

dtt
 +C. 

 Vtoriot  integral na desnata strana go najdovme porano 
vo  6. 8. 

 Primer 1.  Da se najde integralot 

 1

3

x

dxx
. 

 Prethodno }e go podelime broitelot so imenitelot: 
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 x3 : (x+1) = x2 x+1  
1

1

x
, 

 

1

1

2

2

23







x

x

xx

x

xx



 

pa imame: 

 1

3

x

dxx
 = dx

x
xx 











1

1
12  = 

23

23 xx
  + x ln (x+1) + C. 

 Primer 2.  Da se najde integralot 

dx
xx

xx
 


4

8164
3

2

. 

 Imenitelot na podintegralnata funkcija ima nuli: x1=0,  x2=2, 
x3 = 2.   

 Podintegralnata funkcija  se razlo`uva na prosti dropki: 

224

8164
3

2










x

C

x

B

x

A

xx

xx
, 

 Po mno`ewe na ova ravenstvo so   x(x2)(x+2) se dobiva: 

4x2 + 16x  8 = A(x24) + Bx(x+2) + Cx(x2). 

 Ova identi~no ravenstvo va`i za sekoja vrednost na x, pa i za 

nulite na imenitelot. 

 Ako gi zamenime edno po drugo za x vrednostite 0, 2 i 2 od 

dobienite izrazi }e gi opredelime  konstantite A, B i C. 

 Za   x = 0;     se dobiva:     8 = 4A,     A = 2, 

 Za   x = 2;     se dobiva:      = 8B,       B = 5, 

 Za   x = 2;  se dobiva:     24 = 8C,     C = 3. 

 Kone~no se dobiva razlo`uvaweto: 
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2

3

2

52

4

8164
3

2











xxxxx

xx
. 

 Toga{  imame: 

dx
xx

xx
 


4

8164
3

2

 = dx
xxx 















2

3

2

52
 = 

       = 2 ln x + 5 ln (x2) 3 ln (x+2) + C = ln 
 
 3

52

2

2




x

xx
 + C. 

 Primer 3.  Da se najde integralot 

   21x

dxx
. 

 Imenitelot na podintegralnata funkcija ima dva realni i 

ednakvi koreni  x1,2 =1, pa podintegralnata funkcija se razlo`uva vo 

vid: 

   22 111 





 x

B

x

A

x

x
. 

 Osloboduvaj}i se od imenitelot, go dobivame identitetot: 

x = A(x +1) + B. 

 Da gi izvr{ime nazna~enite operacii na desnata strana i 

dobieniot polinom da go podredime po stepenite na x, 

x = Ax + (A+B). 

 Za da bide ispolneto ova identi~no ravenstvo (za sekoja 

vrednost na x) potrebno i dovolno e koeficientite pred istite 

stepeni od dvete strani na ravenstvoto da se ednakvi t.e. 

    1 = A, 

    0 = A + B. 

 Re{enie na dobieniot sistem e: 

A = 1,     B = 1. 

 Re{enie na  integralot  e: 

   21x

dxx
 = 

  


 211 x

dx

x

dx
 = 2 ln (x+1) + 

1

1

x
 + C. 
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 Primer 4.  Da se najde integralot 

I =  
dx

x

x

13
 

 Imenitelot na podintegralnata funkcija ima nuli   x1 = 1,  

2

31
3,2

i
x


 . 

 Podintegralnata funkcija }e se razlo`i na elementarni 
dropki na sledniov na~in: 

   11111 223 









 xx

CBx

x

A

xxx

x

x

x
, 

 Osloboduvaj}i se od imenitelot, se dobiva identitetot: 

  x = A(x2+x+1) + (Bx+C) (x1). 

 Da gi izvr{ime nazna~enite operacii na desnata strana i 

dobieniot polinom da go podredime po stepenite na x 

x = (A+B) x2 + (A+CB) x + A  C. 

 Sporeduvaj}i  gi koeficientite pred istite stepeni od x na 

levata i desnata strana od ravenstvoto se dobiva: 

    0 = A  C, 

    1 = A+CB, 

    0 = A+B. 

Re{avaj}i go ovoj sistem se dobiva: 

A = C = 
3

1
,     B = 

3

1
 

 Spored toa, 

   13

1

13

1

1 23 






 xx

x

xx

x
. 

 Toga{ 

I =  





dx
xx

x

x

dx

1

1

3

1

13

1
2

, 
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kade {to vtoriot integral e integral od oblik   


dx
cbxax

nmx
2

, pa 

re{enieto na integralot e: 

I = 
3

1
 ln (x1)  

6

1
 ln (x2+x+1)  +

3

12

3

1 x
arctg  + C. 

 

8.  INTEGRIRAWE NA IRACIONALNI FUNKCII 

 

 Ponapred vidovme deka integrirawe na racionalni 
funkcii se vr{i so razlo`uvawe na elementarni dropki. 
Me|utoa, integriracija na iracionalni funkcii ne e sekoga{ 
mo`na, t.e.  taa e mo`na samo vo specijalni slu~ai.  Integra-
cijata na iracionalni funkcii, so pogodna smena,  obi~no se 
sveduva na integracija na racionalnite funkcii. 

 Ovde }e razgledame nekolku slu~ai na iracionalni 
funkcii, ~ii integrali so pomo{ na zamena se sveduvaat na 
integrali od racionalni funkcii. 

 

8. 1.   Integral od vid 

 









dxx,...,x,xR s

r

n

m

, 

kade {to  R  e racionalna funkcija od  x  i  stepeni  od  x. 

 So  k  neka go ozna~ime najmaliot zaedni~ki imenitel na 

dropkite  
n

m
,   …  ,  

s

r
. 

 Dadeniot integral so smenata 

x = tk,     dx = k tk1 dt, 

se sveduva na integral od drobno-racionalna funkcija. 

 Primer 1.  Da se najde integralot 

  3 xx

dx
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 Vo slu~ajov, so smenata:    

x = t 6,     dx = 6 t 5 dt, 

dadeniot integral se sveduva na integral od racionalna funkcija 
(primer 1, t. 7.3),  

  3 xx

dx
 =  6   




dt
t

t
dt

tt

t

1
6

3

23

5

, 

~ie re{enie e: 

I = 6 
23

23 tt
  + t  ln (t+1)  + C. 

 Vra}aj}i se na starata promenliva se dobiva: 

I = 2  663 163 xlnxxx   + C. 

 Primer 2.  Da se najde integralot 

I =  


3 1

1

x

xx
. 

     Kako i vo prethodniot primer se trudime da ja izbegneme 
iracionalnosta vo podintegralnata funkcija, {to go postignuvame so 
smenata: 

1+x = t 6,     x = t 6 1,    dx = 6 t 5 dt. 

 Dadeniot integral se sveduva na integral od racionalna 
funkcija 

I = 6 


dtt
t

tt 5
2

36 1
 = 6    dtttt 336 1  = 

          =  4710

2

3

7

6

5

3
ttt  + C. 

 Vra}aj}i se na starata promenliva se dobiva: 

 


3 1

1

x

xx
 =   






  xxx 1

7

6

10

9

5

3
1 3

2
 + C. 
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8. 2.  Integrali od vid 

dx
dcx

bax
,...,

dcx

bax
,xR

s

r

n

m

 


































. 

 Vo ovoj slu~aj integralot se sveduva na integral od 
racionalna funkcija so smenata: 

dcx

bax




 = t k, 

kade {to  k  e najmal zaedni~ki sodr`atel na  n,  …  ,  s. 

 Primer 1.  Da se najde integralot 

I =  


dx
x

x

x 1

11
. 

 Dadeniot integral so smenata: 

2

1

1
t

x

x





,   od kade {to    x = 
2

2

1

1

t

t




,     dx = 
 221

4

t

dtt


. 

se sveduva na integral od racionalna funkcija 

I =  


dx
x

x

x 1

11
 = 

      








22

2

2

222 11

4

1

1

1

1

4

tt

dtt
dt

t

tt

t
t , 

~ie re{enie e 

I = ln 
1

1




t

t
 + 2 arctg t + C. 

 No bidej}i   t = 
1

1




x

x
, vra}aj}i se na starata promenliva se 

dobiva: 

I = ln 

1
1

1

1
1

1









x

x

x

x

 + 2 arctg 
1

1




x

x
 + C, 
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odnosno 

I = ln 
11

11




xx

xx
 + 2 arctg 

1

1




x

x
 + C. 

 Primer 2. Da se najde integralot 




dx
x

x
3 4

3

21
. 

 Dadeniot integral se re{ava so smenata   x 4 + 2 = t 3
 ,  zatoa 

{to treba da se izgubi korenot vo podintegralnata funkcija i bidej}i 
vo broitelot se sodr`i izvod od podkoreniot izraz 

x 3 dx = 
4

3
 t 2 dt, 

se dobiva: 




dx
x

x
3 4

3

21
 =   

4

3
 

dt
t

t

1

2

, 

a toa e integral od racionalna funkcija. Re{avaj}i go ovoj integral i 
vra}aj}i se na starata promenliva, se dobiva: 




dx
x

x
3 4

3

21
 =    



  3 43 43 24 212222

8

3
xlnxx +C. 

 

8. 3.  Integral od binomen diferencijal 

 

 Binomen diferencijal se vika izrazot 

x m (a+bx n ) p, 

kade {to  m,  n  i  p  se racionalni broevi, a  a i b  proizvolni 
konstanti razli~ni od nula. 

 Integral od binomen diferencijal  

  dxbaxx
pnm   

mo`e da se integrira vo kone~en oblik so pomo{ na elementarni 
funkcii vo slednive slu~ai: 
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 Prv slu~aj.  ako p e cel broj (pozitiven, negativen ili 
nula). 

 Koga p e cel pozitiven broj, toga{ binomot  x m (a+bxn) p  
treba da se razvie po binomnata formula, potoa da se izvr{i 

mno`ewe so   xm dx  i da se izvr{i integrirawe na ~len po ~len. 

 Primer 1.  Da se najde integralot 

 







 dxxx

2

2

1

2

3

1 . 

 Po razvivawe na binomot vo podintegralniot izraz se dobiva: 

 







 dxxx

2

2

1

2

3

1  =  







 dxxxx 2

1

2

3

21  = 

                           =  







 2

7
32

5

2

5
22

3

7

2

3

2

2

5
2 xxxdxxxx  +C. 

 Koga  p  e cel negativen broj, se zema smenata  x = t s ,  kade 

{to s e zaedni~ki imenitel na dropkite m i n  i se sveduva na 
integral od racionalna funkcija. 

 Primer 2.  Da se najde integralot 

 


2
41 xx

dx
. 

 Korenite vo podintegralniot izraz }e gi zapi{eme vo vid na 
stepeni 

 


2
41 xx

dx
 = dxxx

2

4

1

2

1

1












 . 

 So smenata   x = t 4  
 se dobiva: 

I =  
   

 
2

322

1
441

t

dtt
dtttt , 

     I  = 4 ln (1+t) +  
t1

4
  + C. 

So zamena  t = 4 x se vra}ame na starata promenliva i se dobiva:  

I = 4 ln (1+ 4 x ) +  
41

4

x
  + C. 
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 Vtor slu~aj. Ako brojot  q = 
n

m 1
 e cel broj 

(pozitiven,  negativen  ili  nula),  toga{  se  koristi smenata: 

a+bxn = zr,   kade {to  r  e imenitel na dropkata  p. 

 Primer 3.  Da se najde integralot 

 


 2

1
2

3

21 x

dxx
. 

 Bidej}i  m = 3,  n = 2,  q = 
n

m 1
 = 2  e cel broj, }e ja 

koristime smenata:    1+ 2x2 = t 2,    od kade {to  

x 2 = 
2

12 t
,    x dx = 

2

t
  dt, 

pa sleduva: 

 


 2

1
2

3

21 x

dxx
 =   








 t

t
dtt

34

1
1

4

1 3
2  + C = 

      =     CxxCt
t

 121
6

1
3

12
222 . 

 Tret slu~aj.  Ako  p+q e cel broj (pozitiven, negativen 
ili nula), toga{ ja koristime smenata: 

a x n + b = t r, 

kade {to r e imenitel na dropkata p. 

 Primer 4. Da se najde integralot 


3 31 x

dx
. 

 Vo ovoj integral  m=0, n=3, p= 
3

1
, pa p+q = 

3

1
+

3

10 
=0 i 

}e ja zememe smenata: 

x3 + 1 = t 3x3 = 
1

1
3 t

. 

 Da ja transformirame podintegralnata funkcija na sledniov 
na~in: 
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3

3
1

1

x
x

dx


3 3 1xx

dx
. 

 Gledame deka smenata mo`e direktno da se koristi, a so 
diferencirawe  na smenata se dobiva: 

4x

dx
  = t 2 dt,   od kade {to    

x

dx
 = x3 t2 dt = 

13

2

t

dtt


 Podintegralnata funkcija dobiva oblik: 

 


 dt
t

t
dt

t
t

t

1
1

3

3

2

 

(integralot e re{en  vo primer 4, t.7. 3). 

3

12

3

1

1

1

3

1 2 






t

arctg
t

tt
lnI  + C. 

 

9.  INTEGRALI  KOI  SE  RE[AVAAT  SO  

TRIGONOMETRISKI  SMENI 

 
9. 1.  Intrgral od vidot: 

   dxxa,xR 22  

se re{ava so smenata: 

x = a sin t,     dx = a cos t dt. 

 Primer 1.  Da se najde integralot 

  dxxa 22 . 

 So smenata:  x = a sin t,     dx = a cos t dt. 

integralot se sveduva na oblik: 

  dxxa 22  =   .dttcosadttcosatsinaa 22222  

 So ovaa smena korenot vo podintegralnata funkcija se izgubi, a 
toa be{e i na{ata cel. 
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I = 
4

2a
  (2t + sin 2t) + C. 

 Vra}aj}i se na starata promenliva, kade {to   t = arcsin
a

x
, a 

sin2t = 2sint cos t = 2 sin t 22
22

2
2 2121 xa

a

x

a

x

a

x
tsin  , 

se dobiva: 

I = 
4

2a






  22

2

2
2 xa

a

x

a

x
arcsin  + C. 

i  kone~no 

  dxxa 22  =  
2

2a 22

2
xa

x

a

x
arcsin   + C. 

(vidi t. 5, primer 4.). 

 

9. 2.  Integral od vidot 

   dxxa,xR 22  

se re{ava so smenata: 

x = a tg t,     dx = 
tcos

dta
2

 . 

 Primer 1.  Da se najde integralot 

 


324 x

dx
. 

Integralot se re{ava so smenata : 

x = 2 tg t,     dx = 
t

dt
2cos

2
, 

so cel da go otstranime korenot vo podintegralnata funkcija: 

I = 
 


324 x

dx
 = 

   





tcos
atcos

dt

ttg

tcos

dt

3
232

2

1
2

44

2

 

= Ctsindttcos  4

1

4

1
. 
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 Vra}aj}i se na starata promenliva, 

tg t = 
2

x
,     sin t = 

22 41 x

x

ttg

ttg





, 

se dobiva: 

I = 
244 x

x


 + C. 

 

10.  INTEGRIRAWE NA NEKOI POPROSTI  

TRIGONOMETRISKI FUNKCII 

 
10. 1.  Integral od vidot 

  dxxcos,xsinR  

kade {to  R  e racionalna funkcija od argumentite  sin x i  cos x. 

 Integralot od ovoj vid so smenata  t = tg
2

x
  se transfor-

mira vo integral od racionalna funkcija po  t. 

 Po poznatite formuli od trigonometrija 

sin x = 2 sin
2

x
 cos

2

x
  = 2 tg

2

x
 cos2

2

x
  = 

2
1

2
2

2 x
tg

x
tg


, 

cos x = cos 2 
2

x
  sin 2 

2

x
 = cos 2 

2

x
(1 tg 2 

2

x


2
1

2
1

2

2

x
tg

x
tg




, 

t.e. 

sin x = 
21

2

t

t


,          cos x = 

2

2

1

1

t

t




. 

 Od ravenstvoto  x = 2 arctg t  imame  dx = 
21

2

t

dt


. 
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 Spored toa, 

  dxxcos,xsinR  = dt
tt

t
,

t

t
R

22

2

2 1

2

1

1

1

2













 . 

Podintegralnata funkcija e racionalna funkcija po t. 

Primer 1.  Da se najde integralot 

  32 xcosxsin

dx
. 

Dadeniov integral  so smenata  

tg
2

x
 = t,     sin x = 

21

2

t

t


,      cos x = 

2

2

1

1

t

t




,     dx = 
21

2

t

dt


, 

se sveduva na integral od racionalna funkcija 

I =   










22

2

2

2

2

3314

2

3
1

1

1

2
2

1

2

ttt

dt

t

t

t

t
t

dt

= 

     = 2  



 122244

2
22 tt

dt

tt

dt
 

     = arctg (2t+1) + C = arctg (2 tg 
2

x
 + 1) + C. 

Integriraweto na funkcijata R(sinx,cosx) so pomo{ na 
navedenata smena ne e sekoga{ i najednostavno. Postojat 
integrali od ovoj vid koi so nekoja druga smena se re{avaat 
pobrzo. 

 Ako na primer sinx i cosx vo izrazot na funkcijata R se 
samo so parni stepenovi pokazateli, integralot pobrzo }e se 

najde so smenata   t = tgx. Toga{ 

sin 2 x = 
2

2

1 t

t


,     cos 2 x = 

21

1

t
,     dx =

21 t

dt


 . 

 Po zamenuvawe }e se dobie integral od racionalna 
funkcija. 
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 Integralite od vidot: 

  dxtgxR  

se re{avaat, isto taka, so smenata  t = tg x.  

 Primer 2.  Da se najde integralot 

I =  
dx

xcos

xsin
2

2

1
 

 Ovoj integral se re{ava so smenata:   

tg x = t,      sin 2 x = 
2

2

1 t

t


,     cos 2 x = 

21

1

t
,     dx =

21 t

dt


 

i se sveduva na integral od drobno-racionalna funkcija, t.e. 

I =     
dt

tt

t
22

2

21
. 

 Podintegralnata funkcija se razlo`uva vo vid: 

   22

2

21 tt

t


 =  

22 21 t

DCt

t

BAt








. 

 Osloboduvaj}i se od imenitelot, se dobiva identitetot 

t 2 = (At+B) (t 2+2) + (Ct+D) (1+t 2 ). 

 Koga }e se izvr{at nazna~enite operacii na desnata strana i 

polinomot  se  podredi po stepenite od  t, se dobiva: 

t 2 = (A+C) t 3 + (B+D ) t 2+ (2A+C) t + 2B +D. 

 So izedna~uvawe na koeficientite pred ednakvite stepeni na  

t,  se dobiva sistemot ravenki: 

  A + C   =  0, 

  B + D   =  1, 

2A + C  =  0, 

2B  + D  =  0. 

 Re{enie na dobieniot sistem e: 

A = 0,     B = 1,     C = 0,     D = 2. 

 Spored toa, 
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I = 
2

2
2

2
1 22

t
arctgtarctg

t

dt

t

dt






   + C. 

 Vra}aj}i se na starata promenliva, se dobiva: 

I = 







2

2
xtg

arctg  x + C. 

10. 2.  Integrali od vidot 

 dxbxcosaxsin ;      dxbxsinaxsin ;      dxbxcosaxcos . 

 Ovie integrali mo`e da se transformiraat vo integrali 
od suma ili razlika na trigonometriski funkcii so pomo{ na 
ravenstvata: 

sin ax cos bx =     xbasinxbasin 
2

1
, 

sin ax sin bx  =     xbacosxbacos 
2

1
  

cos ax cos bx =     xbacosxbacos 
2

1
. 

 Na primer: 

    xsinxsindxxcosxcosdxxsinxsin 5
10

1

2

1
5

2

1
23  + C. 

10. 3.  Integrali od vidot 

 dxxcosxsin mn , 

kade {to  m  i  n  se celi broevi. 

 a)  Barem eden od broevite  m  i  n  e pozitiven neparen 

broj. Neka   m = 2k + 1,  toga{ 

   dxxcosxcosxsindxxcosxsin knkn 212
 

              =   dxxcosxsinxsin
kn 21 . 

 O~igledno e deka ovoj integral se re{ava so smenata:  

sinx = t,      cos x dx = dt. 
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 Zamenuvaj}i vo integralot, se dobiva: 

  dxxcosxsinxsin kn 21  =   dttt kn 21 , 

a toa e integral od racionalna funkcija po  t. 

 Ako  n  e neparen broj, toga{ integralot se nao|a so sme-

nata   cos x = t. 

 Primer 1. Da se najde integralot 

 dx
xsin

xcos
4

3

. 

 Podintegralnata funkcija }e ja transformirame: 

 dx
xsin

xcos
4

3

 =  
 



 dx

xsin

xcosxsin
dx

xsin

xcosxcos
4

2

4

2 1
. 

 Zamenuvaj}i vo integralot   sin x = t,   cos x dx = dt, se dobiva: 

I = 
 
  






 


dt

ttt

dtt
244

2 111
 

      = 
tt

1

3

1
3
 C = 

xsinxsin

1

3

1
3

  + C.

b)  Neka  m  i  n se parni broevi, toga{ dadeniot integral 

se nao|a so primena na formulite od trigonometrijata: 

sin  cos  =  
2

1
 sin 2, 

sin2  =  
2

1
 (1cos 2),    cos2  = 

2

1
 (1+cos 2). 

 Primer 2.   

 dxxcosxsin 42 =   





 

 dx
xcos

xcos
2

2

21
21

2

1
 = 

         =    


 dx
xcos

dxxcosxsin
2

41

8

1
212

8

1 2  

+ xsinxsindxxcosxsin 2
48

1
4

64

1

16

1
22

8

1 32   + C. 
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 v)  Ako m i n se negativni i nivnata suma e parna 

integralot se nao|a so smenata:  

tg x = t       ili       ctg x = t, 

pritoa 

sin x = 
21 t

t


,       cos x =  

21

1

t
,       dx = 

21 t

dt


. 

 Primer 3.   Da se najde integralot 

 
   

 









2

1
22

3
2

3
2

3

1

1

1

1

tt

t
t

dt

xcosxsin

dx
 = 

=  


23

2

2

11

t
dt

t

t
 +lnt + C =  xtgln

xtg


22

1
C. 

 

 

11. INTEGRALI  [TO  NE  SE IZRAZUVAAT  

 PREKU  ELEMENTARNI  FUNKCII 

 

 Razgledavme klasi na funkcii ~ii integrali se izraz-
uvaat preku elementarni funkcii. Me|utoa,  ne sekoja primi-
tivna funkcija, duri i toga{ koga taa postoi,  mo`e da se izrazi 
vo kone~en vid preku elementarni funkcii. Takvi se 
integralite: 

dxe x  2

,      dxxsin 2 ,      dxxcos 2 ,      xln

dx
,      dx

x

e x

, 

 dx
x

xsin
,      dx

x

xcos
,        dxxsink 221     (k 1). 
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Zada~i za ve`bawe 

 1.  Da se najdat slednive integrali od racionalnite funkcii: 

1)    xx

dx

52
;         Odg.:  1)  

55

1

x

x
ln  + C. 

2)    232 xx

dx
;                     2)  

2

1




x

x
ln  + C. 

3)   
dx

x

x

12

6

;              3)  
1

1

2

1

35

35





x

x
lnx

xx
 + C. 

4)  
  


dx

x

x
32

32
;                              4)  

  2

2

22

1
2 


 xx
C

5)   
dx

x

x

13

4

;                      5)      11
2

3
2

xxln
x

 

3

12

3

1 


x
arctg  +  C. 

2.  Da se najdat slednive integrali od iracionalnite funkcii: 

1)   
dx

x

x
31

; Odg.:  1)  6  6 56

5

6
2 xxx  


1

1
3

7

6
6

6
6 7





x

x
lnx  + C. 

2)   


dx
x

x
3 11

11
;         2)  6t3t 2 2t 3  + 

2

3
t  4 + 

5

6
t 5  

7

6
t 7 + 

+3 ln(1+t 2) 6 arctg t+ C,  t = 6 1x . 

3)  dx
x

x
 2

;        3)  2 arcsin 22
2

xx
x

   + C. 

4)  
4 31 xx

dx
;        4) 3

4 3

4 3

1
3

2

21

11

3

1
xarctg

x

x
ln 




 + C. 
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 3.  Da se najdat integralite od binomniot diferencijal: 

1)  


dx
x

x
2

2

1
; Odg.:  1)  









 


x

x
arctgxx

2
2 1

1
2

1
 + C. 

2)  

 



dx

x

x

2

1
2

3

21

;          2)  
 

C
xx




6

211 22

. 

3)  dxxx  43 ;          3)    


 232

8

21

3

1
xx

x
xx  

 xxln  1
8

1
 + C. 

 4.  Da se najdat integralite od trigonometriskite funkcii: 

1)    xcos

dx

2
;  Odg.:  1)  

3
2

3

32
x

tg
arctg  + C. 

2)   
dx

xcos

xcos

1
;           2)  x tg 

2

x
 + C. 

3)    xcosxsin

dx

345
;          3)  

2
2

1
x

tg
       + C. 

4)   dxxcosxsin5 ;          4)  
8

1
 cos 4x 

12

1
 cos 6x + C. 

5)   dxxcosxcos3 ;          5)  





 

2

2

4

4

2

1 xsinxsin
 + C. 

 5.  Da se najdat integralite od vidot:  dxe,xR x  (smena: ex= t) 

1)   
dx

e

e
x

x

1

2

;          Odg.:  1)  ex ln (1+ex) + C. 
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2)   


dx
e

ee
x

xx

1

2
2

2

;             Odg.:  2)  
2

1
ln (e2x+1) 2 arctg x + C. 

3)  
 


dx

e

xe
x

x

3
1

;          3)  
    





12

1

12
2 xx ee

x
 


2

1
ln (1ex) + C. 

 6.  Da se najdat integralite od hiperboli~nite funkcii: 

 Pri nao|awe na integrali od hiperboli~ni funkcii se 

koristat osnovnite relacii {ot va`at me|u niv, (gl. III, t.5.7). 

1)  dxxsh 3 ;   Odg.:  1)  
3

1
 ch3x ch x + C.

2)  dxxch 2 ;            2)  
4

1
(sh 2x+2x) + C. 

3)   xchxsh

dx
;           3)  ln th x + C. 

4)   xth

dx
2

;            4)  cth x + x + C. 

5)    xch

dx

1
;            5)  th

2

x
 + C. 

 

 



  
 
 

 
 
 

GLAVA  VIII 
 
 

OPREDELEN INTEGRAL 

 

 Kako za voveduvaweto na poimot izvod na funkcija, taka i 
za voveduvaweto na poimot opredelen integral nè naveduvaat 
razli~ni zada~i: zada~ata za opredeluvawe plo{tinata na lik vo 
ramnina,  zada~ata za opredeluvawe rabota na promenliva sila 
na izminat pat, nao|awe patot pri zadadena promenliva brzina 
za presmetuvawe dol`inata na lak na kriva i dr. Opredeleniot 
integral e eden od va`nite poimi vo matematikata. Toj nao|a 
primena vo fizikata, mehanikata, tehnikata i drugi nau~ni 
oblasti. 

 

1.  PRESMETUVAWE  PLO[TINA  NA  

KRIVOLINISKI  TRAPEZ 

 
 Del od ramnina, ograni~en so x-oskata, pravata x=a, 

pravata x=b i lakot na krivata y=f (x), kade {to f (x) e funk-

cija neprekinata, nenegativna na segmentot a,b, se vika 

krivoliniski trapez.  

O~igledno e deka ovde ne mo`at da se koristat formulite 
za presmetuvawe na plo{tinata, {to ni se poznati od plani-
metrijata, zatoa }e postapime na sledniov na~in: 

 Segmentot a,b }e go podelime na n potsegmenti so to~ki-

te: a = x0, x1, x2, … , xixi, …, xn = b  koi go zadovoluvaat uslovot: 

a = x0 <  x1 <  x2 <  …  < xi1 < xi <  … < xn = b. 

 Vo sekoja od podelbenite to~ki }e povle~eme pravi 

paralelni so y-oskata. So toa krivoliniskiot trapez go 

razdeluvame na n krivoliniski trapezi na segmentite  

x0,x1,  x1,x2,   … ,  xixi,  … ,  xn1,xn    (crt.8.1). 
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Crt. 8. 1. 

 Razbirlivo e deka plo{tinata na krivoliniskiot trapez 
}e bide ramna na sumata od plo{tinite na ovie pomali 
krivoliniski trapezi, ~ija plo{tina, isto taka, ne sme vo 

sostojba da ja presmetame. Vo sekoj segment xi, xi izbirame po 

edna koja i da bilo to~ka  i , (xii < xi}. Plo{tinata na pravo-

agolnikot so osnova xi, xi  i visina f(i) e ramna na proizvodot   

f(i) (xi xi),  (i = 1, 2,  …  , n). 

 Sumata na plo{tinite Pn na site taka formirani pravo-
agolnici }e bide pribli`no ramna na plo{tinata na krivolini-
skiot trapez, 

Pn = f(1 ) (x1x0)  +  f(2 ) (x2x1)  +  …  +  f(n ) (xnxn1) 

ili kratko, so simblot   (znak za suma) izrazot za  Pn  mo`e da 
se napi{e vo vid: 

Pn =   1
1




 ii

n

i
i xxf . 

 Ako se ozna~i  xixixi, izrazot za Pn go dobiva 
sledniov vid: 

Pn =   i

n

i
i xf 

1

. 

 Razlikata pome|u vrednosta na Pn i vistinskata vrednost 
na plo{tinata na krivoliniskiot trapez }e stane pomala ako se 

zeme pogolemo n (segmentot a,b da se podeli na pogolem broj 
potsegmenti),  pri {to se namaluva i dol`inata na sekoj 
potsegment. 
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Za plo{tina na krivoliniskiot trapez prirodno e da se 

zeme granicata na ovaa suma koga n i pritoa site xi   
ednovremeno da te`at kon nula. 

 Ako so  P se ozna~i plo{tinata na krivoliniskiot 
trapez, spored gore navedenoto imame:  

P = 
00 







ii xmax
n

n

xmax
n

limPlim    i

n

i
i xf 

1

. 

 Ako postoi grani~nata vrednost, nezavisno od na~inot 

na deleweto na segmentot  a,b  na potsegmenti i nezavisno od 

izborot na to~kite  i, koga site potsegmenti istovremeno 

te`at kon nula, (max xi0) }e pretstavuva plo{tina na 
krivoliniskiot trapez ograni~en so lakot na krivata  y=f(x), 
pravite  x=a, x=b  i  x-oskata. 

 

2. PRESMETUVAWE  RABOTATA  NA   

PROMENLIVA  SILA 

 
 Materijalna to~ka se dvi`i pod dejstvo na promenliva 

sila   F


 = f (x)  po x-oskata. Se postavuva zada~a, da se najde 

rabotata  A, {to se izvr{uva pri pomestuvawe na edinica masa 

po x-oskata od to~kata  x=a  vo to~kata  x=b  (a<b). Za 

funkcijata  f(x) pretpostavuvame deka e neprekinata na 

segmentot  a,b. 

 Ako silata F e konstantna golemina, toga{ rabotata (po 
definicija) e ramna na proizvodot od silata i izminatiot pat.  

Vo slu~aj na promenliva sila, rabotata mo`e da se 

presmeta na sledniov na~in: segmentot  a,b se deli na n 

potsegmenti :  x0,x1,  x1,x2,   …   ,  xn1,xn  i na sekoj potsegment  

xi, xi, i= 1,2, … , n  se izbira po edna koja i da bilo to~ka  i. 
Silata {to dejstvuva na segmentot  xi, xi  se menuva od to~ka vo 
to~ka, no ako e dol`inata na segmentot mala, nejzinata vrednost 

vo to~kite na segmentot  xi, xi  malku se razlikuva od nejzinata 

vrednost vo to~kata  i,  bidej}i funkcijata   f (x) e neprekinata.  

Rabotata  A, {to  ja  izvr{uva silata  F  na  segmentot  

xi, xi  pribli`no  e ednakva na rabotata {to ja izvr{uva na toj  
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segment silata so postojana vrednost ramna na vrednosta na 

silata vo to~kata  i : 

Ai    f (i) xi. 

 Rabotata {to ja izvr{uva silata na segmentot  a,b pri-
bli`no e ramna na sumata od rabotata {to ja izvr{uva na sekoj 
segment,  zemaj}i deka silata na sekoj segment e postojana i ramna 

na   f (i),   i = 1, 2,  …  , n 

A    f (1) x1  +  f (2) x2   +  …  +   f (n) xn. 

 Rabotata {to ja izvr{uva silata na segmentot  a,b  }e ja 

dobieme kako granica na ovaa suma, koga brojot na delewe  n     

i sekoj potsegment   xi0 , 

A   =
0


ixmax

n
lim    i

n

i
i xf 

1

. 

 

3.  DEFINICIJA  NA  OPREDELEN  INTEGRAL 

 
 Mo`e da se navedat u{te mnogu konkretni problemi, ~ie 
re{avawe se sveduva na istata niza od matemati~ki operacii 
{to gi izvr{ivme pri presmetuvaweto na plo{tinata na 
krivoliniskiot trapez i pri rabotata na promenliva sila. 

 Apstrahiraj}i se od konkretnata sodr`ina na zada~ata 
{to se re{ava, postapkata se sostoi vo slednovo: 

 1) intervalot  a,b  vo koj e zadadena neprekinatata 

funkcija  y=f(x) se razdeluva na n parcijalni intervali 
(potsegmenti) so to~kite:  

a = x0,  x1,  x2,   …  ,  xi1,  xi   … ,  xn = b, 

koi go zadovoluvaat uslovot: 

 a = x0 <  x1 <  x2 <  …  < xi1 < xi <  … < xn = b; 

 2)  vo sekoj potsegment  xi, xi  izbirame po edna koja i da 

bilo to~ka i. Vrednosta na funkcijata vo taa to~ka f(i) se 

pomno`uva so dol`inata na soodvetniot interval  xi;     

 3)  se formira sumata od site tie proizvodi: 
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In =   i

n

i
i xf 

1

. 

 Ovaa suma se vika integralna suma na funkcijata  f(x)  
vo intervalot  a,b. Integralnata suma na dadena funkcija vo 

daden interval zavisi od  n-brojot na podintervalite,  od na~in-

ot na delewe na podintervalite, kako i od izborot na to~kite  i; 

 4)  se opredeluva granicata  I  na sumata  In,  koga  n   i 

koga dol`inata na sekoj podinterval  xi  0. 

 Ako pri kakva i da bilo podelba na intervalot a,b na 

podintervali  xi, xi  i za kakov i da bilo izbor na to~kite  i  

postoi ista grani~na vrednost na integralnite sumi  In, koga 

n   i koga dol`inata na sekoj podinterval  xi, xi te`i 

kon nula (podintervalot so najgolema dol`ina  xi  0), 

I = 
 n

n
Ilim  

0max 


ix
n
lim   i

n

i
i xf 

1

, 

toga{ taa grani~na vrednost se vika opredelen integral na 
funkcijata  f (x)  vo intervalot  a,b  i simboli~no se ozna~u-

va so 

 
b

a

dxxf . 

 Zna~i: 

0


ixmax
n
lim   i

n

i
i xf 

1

 =  
b

a

dxxf . 

 Funkcijata   f (x)   se   vika   podintegralna   funkcija, 
x-promenliva na integriraweto, brojot a-dolna granica, a 

brojot b-gorna granica na integralot. Simbolot  poteknu-

va od bukvata S (prvata bukva od latinskiot zbor summa) i ne 
potsetuva na operacijata sobirawe i opredeluvawe na 
grani~nata vrednost. 

 Opredeleniot integral e realen broj. 

 Za funkcijata {to ima opredelen integral vo 

intervalot  a,b  velime deka e integrabilna funkcija vo toj 

interval. 

 Neprekinatite funkcii se integrabilni. 
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 Teorema.  Ako f (x) e neprekinata funkcija na interval-

ot  a,b , toga{ taa e integrabilna na toj interval.                                                  

 Dokaz:  Neka funkcijata  f (x)  e neprekinata na segment-

ot  a,b. Otse~kata  a,b  da ja podelime na  n  delovi so to~kite 

 a = x0 <  x1 <  x2 <  …  < xi1 < xi <  … < xn = b.            (1) 

 Na sekoja otse~ka  xi, xi,  i = 1, 2,  …  , n, neprekinatata 

funkcija f (x) vo nekoi to~ki ja dostignuva svojata najmala vred-

nost  mi i najgolemata vrednost Mi na taa otse~ka. ]e gi 
sostavime integralnite sumi 

s =   i

n

i
i xm 

1

,          S = i

n

i
i xM 

1

. 

 Sumata  s  se vika dolna integralna suma, a sumata  S  se 

vika gorna integralna suma ili sumi na Darbu. Ako  i  se koi i 

da bilo to~ki od intervalite xi, xi,  za niv va`at nera-
venstvata 

mi       f(i )    Mi. 

 Zatoa,  za sekoja druga integralna  suma   =   i

n

i
i xf 

1

 

imame 

s         S.              (2) 

 Sumite na Darbu gi imaat slednive svojstva: 

 prvo svojstvo:  ako na to~kite na delewe im pridru`ime 
novi podelbeni to~ki, toga{ dolnata suma na Darbu mo`e samo 
da se zgolemi, a gornata suma samo da se namali. 

Za da go doka`eme toa svojstvo dovolno e da se ograni~ime  

na dopolnuvawe so u{te edna podelbena to~ka x'.   . 

Neka taa nova to~ka e vo segmentot   xi, xi, 

xi1  < x'  < xi. 

 Ako so  S '  ja ozna~ime novata gorna suma, toga{ taa }e se 

razlikuva od prethodnata suma  S  so  toa {to na  intervalot  

xi, xi na sumata  S   ѐ odgovara sobirokot  

Mi (xi  xi1), 
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a vo novata suma  S '  na toj interval }e mu odgovaraat dva sobirka 

iM  (x' xi iM (xi x'), 
kade {to 

iM  = 
 

 xfsup
'x,xx i 1

,      iM   
 ix,'xx

xfsup


. 

 Bidej}i 

iM    Mi     i     iM  Mi, 

imame: 

iM (x' xi   Mi (x' xi     i     iM (xi x')    Mi (xi x'). 

 Ottuka sleduva deka  

S'    S. 

 Za dolnata suma dokazot e sli~en; 

 vtoro svojstvo:  sekoja dolna suma na Darbu ne e 
pogolema od sekoja gorna suma, koja odgovara i na nekoja druga 
podelba na intervalot. 

 Da go podelime intervalot a,b na delovi pri koja i da 

bilo podelba. Pri taa podelba sumite na Darbu neka se s1  i  S1. 

Pritoa, da go podelime intervalot a,b na delovi pri nekoja 
druga podelba koja ne e vo vrska so prvata podelba. Na taa  

podelba neka ѐ odgovaraat sumite na Darbu  s2  i  S2. 

 Potrebno e da doka`eme deka   s1 < S2. 

 Za taa cel zemame  unija od dvete podelbi na koja ѐ 
odgovaraat sumite na Darbu  s3  i  S3. 

 Spored prvoto svojstvo imame  s1  s3, zatoa {to tretata 
podelba ja dobivame so pridru`uvawe na novi podelbeni to~ki 
kon prvata podelba. 

 Isto taka,   S3  S2, zatoa {to tretata podelba ja dobivame 
so pridru`uvawe na novi podelbeni to~ki na vtorata podelba. 

No   s3  S3, zatoa od dobienite neravenstva sleduva: 

s1 < S2, 

{to treba{e da se doka`e. 
 



MATEMATIKA I 406

 

 Od doka`anoto sleduva deka mno`estvoto  sn na dolnite 

sumi e ograni~eno odozgora, na primer so sekoja gorna suma S. 

Zna~i nizata od sumite sn, (sn) monotono raste i e ograni~ena 

odozgora, a od toa sleduva deka ima granica  I = sup S. 

 Analogno se doka`uva deka sumite na Darbu  S  obrazuvaat 
beskone~na niza koja monotono opa|a (poto~no ne raste) i e 

ograni~ena, t.e.  taa }e konvergira kon nekoj broj  I  = inf S. 

 O~igledno e deka 

s    I    I    S              (3) 

za koi i da bilo dolni i gorni sumi na Darbu. Sega treba da 

doka`eme deka  I  = I . Za taa cel od neravenstvoto (3) sleduva 
deka e dovolno da doka`eme deka: 

0


ixmax
n
lim  (Ss) = 0.              (4) 

Ss =   



n

i
iii xxM

1
1    




n

i
iii xxm

1
1  = 

   =    



n

i
iiii xxmM

1
1 . 

Od neprekinatosta na funkcijata na podintervalot 

xi,xi  sleduva deka postojat to~kite   xi '  i  xi '',  taka {to 

Mi = f(xi' ),       mi = f(xi'' ) 

pa sleduva: 

S s =        



n

i
iiii xx''xf'xf

1
1 . 

 Funkcijata f (x) neprekinata na intervalot a,b e isto 
taka i ramnomerno neprekinata vo toj interval. Zatoa,  za 

proizvolno  >0  postoi  >0,  takov {to koga 

''x'x   <     ''xf'xf  <  
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Ako podelbata na intervalot  a,b  ja izvr{ime taka {to       

1 ii xx  <  za koj i da bilo i, toga{ i ''x'x   < , a potoa i   

   ''xf'xf  <  , pa imame: 

Ss       



n

i
iiii xx''xf'xf

1
1  (ba), 

a toa zna~i deka 

  01 

ii xxmax

n
lim  (Ss) = 0, 

t.e. 

 

  01 

ii xxmax

n
lim S =

  01 

ii xxmax

n
lim s = I  = I = I. 

 Ako uslovot (4) e ispolnet, toga{ od (3) vedna{ sleduva 

deka  I  = I = I, 

s    I    S             (*) 

 Ako e edna vrednost na integralnata suma pri istata 

podelba za koja se dobieni  s  i  S, znaeme deka 

s        S. 

 Od uslovot (4),  ako se pretpostavi deka  xi  se dovolno 

mali, sumite  s  i  S  se razlikuvaat za nekoe proizvolno zemeno 

>0.  Vo toj slu~aj toa e ispolneto i za vklu~enite me|u niv  i I: 

I  < 

taka {to I e granica na , t.e. opredelen integral. 

0

ixmax

n
lim I =  

b

a

dxxf . 

 Doka`avme deka sekoja funkcija f(x), neprekinata na 

intervalot a,b, e integrabilna vo toj interval. Obratnoto ne 

va`i, t.e. funkcijata f (x), integrabilna vo intervalot  a,b, ne 
mora da bide neprekinata vo toj interval. Na primer klasata na 
funkcii {to se ograni~eni i imaat kone~en broj prekini na 

segmentot  a,b  e integrabilna na toj segment. 
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 Pri definiraweto na opredeleniot integral pretposta-

vivme deka   a < b. Da gi razgledame slu~aite koga  a = b  i  a > b. 

 Po definicija, 

10 ako  a > b, toga{: 

 
b

a

dxxf  =   
a

b

dxxf , 

pri pretpostavka deka postoi   
b

a

dxxf , t.e. pri zaemna zamena 

na gornata i dolnata granica na opredeleniot integral 
negovata vrednost }e go promeni znakot; 

 20  ako  a = b, toga{ 

 
a

a

dxxf  = 0. 

 Postapkata {to ja sprovedovme pri definiraweto na 
opredelen integral }e ja primenime na nekolku konkretni 
primeri. 

Primer 1.  Da se presmeta integralot 


b

a

dx . 

 Podintegralnata funkcija e  f(x) = 1. ]e ja sostavime integral-

nata suma za taa funkcija na segmentot a,b. Segmentot a,b go delime 

na koj i da bilo na~in na  n  potsegmenti 

a,x1,  x, x2,  …  ,  xi, xi,  …  , xn, b. 

 Vo sekoj potsegment  xi, xi  izbirame po edna koja i da bilo 

to~ka  i . O~igledno deka  f(i) = 1, za sekoj  i  . Spored toa, 

     





 
n

i
ii

n

i
iii xxxxf

1
1

1
1  = b a. 

 Granicata na ovaa suma, koga dol`inata na sekoj potsegment  
xi 0, e 
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b

a

dx   =
0


ixmax

n
lim  




n

i
ii xx

1
1   =

0

ixmax

n
lim 




n

i
ix

1

=  b a 

zatoa {to  



n

i
ix

1

e suma od dol`inite na potsegmentite na koi e 

razbien segmentot  a,b. 

Primer 2.  Da se presmeta integralot 


b

a

dxx . 

 Geometriski zada~ata e ekvivalentna na baraweto da se 

presmeta plo{tinata na trapezot, ograni~en so pravite  y=x, x=a, 
x=b  i  apscisnata oska (crt.8.2). 

Funkcijata    f (x) = x  e 

neprekinata na sekoj segment a,b, 
zatoa taa e integrabilna. 

Za da se presmeta oprede-

leniot integral, segmentot  a,b  }e 

go podelime na n ednakvi  delovi, 

taka {to dol`inata na koj i da bilo 
od niv }e bide: 

n

ab 
 = x. 

  Crt. 8. 2.  

Podelbenite to~ki gi imaat slednive koordinati: 

x0 = a,     x1 = a+x,     x2 = a+2  x,  …      

                  …,    xi = a+ i  x,  … ,    xn =a + nx = b. 

 Vo sekoj potsegment xi, xi  vo svojstvo na to~ki i  }e se zeme 

leviot kraj na potsegmentot 

1 = a,  2 = a+x,  …  ,  i = a+ (i1)x  ,  … ,  n = a+(n1)x, 

a   f(i) =  i . 

 Da ja sostavime integralnata suma 

In =   



n

i
i

n

i
i xxf

11

 = 



n

i
ix

1

= 
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= xa + (a+x) +(a+2x) +…+ a+(i1)x + … +  a+(n1)x = 

=x na+x 1+2+ … + (n1) . 

 Bidej}i 

x = 
n

ab 
  ,     1+2+3+  …  +(n1) = 

 
2

1nn
, 

se dobiva: 

In = 
n

ab   




 





2

1nn

n

ab
na  

t.e. 

In =  ab   



 





2

1 ab

n

n
a . 

 Granicata na integralnata suma In  e: 


b

a

dxx =
n

lim  In = 
n

lim   ab   



 





2

1 ab

n

n
a  = 

2

22 ab 
, 

bidej}i  
n

lim
n

n 1
 = 1. 

 Primer 3.  Da se presmeta integralot 


b

dxx
0

2 . 

Vrednosta na ovoj integral 
e ramna na plo{tinata na 
krivoliniskiot trapez ograni~en 

so parabolata  y=x2
,  pravata  x=b 

i x-oskata (crt.8.3). 

   Bidej}i funkcijata 

f(x)=x2
 e neprekinata na celata 

realna oska, taa e neprekinata na 

segmentot 0,b, zatoa funkcijata e 

integrabilna na toj segment. 

  Crt. 8. 3. 
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Za da go presmetame integralot, }e ja sostavime integralnata 

suma na funkcijata   f (x) = x2 
 na segmentot  0,b. 

 Segmentot  0,b  }e go podelime na n-ednakvi potsegmenti so 

to~kite 

x0 = 0,   x1 = x,   x2 = 2x,  …  ,   xi = i x,  … ,   xn = nx = b. 

kade {to  x = 
n

b
. 

 Za to~ki i  }e gi zememe desnite krajni to~ki vo sekoj segment, 

i = xi = ix,     a      f(i) = i
2 = xi

2 . 

 Integralnata suma 

In =   



n

i
i

n

i
i xxf

1

2

1

 =  



n

i

xxi
1

22 = 

         = (x)3  


n

i

i
1

2 =  (x)3   (12 + 2 2  +  …  + n2). 

 Bidej}i 

12 + 2 2  +  …  + n2 = 
  

6

121  nnn
,     x = 

n

b
 

imame 

In = 
3

3

n

b   
6

121  nnn
 =  

6

3b   
2

121

n

nn 
. 

 Granicata na integralnata suma koga n    e  


b

dxx
0

2  =
n

lim In =
n

lim   
6

3b






 






 

nn

1
2

1
1  = 

3

3b
. 

 Primer 4.  Da se presmeta integralot 


b

a

x dxe . 

 Vrednosta na integralot e ramna na plo{tinata na 

krivoliniskiot trapez ograni~en so krivata  y=ex
, pravite  x=a,  x=b 

i  x-oskata (crt.8.4). 
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Funkcijata  f(x) = ex
 e nepre-

kinata na segmentot  a,b   zatoa taa 

e integrabilna. 

 Segmentot  a,b  go delime 

na n ednakvi delovi. Podelbenite 

to~ki gi imaat slednive koordinati: 

x0=a,   x1=a+x,   x2 = a+2  x, … 

     …, xi=a+ix,…, xn=a+nx= b. 

Crt. 8. 4.        Za to~ki i  gi zemame levite 

krajni to~ki na potsegmentite i=xi1. Vrednostite na funkcijata vo 

ovie to~ki soodvetno se: 

y0  = e a ,    y1 = e a+x,  …  ,    yi = e a+i x,  …  ,    yn1 = e a+(n1)x. 

 Formirame integralna suma 

In = e ax + e a+xx +  …  + e a+ i xx +  … e a+(n1)xx = 

          = e ax + e ae xx + … + e ae i xx + …+ e ae (n1)xx = 

          = e ax (1+ex + … + e i x + … + e (n1)x). 

 So ogled na toa deka izrazot vo zagradata e suma na ~lenovite 

na edna geometriska progresija, so koli~nik  q= e x
 , a prv ~len a1=1 

soglasno  formulata za suma na geometriska progresija 

Sn = a1 
1

1




q

q n

, 

se dobiva 

In = e ax 
1

1








x

xn

e

e
 =  e a (e nx1) 

1

xe

x
 = 

    = e a (e ba1) 
1


xe

x
,   (x = 

n

ab 
). 

 Vrednosta na integralot }e bide: 
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b

a

x dxe  =  
0


ixmax

n
lim In = 

0

ixmax

n
lim  e a (e ba1) 

1

xe

x
 =  e b   e a, 

bidej}i  
0x

lim
1


xe

x
 = 1, spored Lopitalovoto pravilo. 

 Presmetuvaweto na opredelenite integrali ne se vr{i 
neposredno po definicijata kako {to be{e sprovedeno vo 
prethodnite primeri. Toa go napravivme samo da ja potencirame 
definicijata na opredeleniot integral. No, od ovie primeri 
mo`e da se zaklu~i deka presmetuvaweto na opredelen integral 
po definicija e povrzano so prili~ni te{kotii. Na primer, ako 
podintegralnata funkcija e edna od osnovnite elementarni 
funkcii, ne e sosema lesno da se presmeta opredeleniot 
integral. Postapkata stanuva poslo`ena, ako za podintegralna 
funkcija se zeme koja i da bilo slo`ena funkcija. Opredelenite 
integrali se vo tesna vrska so neopredelenite integrali. 
Vrskata pome|u niv e otkriena od Wutn i Lajbnic, so {to e 
najden mnogu prakti~en i ednostaven na~in za presmetuvawe na 
opredeleni integrali. Imeno, presmetuvaweto na opredelen 
integral se sveduva na nao|awe soodveten neopredelen integral, 
t.e. na opredeluvwe na primitivnata funkcija. So otkrivaweto 
na ovaa vrska opredeleniot integral go dobiva ona zna~ewe {to 
deneska go ima vo matematikata, mehanikata, tehnikata, 
astronomijata i vo drugite nauki. 
 

4.  OSNOVNI  SVOJSTVA  NA  OPREDELEN   

INTEGRAL 
 
 Svojstvata na opredelenite integrali {to ovde gi 
naveduvame }e gi koristime za re{avawe na opredelenite 
integrali i za ocenuvawe na nivnata vrednost. 

10  Ako funkcijata  f (x) e  integrabilna na intervalot 

a,b, toga{ funkcijata   k f (x), kade {to k=const, isto taka, e 
integrabilna na istiot interval, pri {to 

  kdxxfk
b

a

  
b

a

dxxf  

t.e. konstanten mno`itel mo`e da se iznese pred znakot na 
opredeleniot integral. 
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Spored definicijata za opredelen integral i svojstvata 

na granicite, imame: 

  
b

a

dxxfk
0


ixmax

n
lim  




n

i
ii xfk

1

 =
0


ixmax

n
lim k  




n

i
ii xf

1

 = 

= k 
0


ixmax

n
lim  




n

i
ii xf

1

 = k  
b

a

dxxf . 

20  Opredelen integral od suma na kone~en broj funkcii e 

ramen na sumata od integralite od oddelnite funkcii, t.e. 

       
b

a

m dxxf...xfxf 21  = 

     =    dxxfdxxf
b

a

b

a
  21  +  …  +   dxxf

b

a

m . 

 Po definicija e 

                  
b

a

m dxxf...xfxf 21  = 

          = 

0

ixmax

n
lim        i

n

i
imii xf...ff 

1
21  = 

          =
0


ixmax

n
lim       




n

i
iimiiii xf...xfxf

1
21 . 

Vrz osnova na svojstvoto za granica na suma (gl. IV t. 3.1), 

imame: 

0

ixmax

n
lim  




n

i
ii xf

1
1 +  

0

ixmax

n
lim  




n

i
ii xf

1
2 +  … 

       …  +  
0


ixmax

n
lim  




n

i
iim xf

1

= 

=    dxxfdxxf
b

a

b

a
  21  +  …  +   dxxf

b

a

m . 
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30  Ako intervalot na integrirawe a,b se razdeli na 

dva dela  a,c   i  c,b , (kade {to  a < c < b), toga{ 

 dxxf
b

a
  =  dxxf

c

a
  +  dxxf

b

c
 . 

 ]e  sostavime  integralna  suma za funkcijata  y=f (x), nad 

intervalot  a,b,  vodej}i pritoa smetka to~kata x=c  da bide 

edna od podelbenite to~ki, na primer  xm. Integralnata suma na 

funkcijata f (x) nad segmentot  a,b  mo`e da ja razgledame kako 

dve sumi, ednata suma nad segmentot a,c i drugata suma nad 

segmentot  c,b    

 



n

i
ii xf

1

=  



m

i
ii xf

1

+  



n

mi
ii xf

1

. 

 Preminuvaj}i na granica, koga n  i site  xi 0, se 
dobiva: 

0

ixmax

n
lim  




n

i
ii xf

1

=
0


ixmax

m
lim  




m

i
ii xf

1

+ 
0


ixmax

n
lim  




n

mi
ii xf

1

 

ili 

 dxxf
b

a
  =  dxxf

c

a
    dxxf

b

c
 . 

 Ravenstvoto va`i i za slu~ajot ako to~kata x=c e nadvor 

od intervalot  a,b. 

 Ako e  a < b < c,  toga{ od doka`anoto ravenstvo sleduva: 

 dxxf
c

a
  =  dxxf

b

a
    dxxf

c

b
 . 

ili 

 dxxf
b

a
  =  dxxf

c

a
    dxxf

c

b
  =  dxxf

c

a
  +  dxxf

b

c
 . 

 Sli~no se doka`uva i za c < a < b. 
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40  Ako  f (x)  e integrabilna, nenegativna funkcija na 

segmentot   a,b,  (a < b), toga{ 

 dxxf
b

a
   0. 

 Navistina, pri koja i da bilo podelba na segmentot a,b  
na potsegmenti i za koj i da bilo izbor na to~kite i vo 
potsegmentite, }e imame: 

 



m

i
ii xf

1

 0 

bidej}i site razliki xi se pozitivni i bidej}i f (x)  0, site 

vrednosti f (i) se pozitivni. Ako integralnata suma e pozitivna, 

toga{ i nejzinata granica  koga maxxi0 ne mo`e da bide 
negativen broj: 

0

ixmax

n
lim  




m

i
ii xf

1

 0, 

t.e. 

 dxxf
b

a
   0. 

 So toa svojstvoto e doka`ano. 

 Analogno se doka`uva, ako  f (x) e integrabilna i nepozi-

tivna funkcija na segmentot  a,b, toga{ 

 dxxf
b

a
   0. 

 Od doka`anoto svojstvo sleduva: 

 a)  ako funkciite  f (x) i  (x) se integrabilni na segmen-

tot  a,b i na toj segment   f (x)     (x),  toga{ 

 dxxf
b

a
    dxx

b

a
 . 
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 Navistina, od  f (x)   (x), imame (x)  f (x)  0, a od doka-

`anoto svojstvo 40 sleduva:  

     0 dxxfx
b

a

 

a od svojstvoto 20: 

    0 
b

a

b

a

xfdxx , 

odnosno: 

    .dxxxf
b

a

b

a
   

 Zna~i, neravenstvoto me|u integrabilni funkcii se 
zadr`uva vo ista nasoka i pri integralite na tie funkcii: 

 b) ako funkcijata f(x) e neprekinata na segmentot  a,b, 
toga{ 

    
b

a

b

a

dxxfdxxf . 

 Ova svojstvo mo`e da bide doka`ano vrz osnova na inte-

grabilnosta na funkcijata f(x),  

       





 
n

i
iii

n

i
iii xxfxxf

1
1

1
1 , 

ako mineme na granica se dobiva: 

    
b

a

b

a

dxxfdxxf . 

 50  Neka f(x) e integrabilna funkcija na segmentot a,b 
i ako e 

m = 
 

 xfinf
b,ax

,           M =
 

 xfsup
b,ax

, 

toga{ za vrednosta na opredeleniot integral  va`i: 

m(ba)      
b

a

dxxf     M(ba). 
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 Bidej}i  

M f(x)  0, 
spored prethodnoto svojstvo 

   
b

a

dxxfM   0, 


b

a

dxM    
b

a

dxxf   0, 


b

a

dxM    
b

a

dxxf   0, 

i primerot 1 od t.3 

M(ba)   
b

a

dxxf   0, 

M(ba)   
b

a

dxxf . 

 Ako se formira razlikata  m f (x)  0 i se povtori 
postapkata se dobiva: 

   
b

a

dxxfm   0,          m(ba)    
b

a

dxxf . 

 Dvata rezultata go potvrduvaat gorenavedenoto neraven-
stvo. 

 Ako f (x)  0, ova svoj-
stvo se ilustrira geometriski. 
Plo{tinata na krivo-
liniskiot trapez se nao|a 
pome|u plo{tinite na pravo-

agolnicite ABB2A2 i ABB1A1 
(crt. 8.5). 

 Ova svojstvo na oprede-
leniot integral ni ovozmo-
`uva da ja ocenime vrednosta na 
integralot,  a  se  koristi  i  za 
pribli`no presmetuvawe na       

Crt. 8. 5.           opredeleniot   integral. 
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 Primer 1.  Da se oceni vrednosta na integralot 

dx
x

x
 

2

0
29

5


 Poznato e deka vo intervalot  0,2  maksimalnata vrednost na 

podintegralnata funkcija e  M = 0,6,  a minimalnata vrednost  m = 0,5. 

 Spored toa, 

0,5  (20) < dx
x

x
 

2

0
29

5
< 0,6  (20), 

1,0  <   dx
x

x
 

2

0
29

5
  < 1,2. 

Zna~i, vrednosta na opredeleniot integral e pome|u  1,0  i  1,2. 

Mo`e da se zeme deka pribli`nata vrednost  e aritmeti~ka sredina, a 

imeno  1,1. 

 Primer 2. Da se presmeta pribli`no vrednosta na inte-

gralot 






2

4

dx
x

xsin
. 

 Poznato e deka funkcijata  y= 
x

xsin
 opa|a vo intervalot  


4


,

2

 , pa spored toa, maksimalnata vrednost na funkcijata e vo 

to~kata 
4


, a minimalnata vrednost vo to~kata  

2


. 

 Spored formulata go imame ovoj odnos: 







 








42
2

2
sin

  <  




2

4

dx
x

xsin
  <  






 








42
4

4
sin

, 

odnosno 
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2

1
  <  





2

4

dx
x

xsin
  <  

2

2
. 

 Pribli`nata vrednost na integralot }e bide  
2

7050 ,, 
  = 0,6. 

 ]e spomeneme deka ova ne e najpogoden na~in za 
pribli`no presmetuvawe na opredelen integral. Vo to~kata 7 }e 
uka`eme na na~inite za presmetuvawe na opredelen integral so 
koi vrednosta se dobiva so mnogu pogolema to~nost. 

 60  Teorema za sredna vrednost.  Ako funkcijata f (x) e 

neprekinata na segmentot a,b toga{ postoi barem edna 

vrednost  ,  a<   < b, za koja va`i ravenstvoto: 

 
b

a

dxxf  = (ba) f().             (1) 

 Ako m i M se soodvetno najmalata, odnosno najgolemata 

vrednost na funkcijata vo intervalot  a,b, spored prethodnoto 
svojstvo }e bide: 

m  <  
ab 

1
  

b

a

dxxf  < M, 

{to mo`e da se napi{e i vo vid: 

ab 
1

  
b

a

dxxf  = , 

kade {to  e edna vrednost pome|u m i M (m<<M).  Bidej}i f(x) e 

neprekinata funkcija vo intervalot a,b, taa gi prima site 

vrednosti pome|u m i M. Sledovatelno, za nekoja vrednost na x=   

}e bide  = f( ), t.e. 

ab 
1

  
b

a

dxxf  = f( ) 

ili 

 
b

a

dxxf  = (ba) f( ). 
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Ravenstvoto (1) go ima slednovo 
geometrisko zna~ewe: Plo{tinata 
na krivoliniskiot trapez  ogra-

ni~en so krivata y =f (x), ( f (x) > 0) 
i pravite x=a, x=b i y=0  e 
ednakva na plo{tinata na 
pravoagolnikot so ista osnova i 
visina ednakva na ordinatata vo 

to~kata    od taa kriva (crt.8.6). 

  Crt. 8. 6. 
 

5.  VRSKA  POME\U  OPREDELEN  I  

NEOPREDELEN  INTEGRAL 
 

 Neka funkcijata f (x) e integrabilna na segmentot a,b, 

t.e. postoi  
b

a

dxxf . Od samata definicija na opredelen inte-

gral ako e zadadena funkcijata f(x) i granicite na integri-

raweto a i b, toga{ integralot e ednozna~no opredelen. 
Vrednosta na opredeleniot integral ne zavisi od ozna~uvaweto 
na promenlivata na integriraweto, zatoa promenlivata na 
integriraweto mo`e da se ozna~i so koja i da bilo bukva, t.e. 

 
b

a

dxxf  =  
b

a

dttf  =   
b

a

dzzf . 

 ]e go razgledame  opredeleniot integral   
x

a

dxxf , kade 

{to  a   x   b. 

 Promenlivata na integriraweto }e ja ozna~ime so t, za 
razlika od gornata granica na integralot, za da ne dojde do 
nedorazbirawe. 

 Na sekoja vrednost za  x od segmentot a,b }e odgovara 

eden opredelen broj:  
x

a

dttf .  
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Zna~i, razgleduvaniot integral e nekoja funkcija od 

gornata granica x. Taa funkcija da ja ozna~ime so I(x), 

I (x) =  
x

a

dttf . 

           Funkcijata I(x) ja izra-
zuva plo{tinata na krivoli-
niskiot trapez, ograni~en so 

krivata y=f (x), pravata x=a i 

pravata paralelna so y-oskata 

na rastojanie x od koordinat-
niot po~etok (crt.8.7). 

I (x+x) =  
 xx

a

dttf . 

         Narasnuvaweto na funk- 

Crt. 8. 7.  cijata  I(x)  e: 

I = I (x+x)  I (x) =   
 xx

a

dttf    
x

a

dttf  = 

=  
x

a

dttf  +   
 xx

x

dttf    
x

a

dttf  =   
 xx

x

dttf , 

t.e.  

I =  
 xx

x

dttf . 

 Primenuvaj}i ja teoremata za sredna vrednost (svojstvo 

60), se dobiva: 

I = (x+x x) f(),  x <  < x+x, 

odnosno: 

I = x f(). 

 Narasnuvaweto  I  go delime so narasnuvaweto na 
nezavisno promenlivata i ja opredeluvame granicata na 

koli~nikot 
x

I




 koga   x 0. 
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I ' (x) = 
0x

lim
x

I




 = 
0x

lim
 

x

fx




 = 
x

lim


f () = f (x) 

bidej}i od soodnosot   x <  < x+x,  koga   x 0,  sleduva    x, 
taka {to kone~no dobivame deka   I ' (x) = f (x), odnosno 

 











x

a

dttf  = f (x), 

t.e. izvodot na integralot po gornata granica (koga taa e 
promenliva) e podintegralnata funkcija  vo zavisnost od 

gornata granica  x.  

 Od    I ' (x) = f (x)  dobivame deka: 

I (x) =  
x

a

dttf  = F (x)  + C, 

kade {to  F(x) e primitivna funkcija na funkcijata  y=f (x), taka 
{to 

 
x

a

dttf  = F (x)  + C, 

pretstavuva eden identitet za soodveten izbor na  vrednosta na 

integracionata konstanta  C. Za opredeluvawe na konstantata }e 

zamenime  x = a  i dobivame: 

 
a

a

dttf  = F (a)  + C 

ili 

0 = F (a)  + C;      C = F (a), 

pa sleduva: 

 
x

a

dttf  = F (x)  F (a). 

 Stavaj}i   x = b, se dobiva formulata na Wutn i Lajbnic 
vo vid: 
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b

a

dttf  =  F (b)  F (a) 

ili zamenuvaj}i ja oznakata na promenlivata na integracijata so 

x, vo vid: 

 
b

a

dxxf  =  F (b)  F (a), 

 Formulata na WutnLajbnic  mo`e da se izrazi vo 
sledniov vid: 

 
b

a

dxxf  =  F (x) 
b

a
 =  F (b)  F (a). 

 Ovaa formula go dava, prakti~ki, pogodniot metod za 
presmetuvawe na opredelenite integrali. Toj se sveduva na 
opredeluvawe na primitivnata funkcija, t.e. na nao|awe na 
soodvetniot neopredelen integral i presmetuvawe na razlikata 
na vrednostite na primitivnata funkcija vo gornata i dolnata 
granica. 

 Primer 1.  Da se presmeta opredeleniot integral 

  
4

1

2 1 dxx . 

 Soglasno so formulata na WutnLajbnic 

 
b

a

dxxf  =  F (b)  F (a), 

postapkata }e se izvr{i na sledniov na~in: 

  
4

1

2 1 dxx  = .x
x

241
3

1
4

3

4

3

33

1

43



























  

 Primer 2.  Da se presmeta opredeleniot integral 

 

1

0
2 1x

dxx
. 

 Prethodno }e go najdeme neopredeleniot integral: 

 Nepredeleniot integral }e go najdeme so smenata: 



Gl. VIII  Opredelen integral 

 

425 

 

x 2  + 1 = t,   2x dx = dt,    x dx = 
2

dt
. 

Se dobiva: 

 12x

dxx
 = tln

t

dt

2

1

2

1
  . 

 Primitivnata funkcija  F(x) ja dobivame po vra}awe na stara-

ta promenliva: 

F(x) =  
2

1
 ln (x 2+1), 

pa spored toa, 

 

1

0
2 1x

dxx
 = 

2

1
 ln (x 2+1) 

0

1

= 
2

1
ln 2  

2

1
 ln 1 = 

2

1
 ln 2. 

 Primer 3.  Da se presmeta opredeleniot integral 


2

1

dxxlnx  . 

 So ogled na toa deka integralot ne e tabli~en,  prethodno }e go 
najdeme soodvetniot neopredelen integral. 

 Integralot se re{ava so parcijalna integracija. Za taa cel }e 
izbereme: 

u = ln x;    dv = x dx 

i presmetuvame: 

du = 
x

dx
;     v = 

2

2x
. 

 Spored formulata za parcijalna integracija, se dobiva: 

 

  xdxxln
x

x

dxx
xln

x
dxxlnx

2

1

222

222

 

          = 2
2

4

1

2
xxln

x
 . 
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Ponatamu se presmetuva  opredeleniot integral 


2

1

dxxlnx  = 





 






 










4

1
04

4

1
2

2

4

4

1

2 1

2
2

2

lnxxln
x

 = 

   = 2 ln 21 + 
4

1
 = 2 ln 2 

4

3
. 

 Primer 4.  Da se presmeta opredeleniot integral 

dxxR
R

 
0

22
. 

 Nasproti primerot 2, ovde }e vr{ime zamena vo opredeleniot 

integral. ]e  zamenime: 

x = R sin t;     dx = R cos t dt, 

}e izvr{ime i zamena na granicite.  

Od ravenstvoto  x = R sin t,  po zamena za x vrednosta na 

dolnata granica  x=0  se dobiva: 

0 = R sin t,    sin t = 0,    t = 0. 

 Po zamena  na vrednosta na gornata granica x=R, vo 

ravenstvoto    x = R sin t , se dobiva: 

R sin t = R,     sin t = 1,      t = 
2


. 

Spored toa, sleduva: 

   dxxR
R

 
0

22 = 


dttcosRtsinRR
2

0

222    

 = R 2 

2

0

2 dttcos R 2

0

2

4

2

2









 

tsint
 = R 2 

4


. 

 

 Primer 5.  Da se presmeta opredeleniot integral 


1

0

dxxex
. 
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Za razlika od primerot 3, ovde }e ja primenime parcijalnata 
integracija vrz opredeleniot integral. Formulata go ima sledniov 
vid: 

a

bb

a

uvdvu   
b

a

duv 

 Spored toa, sleduva: 


1

0

dxxex
 = x ex 

0

1

   
0

1

0

11

0

xxx exedxe  e  e + 1 = 1.  

kade {to  izbirame:
 
 

        u  =  x,                 du = dx, 

    dv   = exdx,                v = ex. 

 

6.  SINGULARNI  INTEGRALI 
 

 Pri definiraweto na opredeleniot integral pretpo-
stavivme deka intervalot na integriraweto e kone~en i pod-
integralnata funkcija e neprekinata vo intervalot. Me|utoa, vo 
primena se sretnuvaat  opredeleni integrali pri koi barem eden 
od ovie uslovi ne e ispolnet. Ovie integrali za razlika od 
dosega prou~enite se vikaat singularni (nebitni) integrali. 
 

6. 1.  Integrali kaj koi intervalot na  

integriraweto e beskone~en 
 

 Neka funkcijata  f (x) e opredelena na beskone~niot polu-

segment  a, + i integrabilna na koj i da bilo kone~en del   

a,t,   (a < t <  ). 

 ]e go razgledame integralot 

 
t

a

dxxf ,          (t > a). 
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 Ako postoi 

t
lim  

t

a

dxxf , 

toga{ 

 


a

dxxf  = 
t

lim  
t

a

dxxf . 

 Vozmo`ni se dva slu~aja: 

 Ako postoi grani~na vrednost,  toga{ za integralot 

 


a

dxxf  velime deka konvergira. Ako navedenata grani~na 

vrednost ne postoi, toga{ velime deka funkcijata vo inter-

valot a,+ nema integral, odnosno integralot  


a

dxxf  

divergira.  

Dali eden singularen integral }e bide konvergenten ili 
divergenten zavisi od povedenieto na podintegralnata funkcija, 

koga   x  . 

 Analogno se opredeluva i singularniot integral za 

funkcijata f(x) zadadena na beskone~niot interval ( ,b i 

integrabilna na sekoj segment   u,b, kade {to     < u < b,  t.e. 

 


b

dxxf  = 
u

lim   
b

u

dxxf ,              (u < b). 

 Ako postoi ovaa grani~na vrednost za funkcijata f (x) 
vo intervalot ( ,b, velime deka ima integral, odnosno 

integralot  


b

dxxf  konvergira. Ako navedenata grani~na 

vrednost ne postoi, velime deka funkcijata  f (x) vo interva-

lot ( ,b nema integral ili deka integralot   


b

dxxf  

divergira. 

 Za funkcijata  f (x) neprekinata vo intervalot  ( ,+ ) 

singularniot integral  




dxxf   se opredeluva so ravenstvoto    



Gl. VIII  Opredelen integral 

 

429 

 
 

 




dxxf  =  


c

dxxf  +  


c

dxxf  = 
u

lim  
c

u

dxxf  + 
t

lim  
t

c

dxxf , 

kade {to c e koj i da bilo realen broj (naj~esto   c = 0). 

 Primer 1. Da se presmeta vrednosta na integralot 




1
2x

dx
. 

 Grafikot na  podintegralnata funkcija  y=
2

1

x
 e pretstaven na 

crt.8.8. 

 Soglasno so definicijata 




1
2x

dx
 = 

t
lim 

t

x

dx

1
2

 =
t

lim
1

1 t

x






 = 

t
lim 






 

t

1
1  = 1. 

 Na primerot lesno se objasnuva i geometriskoto zna~ewe na 

singularniot integral. Ako integralot 
t

x

dx

1
2

 ja izrazuva plo{tinata 

na likot, ograni~en so krivata  y=
2

1

x
, x-oskata i pravite x=1 i x=t, 

toga{ e prirodno da se smeta deka  integralot 


1
2x

dx
 ja izrazuva 

plo{tinata na krivoliniskiot trapez pome|u krivata, x-oskata i  

pravata x=1 ( koga t , pravata x=t se pomestuva na desno). Vo 

slu~ajov isen~eniot krivoliniski trapez ima plo{tina 1. 

 

Crt. 8. 8. 
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 Primer 2.  Integralot 




0

dxxsin  

divergira zatoa {to 




0

dxxsin  =  
t

lim 
t

dxxsin
1

 =
t

lim  (cos x) 
0

t

 =  
t

lim  (cos t  1), 

no    
t

lim cos t   ne postoi. 

Primer 3.  Integralot 




1
2 dxe x

 

 konvergira  zatoa {to 




1
2 dxe x  = 

u
lim 

1
2

u

xdxe  = 
u

lim
u

xe 12

2 







= 

u
lim

2

1
 (e 2e 2u) = 

2

1
 e2, 

bidej}i   
u

lim  e 2u = 0. 

 Dobienata vrednost ja izrazuva plo{tinata na likot ograni~en 

so krivata   y = e 2x
,  x-oskata i pravata   x = 1  (crt.8.9). 

 

 

Crt. 8. 9. 
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Primer 4.  Da se presmeta integralot 




  22 xa

dx
 ,  kade {to    a > 0. 

 Bidej}i 


 

0

22 xa

dx
=

u
lim  

0

22
u xa

dx
= 

u
lim

a

1
arctg

aa

x

u 2

0 
  

i 




0
22 xa

dx
= 

t
lim  

t

xa

dx

0
22

= 
t

lim
a

1
arctg

aa

x t

20


 , 

 sleduva: 




  22 xa

dx
= 

 

0

22 xa

dx
 + 



0
22 xa

dx
 = 

aaa








22

. 

t.e. integralot e konvergenten. 

 

6. 2.  Integrali kaj koi podintegralnata funkcija  e  

neograni~ena vo to~ka od intervalot na integracija 
 

a)  Neka e daden integral od vidot 

 
b

a

dxxf               (*) 

kade {to podintegralnata funkcija  f (x)  stanuva  beskrajna  za 

x=a, {to go pravi ovoj integral singularen  (crt.8.10). 

 

Crt. 8. 10. 
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Ako postoi grani~nata vrednost 

0
lim   



b

a

dxxf ,             ( > 0) 

t.e. integralot e konvergenten, toga{ po definicija e 

 
b

a

dxxf  = 
0

lim   


b

a

dxxf . 

 Analogno za intergral od vidot 

 
b

a

dxxf  

kade {to podintegralnata funkcija f(x) stanuva beskrajna vo 

to~kata x=b, se zema 

 
b

a

dxxf  =  
0

lim  
b

a

dxxf ,         ( > 0) 

 b)  Neka funkcijata f(x) vo nekoja to~ka c od segmentot 

a,b stanuva beskrajna, a po pretpostavka e integrabilna na 

segmentite  a,c,  c+,b  i integralite 

 
c

a

dxxf ,         


b

c

dxxf  

imaat kone~ni granici koga goleminite  i  nezavisno edna od 
druga te`at kon nula, t.e. integralite 

 
c

a

dxxf          i         
b

c

dxxf  

se konvergentni. Toga{ po definicija  se zema: 

 
b

a

dxxf  =  
0

lim  
c

a

dxxf  + 
0

lim  


b

c

dxxf  

i se vika deka singularniot integral konvergira. 
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 Ako barem eden od integralite  
c

a

dxxf ;  
b

c

dxxf   diver-

gira, toga{ i za integralot   
b

a

dxxf   }e vikame deka e 

divergenten. 

 Primer 5. Da se presmeta vrednosta na integralot 


1

0 x

dx
. 

 Grafikot  na  funkcijata    y  = 
x

1
   e pretstaven  na  crt.8.11. 

Funkcijata ima prekin za x=0. 

 

Crt. 8. 11. 

 Spored definicijata 


1

0 x

dx
 = 

0
lim  



1

x

dx
 =

0
lim   



1

2 x = 

                        =  
0

lim   22   =  2 
0

lim   = 2, 

t.e. integralot konvergira. 

 Primer 6.  Da se presmeta opredeleniot integral 


1

0
2x

dx
. 
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 Podintegralnata funkcija y = 
2

1

x
  ima prekin vo to~kata x=0. 

 Integralot }e se presmetuva za interval (,1). Spored 

definicijata sleduva: 


1

0
2x

dx
 =

0
lim  



1

2x

dx
 = 

0
lim











11

x
 = 

0
lim 











1
1 , 

 t.e. integralot e divergenten. 

 Primer 7.  Da se presmeta vrednosta na integralot 




1

1
2x

dx
. 

 Bidej}i funkcijata  y = 
2

1

x
 e prekinata vo intervalot  1,1  

za x=0, integralot treba da se pretstavi vo vid:  




1

1
2x

dx
 = 

0
lim  



1
2x

dx
+

0
lim  



1

2x

dx
 = 

0
lim

1

1













x
+  

0
lim











11

x
 = 


0

lim 





 


1
1

 + 
0

lim 










1
1 . 

Spored toa integralot divergira. 

Na crt.8.12 se pretstaveni novite intervali na integracijata. 

 

 

Crt. 8. 12. 
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7.  NUMERI^KO PRESMETUVAWE NA  

OPREDELENI INTEGRALI 
 

 Opredelenite integrali kako {to navedovme porano, se 

presmetuvaat, glavno, so formulata na WutnLajbnic. Pritoa, 
nivnoto presmetuvawe se sveduva na opredeluvawe na 
primitivnata funkcija i presmetuvawe na razlikata na 
vrednosta na primitivnata funkcija za  gornata i dolnata 
granica. No, ne retki se slu~aite koga ovaa postapka e ote`nata 
poradi te{kotiite da se opredeli primitivnata funkcija, t.e. 
ne mo`e da se izrazi preku elementarni funkcii vo kone~en vid 
ili mo`e da se izrazi vo kone~en vid, no se izrazuva mnogu 
slo`eno ili ne e lesno da se presmeta nejzinata vrednost za 
gornata i dolnata granica. Vo vakvi slu~ai se primenuvaat 
numeri~ki metodi za pribli`no presmetuvawe na opredeleniot 
integral. Ovie metodi se baziraat vrz osnova na negovoto 

geometrisko svojstvo, a imeno deka  
b

a

dxxf  ja pretstavuva 

plo{tinata na krivoliniskiot trapez, ograni~en so krivata 

y=f(x), pravite x=a, x=b i x-oskata. Vrz osnova na toa svojstvo 
mo`e da se dadat nekolku pribli`ni formuli, so ~ija pomo{ 
opredeleniot integral mo`e da se presmeta so dosta golema 
to~nost. Posebno }e naglasime deka numeri~kite metodi mnogu 
~esto se primenuvaat koga opredeleniot integral se presmetuva 
so pomo{ na kompjuter. Ovde }e izlo`ime nekolku metodi za 
pribli`no presmetuvawe na opredelen integral. 

 

7. 1.  Metod na pravoagolnici 
 

 Neka nad intervalot a,b e zadadena neprekinata funk-

cija  y=f (x)  i e potrebno da se presmeta 

 
b

a

dxxf . 

 Intervalot   a,b  }e go podelime so to~kite   

x0,  x1,  x2,   …   ,  xn 

na n ednakvi delovi so dol`ina  h, kade {to  h = 
n

ab 
. 
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 Vrednostite na funkcijata vo navedenite to~ki }e gi 
ozna~ime so 

y0,  y1,  y2,   …   ,  yn, 

t.e. 

y0 = f (x0),   y1 = f (x1),   y2 = f (x2),   …   yn = f (xn). 

 Krivoliniskite trapezi }e gi zamenime so pravoagol-
nici, so toa {to za visina }e se zeme vrednosta na funkcijata vo 
leviot ili vo desniot kraj  od intervalot. Za vrednost na 
opredeleniot integral mo`e da se zeme, pribli`no, suma na 
plo{tinite na pravoagolnicite (crt.8.13). Taa }e bide 

Pn = y0  h +  y1  h + y2  h  +   …  +  yn1  h, 

 

 

Crt. 8. 13. 

a bidej}i   h = 
n

ab 
,  toga{ 

Pn = 
n

ab 
(y0  +  y1  + y2   +   …  +  yn1). 

 Ako se zeme vrednosta na funkcijata vo desniot kraj od 

intervalot   a,b, vrednosta za  Pn,  }e bide: 

Pn = 
n

ab 
(  y1  + y2   +   …  +  yn), 

taka {to za pribli`na vrednost na integralot se dobiva: 
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b

a

dxxf    
n

ab 
(y0  +  y1  +  y2   +   …  +  yn1) 

ili 

 
b

a

dxxf       
n

ab 
(  y1  +  y2   +   …  +  yn). 

 

7. 2.  Metod na trapezi 
 

 Poto~ni rezultati se dobivaat ako vo sekoj krivoliniski 
trapez lakot na krivata se zameni so tetivite {to gi svrzuvaat 
krajnite to~ki (crt.8.14). Pribli`nata vrednost na integralot 
}e bide ednakva na sumata na plo{tinite na trapezite. 

 

Crt. 8. 14. 

  

Soglasno so formulata za presmetuvawe plo{tina na 
trapez, }e bide: 

Pn = 


h
yy

2
10 


h

yy

2
21 


h

yy

2
32   … +  h

yy nn 


2
1 , 

odnosno: 

Pn = 
n

ab 




   22 1321

0 n
n

y
y...yyy

y
, 
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kade {to 

yi = f(xi),     a   h = 
n

ab 
. 

Taka {to se dobiva: 

 
b

a

dxxf   
n

ab 
 



 


1321

0

2 n
n y...yyy

yy
 

 

7. 3.  Metod na Simpson 
 
 Toa e metod koj dava mnogu poto~ni rezultati od dvata 
prethodni. 

Pri ovoj metod lakot na krivata nad parcijalnite 
krivoliniski trapezi se zamenuva so lak od parabola od vtor 
red. Intervalot na integriraweto, vo ovoj slu~aj, se deli na 

paren broj delovi (na primer 2m), a rastojanieto }e bide 

h=
m

ab

2


.  Nad sekoi dva intervala krivata  }e se zameni so 

parabolata  od vid  y = Ax2 + Bx + C.  Nad prvite dva intervala 

(x0,x1) i  (x1,x2)   }e se povle~e parabola {to minuva niz to~kite 

(x0,f(x0)),  (x1,f(x1)),  (x2,f(x2)) i nad sekoj par intervali se 
povlekuva parabola {to minuva niz krajnite to~ki na tie 
intervali. 

Pribli`nata vrednost na integralot sega }e bide ednakva 
na sumata na plo{tinite na dobienite na opi{aniot na~in 
"paraboli~ni" trapezi.   

Najnapred da ja presmetame plo{tinata na prvite dva 
"paraboli~ni" trapeza. Koordinatniot sistem }e go postavime 
kako {to e prika`ano na crt. 8.15. 

 

Crt. 8. 15. 
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Ako vidot na parabolata e 

y = Ax2 + Bx + C, 

toga{ plo{tinata }e bide: 

P12 =  
 











h

h h

h

Cx
BxAx

dxCBxAx
23

23
2 = 

                                             = 
3

h
(2Ah2 + 6C). 

  Koeficientite A, B i C se opredeluvaat od uslovot, 
parabolata da minuva niz trite to~ki, pa sleduva deka tie  }e se 
opredelat od sistemot: 

y 0 = Ah 2 Bh + C       za      x = h, 

y 1 = C,              x = 0,  

y 2 = Ah 2 Bh + C                 x = h. 

 Bidej}i       

2Ah2 + 6C = y 0 + 4 y 1 + y 2, 

sleduva deka 

P12 = 
3

h
( y 0 + 4 y 1 + y 2). 

 Na sli~en na~in, so soodvetna zamena na indeksite se 
dobiva deka plo{tinata na dvata sledni "paraboli~ni" trapeza 
}e bide: 

P34 = 
3

h
( y2 +4 y 3 + y 4). 

 Sumiraj}i gi ovie plo{tini se dobiva: 

 
b

a

dxxf   
3

h ( y 0 +4 y 1 + y 2) + (y 2 +4 y 3 + y 4) +  … 

…  + (y 2 m +4 y 2 m1 + y 2 m) , 
odnosno: 
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b

a

dxxf   
3

h  y 0+ y 2m + 2(y 2 + y 4+ … + y 2 m2 ) + 

    + 4(y 1+ y 3+ … + y 2m1), 
pri {to  

h =
m

ab

2


. 

 Ovaa formula e poznata pod imeto Simpsonova 
formula.  

 Pri delewe na intervalot na n delovi formulata na 
Simpson dava zna~itelno poto~ni rezultati od formulata na 
trapezite i formulata na pravoagolnicite. Toa e zatoa {to na 
podinterval lakot na nekoja parabola vo op{t slu~aj e poblisku 
do lakot na krivata na toj podinterval otkolku tetivata {to gi 
svrzuva kraevite na delot od lakot na krivata. toga{ i 
plo{tinite na soodvetnite krivoliniski trapezi, ograni~eni 
so lacite na parabolite, se pobliski do plo{tinite na 
soodvetnite elementarni krivoliniski trapezi otkolku 
plo{tinite na soodvetnite pravoliniski trapezi. 

 Primer 1.  Da se presmeta integralot 

dxx 
9

1

56  

po formulata na WutnLajbnic i po pribli`nite formuli 

(pravoagolnici, trapezi i Simpson), delej}i go intervalot 1,9 na 8 

ednakvi delovi. 

Po formulata na Wutn 

Lajbnic se dobiva: 

dxx 
9

1

56 =    dxx
9

1

2

1

56  

   5656
6

1 9

1

2

1

  xdx  =38,00. 

Za da se primenat  pribli`- 
             nite metodi, }e bide potrebno  da se 

Crt. 8. 16.          presmetaat  vrednostite na funkci- 
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jata 56 x vo podelbenite to~ki:  

x = 1, 2, 3, 4,   …  , 9. 

 Ja dobivame slednava tabela: 

 

x0 = 1 y0 = 1  =  1,0000 

x1 = 2 y1 = 7  =  2,6458 

x2 = 3 y2 = 13  =  3,6056 

x3 = 4 y3 = 19  =   4,3589 

x4 = 5 y4 = 25  =  5,0000 

x5 = 6 y5 = 31  =   5,5678 

x6 = 7 y6 = 37  =  6,0828 

x7 = 8 y7 = 43  =  6,5574 

x8 = 9 y8 = 49  =  7,0000 

 

 Zamenuvaj}i gi ovie vrednosti vo  formulite za pribli`no 
presmetuvawe na opredeleniot integral se dobiva: 

 po formulata na pravoagolnici I   34,8183, 

 po formulata na trapezi  I   37,8183, 

 po formulata na Simpson  I   37,9655. 

 O~igledno e deka formulata na Simpson dava najto~ni 
rezultati. To~nosta po site metodi }e se nagolemi ako 

intervalot 1,9  se podeli na pogolem broj delovi. 

 Primer 2.  Da se presmeta pribli`no integralot 

I =  
1

0

2

dxe x  

so metod na trapezi i metod na Simpson, delej}i go intervalot   
0,1  na deset  ednakvi dela. 
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Za da se primenat pribli`nite metodi, potrebno e da se 

presmetaat vrednostite na funkcijata y= 
2xe vo podelbenite to~ki. 

Dol`inata na podintervalite e h = 
10

1

10


 ab
. Zemaj}i gi 

vrednostite na funkcijata  y = 
2xe ,   od  gotovi  tabeli  se  dobiva: 

 

x0  = 0,0 y0  = 1,0000

x1  = 0,1 y1  = 0,9900

x2  = 0,2 y2  = 0,9608

x3  = 0,3 y3  = 0,9139

x4  = 0,4 y4  = 0,8521

x5  = 0,5 y5  = 0,7788

x6  = 0,6 y6  = 0,6977

x7  = 0,7 y7  = 0,6126

x8  = 0,8 y8  = 0,5273

x9  = 0,9 y9  = 0,4449

x10  = 1,0 y10 = 0,3679

 

 Zamenuvaj}i gi ovie vrednosti vo formulite, se dobiva: 

po formulata na trapezi  I   0,7462, 

 po formulata na Simpson  I   0,7468. 

 

 

 

 

 

 

 

 



  
 
 
 
 

 
 
 

GLAVA  IX 
 

 
PRIMENA NA OPREDELEN  INTEGRAL 

 
1.  PRESMETUVAWE  PLO[TINA  NA  

RAMNINSKA  FIGURA 
 

 Poka`avme deka plo{tinata (kvadraturata) na krivo-

liniskiot trapez, ograni~en so lakot na krivata y=f (x), kade 

{to  f (x) e neprekinata nenegativna funkcija vo segmentot  a,b, 
x-oskata i pravite  x=a  i  x=b,  se presmetuva po formulata 

P =  
b

a

dxxf . 

Poradi toa presmetuvaweto na opredelen integral, isto taka, se 
vika i kvadratura. 

 No, ako f (x)  0 nad intervalot na integriraweto a,b,   
krivoliniskiot trapez }e bide pod x-oskata, vrednosta na 
integralot }e bide negativna, pa apsolutnata vrednost ja dava 
vrednosta na plo{tinata na toj krivoliniski trapez. Poradi 
ova, treba da se vodi smetka pri presmetuvawe na plo{tini koga 

funkcijata vo eden del od intervalot a,b e pozitivna, a na 
drugiot del negativna, na primer, kako {to e na crte`ot 9.1.  

 

 

Crt. 9. 1. 
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 Vo vakov slu~aj potrebno e da se opredeli prese~nata 

to~ka  C na krivata so x-oskata i plo{tinata, da se presmeta 

oddelno za dvata intervala  a,c i  c,b  i da se zeme sumata na 
apsolutnite vrednosti, t.e.  

P =  
c

a

dxxf   +   
b

c

dxxf . 

 Vo sprotivno opredeleniot integral   
b

a

dxxf    }e ja dade 

razlikata na ozna~enite plo{tini. 

 Primer 1.  Da se presmeta plo{tinata na  likot ograni~en 

so krivata  y=sinx  i  x-oskata za  intervalot  0,2  (crt.9.2). 

                        
 Bidej}i 

sinx>0   za   0<x<, 

i   

sinx<0  za   <x<2, 

sleduva: 

Crt. 9. 2.     P = 


0

dxxsin  + 




2

dxxsin . 

 Presmetuvame: 

 


0

dxxsin  = (cos x) 
0



 = (cos cos 0) = (11) = 2; 

 







22

xcosdxxsin = (cos 2cos)  = (1+1) = 2. 

Spored toa, plo{tinata e   P = 2 + 

Plo{tinata na likot, ograni~en so krivite  y=f1(x), 
(f1(x)0),  y=f2(x), (f2(x)0), i pravite x=a i x=b, pri uslov 

f2(x)<f1(x) vo intervalot a,b }e se presmeta kako razlika na 
plo{tinite na dvata krivoliniski trapeza (crt.9.3), t.e.: 
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P =   
b

a

dxxf1    
b

a

dxxf 2  =      
b

a

dxxfxf 21 . 

 

Crt. 9. 3. 

 Primer 2.  Da se presmeta plo{tinata na likot ograni~en 

so parabolata   y = x2  i  pravite  y=x   i   x=2. 

 Na crte`ot 9.4 e isen~en likot,  
~ija plo{tina treba da se presmeta. 
O~igledno e deka za dolna granica na 
integralot treba da se zeme apscisata na 

prese~nata to~ka na pravata y=x i  

parabolata y=x2
, a gornata granica e 2. 

Bidej}i od x2=x, dobivame deka 

prese~nata to~ka ima apscisa ednakva na 
1, za presmetuvawe na plo{tinata }e go 
formirame integralot: 

 Crt. 9. 4.     

  
1

2232

1

2

23 









xx
dxxx = 

6

5

2

1

3

1

2

4

3

8







 






  . 

  

Primer 3.  Da se presmeta plo{tinata na likot, ograni~en 

so krivite  y=x2 
 i  y = x . 

 Na crt.9.5 e ozna~en likot {to go ograni~uvaat dvete paraboli. 
]e go opredelime presekot na parabolite.  
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Od  x 2 = x  , sleduva:    x 4 = x2
,            x 2 (x 2 1) = 0, 

se dobiva deka apscisite na prese~nite to~ki se : 

x = 0   i   x = 1. 

  Spored toa, 

           P  =   
1

0

2 dxxx = 

        = 
0

13
2

3

33

2










x
x  = 

  Crt. 9. 5.          = 
3

1

3

1

3

2
 . 

 Slu~ajot koga funkciite f1(x) i f2(x), (f1(x) < f2(x))    na 

dadeniot segment a,b go menuvaat (kone~en broj pati) znakot 
(crt.9.6), se sveduva na ve}e razgledaniot slu~aj. Bidej}i funkci- 

ite f1(x) i f2(x) se neprekinati 

na segmentot a,b, tie se i 
ograni~eni na toj segment.  

Zatoa, postoi takov broj M, 

{to  f1(x)< M  i  f2(x)< M    
za sekoj  xa,b, a toga{ 
funkciite: 

   xfxf 11  + M 

    xfxf 22  + M, 

}e bidat nenegativni funk- 

 Crt. 9. 6.  cii vo segmentot a,b. 

Plo{tinata na figurata   A1' B1' B2'A2'  {to ja ograni-

~uvaat krivite  y=  xf1  i  y=  xf 2   i pravite  x=a,  x=b e 

ednakva so plo{tinata na figurata  A1B1B2A2   i se presmetuva 
so formulata 

P =            
b

a

b

a

dxxfxfdxxfxf 1212 . 

 

 



Gl. IX  Primena na opredelen integral 

 

447 

 

 Primer 4.  Da se presmeta plo{tinata na likot ograni~en 

so parabolite  y = x2 5   i    y = 3x2  
  (crt.9.7). 

 Plo{tinata na likot }e ja 
presmetame po formulata 

P =      dxxfxf
b

a
  12 . 

Vo dadeniot slu~aj 

y = f1(x) = x25, 

y = f2(x) = 3x2. 

Granicite na integriraweto 
       se  apscisite na prese~nite to~ki na 

     Crt. 9. 7.                        krivite. So re{avaweto na sistemot: 

y = x 25, 

y = 3x 2, 

gi dobivame prese~nite to~ki  A(2,1)   i   B(2,1). 

 Spored toa, plo{tinata e 

P =       
3

64

3

2
82853

2

2
3

2

2

2
2

2

22 





 


 xxdxxdxxx . 

 Vo prodol`enie }e razgledame u{te dve pra{awa {to se 
povrzani so presmetuvaweto na plo{tinite: integral koga 
krivata e prekinata (prekin od prv vid) i integral koga likot e 
ograni~en so zatvorena kriva. 

 Primer 5. Neka e zadadena funkcijata 

f(x) =  










.xx

x
x

32

20
2

1

2
za

za
 

 Plo{tinata, ograni~ena so ovaa kriva, x-oskata, ordinatnata 

oska i pravata  x=3  (crt.9.8), se dobiva po formulata: 

   





 

3

2

2

0

3

0 2

9

2

1

2
dxxdx

x
dxxf . 
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  Crt. 9. 8.   Crt. 9. 9. 

 Neka e zadadena zatvorena kriva, koja ima takov oblik 

{to koja i da e prava, paralelna so y-oskata, da ja se~e najmnogu 

vo dve to~ki (crt.9.9). Pravite povle~eni paralelno so y-oskata 

neka ja tangiraat krivata vo to~kite A i B so apscisi soodvetno 

a i b. So to~kite A i B zatvorenata kriva e razdelena na dva dela  

(na dva laka). Lakot  AB  so ravenkata  y=y1(x)  i  lakot  AmB  
so ravenkata y=y2(x). 

 Plo{tinata na likot, ograni~en so zatvorenata kriva, se 
definira kako razlika od plo{tinata ograni~ena so lakot 

y=y2(x) nad intervalot a,b i ordinatite na to~kite A i B i 

plo{tinata ograni~ena so lakot y=y1(x)  nad istiot interval i 
istite ordinati. 

 Spored toa, }e bide: 

P =          
b

a

b

a

b

a

dxxyxydxxydxxy 1212 . 

 Za presmetuvawe plo{tina na likovi (figuri) ne 
sekoga{ e pogodno da se koristi izvedenata formula. Taa ne 
va`i vo slu~ai koga likot ne e vo vid na krivoliniski trapez 
ili se ote`nuva  presmetuvaweto so toa {to toj lik se izrazuva 
so suma ili razlika na krivoliniski trapezi.  

Vo primenetite nauki, pri presmetuvaweto na mehani~ki 
i fizi~ki golemini na "poseben" na~in se pristapuva vo 
primenata na integralot. Taa postapka }e ja primenime na eden 
primer: 

 Primer 6.  Da se presmeta plo{tinata na likot, ograni~en 

so parabolata  x= 4y2  
 i   y-oskata (crt.9.10).  

  



Gl. IX  Primena na opredelen integral 

 

449 

 

 

Crt. 9. 10. 

 Intervalot  (2,2) na y-oskata go delime na n-ednakvi delovi i 

povlekuvame pravi paralelni so x-oskata. So toa likot e podelen na n 

elementi. Da nacrtame samo eden od tie elementi. Rastojanieto AD    

}e go ozna~ime so x, a DC  so dy, pa pri aproksimacija na kri-

voliniskiot  trapez  so  pravoagolnik,  dobivame  deka  plo{tinata      

(ja ozna~uvame so  dP) e 

dP = x dy. 

Po ova ostanuva samo da se izvr{i sumirawe na ovie elementi, 
{to  nè  doveduva do opredeleniot integral 

P = 


2

2

dyx . 

 Po  zamena   x = 4y2  
 vo  integralot, se dobiva: 

P =  
 











2

2 2

23
2

3

32

3
44

y
ydyy . 

 

1. 1.  Plo{tina na krivoliniski trapez koga 

krivata e zadadena so parametarski ravenki 

 

 Neka krivata e zadadena so parametarskite ravenki 

x = x(t), 

y = y (t),      (t1    t    t2). 
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 Plo{tinata na krivoliniskiot trapez se presmetuva so 
opredeleniot integral 

   
2

1

t

t

dttxty  . 

 Formulata se dobiva od prethodno izvedenata, koga }e se 
izvr{i zamena: 

f(x) = f  x(t)  = y(t);     dx = x (t) dt. 

 Dokolku granicite na integriraweto se poznati za 

promenlivata x, (a  x  b), {to e ~est slu~aj, }e treba da se 

opredelat soodvetno vrednostite na t,  t1 i t2. Niv gi oprede-

luvame preku ravenkata  x=x(t).  Imeno, ako zamenime  x=a,  od 

ravenkata  a=x(t)  go presmetuvame  t1, a koga }e zamenime  x=b,  

od ravenkata  b=x(t)  ja dobivame vrednosta na  t2. 

 Primer 6.  Da se presmeta plo{tinata na likot  {to go 

ograni~uva  elipsata  zadadena  so  ravenkite: 

x = a cos t, 

y = b sin t. 

 Poradi simetrija na likot, }e  ja  presmetame samo plo{tinata 
na delot vo prviot kvadrant. O~igledno e deka granicite po 

promenlivata  x  za ovoj del se od  x = 0  do  x = a  (crt.9.11). 

 Da gi opredelime vrednostite na  t1  i  t2.  

 Od x=a cos t,  zamenuvaj}i   x=0,  se dobiva 0=acos t, odnosno 

cos t = 0.  Od ravenkata sleduva deka  t1 = 
2


  .  

Od istata ravenka, po zamena x=a, se dobiva a=a cos t, odnosno 

cos t=1, od kade {to sleduva deka t2=0. 

Granicite po promenlivata t mo`at da se opredelat i direktno. 

Pri konstruiraweto na delot od elipsata vo prviot kvadrant se 

zabele`uva, ako se pravi tabela na vrednosti t, deka lakot na elipsata 

od A do B }e se opi{e ako parametarot t se menuva od t=0, ({to 

odgovara na to~kata A)  do  t= 
2


 , ({to odgovara na to~kata B). 

Vrednosta na integralot za vrednosti na  granicite kako {to 
gi opredelivme, }e bide negativna, pa zatoa se zema apsolutna vrednost. 
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Dokolku granicite gi 

opredelime na ovoj na~in za celata 
elipsa, vo mo`nost sme i odedna{ 
da ja dobieme vkupnata plo{tina na 

elipsata (ako zememe  0  t  2). 

Po opredeluvawe na grani-

cite po promenlivata  t  indirektno 

        (preku x) ili direktno, plo{tinata 

Crt. 9. 11.               }e  ja  dobieme  preku   opredeleniot 

        integral 

P =   






0

2

0

2

2
0

2

2

21
dt

tcos
abdttsinabdttsinatsinb  

        =  ab

2

0

4

2

2 






 

tsint
=  ab

44









 


ab
. 

Vkupnata plo{tina na likot ograni~en so elipsata e   P=ab .       

Za  a=b=r, elipsata preminuva vo krug so radius  r. Od  P=ab, 

po zamena, se dobiva   P=r2 poznatata formula za plo{tina na krug. 

 

1. 2.  Plo{tina  na  krivoliniski  sektor 
 
 Neka e zadadena kriva vo polaren koordinaten sistem so 

ravenkata (), kade {to () e neprekinata funkcija vo 

segmentot  . Figurata OABO (crt.9.12), ograni~ena so 

lakot na krivata  ()  i polupravite =a  i  =b,  se vika 

krivoliniski sektor. Plo{tinata na krivoliniskiot sektor ne 
sme vo mo`nost da ja presmetame so formulite {to gi poznavame 
od planimetrijata, zatoa }e primenime sli~na postapka na onaa 
{to ja primenivme pri presmetuvawe na plo{tinata na 
krivoliniskiot trapez. 

 So polupravite: 

 =  0,    = 1,    = 2,   …  ,    = n  
kade {to 

  0 <  1 < 2   …  < n  , 

krivoliniskiot sektor go delime na n pomali krivoliniski 
sektori. 
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 Prese~nite to~ki na tie polupravi so krivata ()  }e 
gi ozna~ime soodvetno so 

A  M0,  M1,  …  ,  Mn  B. 

 Centralnite agli na tie sektori se: 

1 = 10,      2 = 21,    …   ,     n = n n

Vo sekoj potsegment i,i  
zemame  koja i da bilo 

(proizvolna) vrednost i na 

argumentot   i ja presmetuvame 

vrednosta na funkcijata i). 
Sekoj krivoliniski sektor  

OMi1MiO  (i=1,2,…,n) }e go 
zamenime  so  kru`en   sektor   {to 

    ima radius  i)  (i=1, 2, …, n)  i   e 
Crt. 9. 12.            ograni~en so istite polupravi 

                                                  =i, =i . 

]e se koristime so formulata za presmetuvawe plo{tina 

na kru`en ise~ok (sektor), poznata od planimetrijata P=
2

2r
, 

kade {to r e radius na kru`niot sektor, a  e centralniot agol, 
izrazen vo radijani. 

 Ako so Pn  ja ozna~ime sumata na plo{tinite na site taka 
konstruirani kru`ni  sektori, se dobiva: 

Pn = 
2

1
 2 (1)1  +  … +

2

1
 2 (i)i  +   …   + 

2

1
 2 (  n ) n. 

 So ogled na istiot vid na ~lenovite na ovaa suma, taa 
mo`e da se zapi{e i vo vid: 

Pn = 
2

1  



n

i
ii

1

2 . 

 Razlikata pome|u vrednosta Pn i vistinskata vrednost na 

plo{tinata P na krivoliniskiot sektor stanuva pomala dokolku 

se zeme pogolema vrednost za  n  i site  i  se namaluvaat. 
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Dobienata suma e integralna suma, sostavena za 

funkcijata 
2

1
2() na segmentot   .  Bidej}i  ()  e nepreki-

nata na segmentot  postoi granica na ovaa suma koga n      

i najgolemiot od aglite  i 0  i  e ramna na  

2

1





 d2 . 

 Taa granica se zema za plo{tina P na dadeniot 

krivoliniski sektor OABO, t.e. 

P = 

0

imax

n
lim   




n

i
ii

1

2

2

1
 = 

2

1





 d2 . 

 Primer 7.  Da se presmeta plo{tinata na likot, ograni~en 

so kardioidata 

 = a (1+cos  ). 

 Kardioidata e simetri~na kriva vo odnos na polarnata oska 
(crt.9.13), zatoa, vkupnata plo{tina }e bide ramna na udvoenata 

plo{tina na krivoliniskiot sektor ABO (is{rafiraniot del). 

 ]e gi opredelime granicite. 

Dolnata granica e =0 (pravec na 

polarnata oska). Gornata granica }e 

ja opredelime od uslovot =0 

(bidej}i vo to~kata O radiusot e 

ramen na nula). 

 Ako vo ravenkata  

 = a (1+cos  ) 
     zamenime =0 se     dobiva: 

    Crt. 9. 13.            a (1+cos  )=0, 1+cos =0, 

        cos  = 1, pa spored toa,   = 
 No, granicite mo`eme da gi opredelime i na drug na~in. Ako 

formirame tablica na vrednosti za  i    so cel da ja nacrtame 

krivata, zabele`uvame deka lakot na kardioidata {to go formira 

is{rafiraniot del }e se dobie koga agolot    se menuva vo granici od   
=0 ({to odgovara na to~kataA) do   ({to odgovara na to~kata O). 
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Ako zamenime vo poslednata formula za P,  = a (1+cos  ), 

, , se dobiva: 

P = 2      
 


0 0

2222 211
2

1
dcoscosadcosa  

 = a2 







 



0

2

00

2 dcosdcosd  

= a2 

















 







2

000 2

3

4

2

2
2 a

sin
sin . 

Primer 8. Da se presmeta plo{tinata na likot, ograni~en 

so krugovite 

x 2 +  y 2 = 2 3  ax,     x 2 +  y 2 = 2 ay, (crt.9.14). 

 Mnogu poednostavno }e ja 
presmetame baranata plo{tina,  
ako dvata kruga gi posmatrame vo 
odnos na polaren koordinaten 
sistem. 

 Ravenkata na krugot 

x 2 +  y 2 = 2a 3  x 

vo odnos na polarniot  koordina-
ten sistem }e bide 

2a 3 cos . 

Crt. 9. 14.        Ravenkata ja  dobivame  koga  zamenu- 

nuvame   x = cos,   y = sin   (formulite navedeni vo  gl.III t.8). 

Ravenkata na vtoriot krug vo odnos na polarniot koordinaten 
sistem e 

2a sin . 

 Plo{tinata {to ja ograni~uvaat krugovite e ednakva na sumata 

na plo{tinite na krivoliniskite sektori OCA i OBA. Zatoa }e bide 

potrebno da se opredeli polarniot agol za to~kata A. So ogled na toa 

{to  A e prese~na to~ka na dvata kruga od 

2a 3 cos  = 2a sin ,     3 cos  =  sin ,     tg  = 3 , 
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se dobiva deka vrednosta na polarniot agol e  =arctg 3 , odnosno 

=
3


. 

 Spored toa, 

POCA = 




 d2

2

1
 =    


3

0

22
3

0

2 22
2

1
dsinadsina  

               = 2a2 

















 






4

3

34

2

2
2

0

3
a

sin
. 

 Granicite gi opredelivme sledej}i ja promenata na agolot  za 

da go formira lakot nad prviot krivoliniski sektor. Lakot {to go 

ograni~uva vtoriot sektor ABO se dobiva koga agolot  se menuva od     

 = 
3


  do    = 

2


 ,  pa spored toa, 

POBA =   









2

3

2
2

3

22
632

2

1
dcosadcosa  

   = 6a2 

















 








4

3

6
3

4

2

2
2

3

2

a
sin

. 

 Vkupnata plo{tina e   

P = a2 





 


3
6

5
0,89 a2. 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

 1. Da se presmeta plo{tinata na likot ograni~en so x-oskata, 

zadadenata kriva i zadadenite pravi: 

1)  y = 43x2    od     x = 1      do     x = 1;                     Odg.:  1)   6. 

2)  y = x        od     x =        do     x = 9;                                2) 18. 
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3)  y = x2 x6   od     x =       do     x = 2;                     Odg.:   3) 
3

34
. 

4)  y = x3            od     x =     do      x = 4;                                 4)  68. 

5)  y = x3x        od     x =     do      x = 1.                                 5)  
2

1
. 

 2.  Da se presmeta plo{tinata pome|u: 

1)  parabolata   y = 8+2xx2
    i   x-oskata,   

2)  parabolata   y = x2+2x+3,     x-oskata,  x = 2  i  x = 0. 

Odg.:  1)   36.   2) 
3

14
. 

 3.  Da se nacrtaat krivite i da se presmetaat plo{tinite na 

likovite ograni~eni so niv: 

1)  y = x2,   y = 0,    x = 3.                                    Odg.:  1)  9. 

2)  y = x2,   y = 0,    x = 2,     x = 3.      2)  
3

35
. 

3)  y = 4 x2,   y = 0.         3)  
3

32
. 

4)  y = x2,     x+ y = 2.          4)  
2

9
. 

5)  y = x2 5x+6,          y = 2.         5)  
2

9
. 

6)  y = x2 5x+6,          y = 2x.         6)  
6

125
. 

7)  4 y = x2 ,         4x =  y 2.                     7)  
3

16
. 

8)   y = x3,         x = 0,     y = 8.            8)  12. 

9)   y = x2,          y = 2x+ 8.            9)  36. 

10)  x y = 4,       x = 1,    x = 4,    y = 0.              10)  4  ln 4. 
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11)  y = ex,    y = ex,      x = 1.                 Odg.:  11)  e 2 + 
e

1
. 

12)  y = ln x,    x = e,      y = 0.     12)  1. 

13)  y 2 =  x3,     y = 8,     x = 0.     13)  19,2. 

14)  y 2 =  x2 (a 2 x 2 ).      14)  
3

4 2a
. 

15)  x  = a cos 3 t,    y = a sin 3 t.   15)  
8

3 2a
. 

 4.  Da  se  opredeli   plo{tinata   na   likot   pome|u   krivata  

y = x 3 9x  i  pravite  x = 2,     x = 4.  Zo{to    



4

2

3 9 dxxx     ne 

dava  ist  rezultat? 

 5.  Da se presmeta plo{tinata na likot ograni~en od edna arka 

na cikloidata   x = a(tsin t),   y = a (1cos t)    i   x-oskata. 

Odg.:  3a2. 

 6.  Da se presmeta plo{tinata na likot ograni~en so krivata: 

1)  2 = a 2 cos 2  ;     Odg.:  1)  a 2. 

2)    =  a sin 3  ;              2)  
4

2a
. 

3)    =  a sin 2  ;              3)  
2

2a
. 

4)    = 

a

,    
4


     2.             4)  

4

7 2a
.  
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2.  PRESMETUVAWE DOL@INA NA LAK NA KRIVA 
 

2. 1.  Krivata e zadadena so ravenkata  y = f (x).  

Neka funkcijata y = f(x) e neprekinata vo segmentot  a,b 
i ima neprekinat izvod vo istiot segment. 

]e si postavime zada~a da ja opredelime dol`inata na 

lakot od ovaa kriva pome|u to~kite  A (so apscisa a) i B (so  aps- 

cisa b), (crt.9.15). Na lakot AB od krivata }e gi izbereme 
to~kite 

A  M0,  M1,  M2, …  ,  Mi1, Mi,  …  ,  Mn1, Mn     B 

~ii apscisi se soodvetno: 

a  x0,  x1,  x2,   … ,  xi1,  xi,  … ,  xn1,  xn  b. 

 ]e povle~eme tetivi  

10MM ,  21MM ,  …  ,  ii MM 1 ,  …  ,  nn MM 1 , 

pri  {to dobivame edna iskr{ena linija vpi{ana nad lakot  AB 

od krivata  y=f (x).  Dol`inata  Ln  na ovaa iskr{ena linija e o~i 

gledno pribli`no ednakva so dol`inata na lakot AB so ogled na 
toa deka pome|u sekoi dve to~ki lakot na krivata e zamenet so 
soodvetnata tetiva. 

 

Crt. 9. 15. 

 Od crte`ot sleduva deka: 

Ln = 10MM  +   21MM  +  …  +  ii MM 1  +  …  +  nn MM 1 . 
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]e ja presmetame dol`inata na otse~kata  ii MM 1 . Ovaa 

otse~ka e ograni~ena so to~kite  Mi1(xi1, f(xi1)),  Mi (xi,f(xi)), pa 
spored formulata za rastojanie pome|u dve to~ki se dobiva: 

ii MM 1  =        2
1

2
1   iiii xfxfxx . 

 Za dol`inata na iskr{enata linija se dobiva: 

Ln  =  


n

i 1

      2
1

2
1   iiii xfxfxx . 

 Razlikata pome|u vrednosta na Ln i vistinskata vrednost 

L  na  dol`inata na lakot }e stane pomala dokolku se  nagolemuva  

brojot na stranite na iskr{enata linija vpi{ana nad lakot AB.  

 Toa nè naveduva na zaklu~ok deka razlikata }e se izgubi 
dokolku se pretpostavi brojot na stranite na iskr{enata linija 

da kloni kon beskrajnost i dol`inite na site tetivi  ii MM 1  da 

te`at kon nula. 

 Ako  postoi   granicata   na   sumata   Ln,  koga   n    i  

max ii MM 1  0, toga{ taa granica e dol`ina na lakot AB, 

t.e. 

L = 
0MM 1 


 iimax

n
lim Ln . 

Da pristapime kon opredeluvawe na granicata na izrazot 

za  Ln ,  a za taa cel }e go preuredime. 

]oristej}i se so Lagran`ovata teorema za funkcijata  

y=f (x) nad parcijalniot interval  xi, xi  ja dobivame slednava 

vrska:  

   
1

1








ii

ii

xx

xfxf
 = f ' (i),     kade {to    xi< i < xi. 

 Zamenuvaj}i vo izrazot za  Ln, 

f(xi)  f(xi1) = (xi xi1)  f ' (i), 
se dobiva: 

Ln  =  


n

i 1

     iiiii 'fxxxx  
22

1
2

1 , 
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odnosno: 

Ln  =  


n

i 1

  ii x'f  21 , 

kade {to    xi = xi xi1. 

 ]e ja presmetame granicata na  Ln, koga  n     i najgole-
mata od stranite na iskr{enata linija te`i kon nula, t.e. 

L = 
0MM 1 


 iimax

n
lim Ln =

0MM 1 


 iimax
n
lim 



n

i 1

  ii x'f  21 . 

 Granicata na ovaa suma e ramna na opredeleniot integral 

 
b

a

dx'y 21 , 

po {to dobivame deka 

L =  
b

a

dx'y 21 . 

 Primer 1.  Da se presmeta dol`inata na lakot na krivata 

y= 3x od koordinatniot po~etok do to~kata A(1,1). 

 Izvodot na dadenata funkcija e: 

y ' = 2

1

2

3
x  . 

 Od crt. 9.16 se gleda deka za da se presmeta dol`inata na lakot 

OA,  x se menuva od  0  do  1. 

 Ako zamenime vo formulata za 
dol`ina na lak, se dobiva: 

L =  dxx
1

0 4

9
1  

          = dxx 
1

0

94
2

1
. 

          Za     da    go   re{ime     integralot, 

Crt. 9. 16.         treba da ja koristime smenata: 
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4+9x = t2,     dx =
9

2
 t dt. 

 Granicite  na integralot po novata promenliva t se dobivaat 

ako vo izrazot  4+9x = t 2  se zamenat vrednostite x=0 i x=1 i sood-

vetno se presmeta t,   t = 2  i   t = 13 . 

L =  81313
27

1

39

1

9

2

2

1

2

13313

2


t

dttt . 

 

2. 2.  Diferencijal na lak 
 

 Ako na lakot AB od krivata zadadena so ravenkata  y=f (x) 
zememe koja i da bilo to~ka  M so apscisa x,  a  x   b, dol`inata  

na lakot AM se presmetuva so formulata: 

 
x

a

dx'yL 2
AM 1 , 

i zavisi od polo`bata na to~kata M, t.e. e funkcija od x, 

   
x

a

dx'yxsL 2
AM 1 . 

 Bidej}i podintegralnata funkcija e neprekinata vo 

segmentot  a,b, promenliviot lak  s(x)  ima izvod po  x, ramen na 
izvodot na integralot po gornata granica, a toa e podintegral-

nata funkcija (vidi t.5, gl.VIII). 

s ' (x) = 21 'y , 

t.e. 

dx

ds
 = 21 'y  

ili 

ds = 21 'y  dx. 

 Toa e formula za diferencijalot na lakot. 
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 Ako krivata e zadadena so parametarski ravenki ili se 

razgleduva vo odnos na polaren koordinaten sistem, izrazot za L 
}e ima drug vid. Ovie dva slu~aja }e gi razgledame oddelno. 

2. 3.  Krivata e zadadena so parametarski ravenki  

x = x(t), 

y = y(t). 

 Za opredeluvawe dol`inata na lakot AB na ovaa kriva }e 
se koristime so formulata 

L =  
2

1

22
t

t

dtyx  . 

Ovaa formula se dobiva od prethodnata, koga }e se zameni 

y' =  
x

y



 ,   dx = x  (t) dt. 

 Dolnata granica t1 e vrednost na parametarot {to 

soodvetstvuva na apscisata na to~kata A; gornata granica t2 e 
vrednosta na parametarot {to soodvetstvuva na apscisata na 

to~kata B. 

 Ako krivata e zadadena so parametarski ravenki x=x(t), 
y=y(t), toga{ diferencijalot na lakot e daden so formulata 

ds = 22 yx   dt. 

Primer 2.  Da se presmeta dol`inata na lakot na 

astroidata, zadadena so ravenkite 

x = a cos 3 t, 

y = a sin 3 t. 

 Bidej}i krivata e simetri~na vo odnos na dvete koordinatni 
oski, crt.9.24, }e ja presmetame dol`inata na delot od astroidata vo 
prviot kvadrant. 

 Za ovoj del grancite po x se od   x=0  do  x=a. 

 ]e gi opredelime vrednostite na parametarot {to soodvetstvu-

vaat na  x=0  i  x=a. 

 Od  x= a cos 3 t,  po zamena x=0, se dobiva: 
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0 = a cos 3 t,  cos 3 t = 0,   cos t = 0,    t1 = 
2


  . 

 Od istata ravenka, po zamenuvawe  x=a  se dobiva: 

a = a cos 3 t,   cos 3 t = 1,  cos t = 1,  t2 = 0. 

 ]e presmetame 

 x  =  3a cos 2 t  sin t, 

y   =    3a sin 2 t  cos t 

i zamenuvame vo formulata za  L: 





0

2

242242 99
4

1
dttcostsinatsintcosaL  

          = 3a   


dttcostsintcostsin
0

2

2222  

         = 3a  


dttsin
a

dttcostsin
0

2

0

2

2
2

3
 

        =    
2

3
0

4

3
2

4

3

2

0

a
coscos

a
tcos

a



. 

Vkupnata dol`ina e      L  =  4
2

3a
 = 6a. 

Opredeluvaweto na granicite, koga krivata e zadadena so 
parametarski ravenki, ne mora da se povrzuva so granicite po 

promenlivata x. Tie mo`at da se opredelat, sledej}i ja prome-

nata na parametarot  t  za da se opi{e lakot, ~ija dol`ina treba 

da se presmeta. Vo ovoj primer parametarot t se menuva od 0 do 
2


   

za da se opi{e lakot na astroidata vo prviot kvadrant, pa spored 

toa, granicite }e se zemat od  t1=0  do  t2= 
2


. Ako na ovoj na~in se 

opredelat granicite, vo konkretniov primer sme vo mo`nost da 

ja dobieme vkupnata dol`ina ako zememe za t1 =0, t2=2 ( toa e 

intervalot na izmenuvaweto na t za da se opi{e celata kriva). 
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2. 4.  Krivata e zadadena so ravenkata() vo odnos 
na polaren koordinaten sistem.  

Potrebno e  da se presmeta dol`inata na lakot AB od 
ovaa kriva (crt.9. 17). 

Na to~kite A i B neka im odgovaraat  polarnite  agli   i  

 soodvetno, t.e. koga to~kata od krivata go opi{uva lakot AB, 

toga{ polarniot agol  se menuva od    do  . 

 Poznato e deka krivata () mo`e da se izrazi so 
slednive parametarski ravenki: 

x = ()  cos , 

y = ()  sin . 

 Presmetuvame: 

x  = '() cos () sin, 

y  =  '() sin + ()cos . 

 Po zamena vo 

L =  
2

1

22
t

t

dtyx   

Crt. 9. 17.                  i sreduvawe, se dobiva: 

L = 




 d' 22 . 

 Ako e zadadena krivata so ravenkata () vo odnos na 
polarniot koordinaten sistem, diferencijalot na lakot e 

ds =  d' 22 . 

Primer 3.  Da se presmeta 

dol`inata na lakot na kardi-
oidata zadadena so ravenkata  

 =a (1+cos )  (crt.9.18). 

 Krivata e simetri~na vo 
odnos na polarnata oska i zatoa }e ja 
presmetame dol`inata  na   lakot   na 

gornata polovina (od A do O).                        Crt. 9. 18. 
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 Vrednostite na polarniot agol  se:   za to~kata A,  = 0, a za 

to~kata O,    = 
 Zamenuvaj}i vo formulata za dol`ina na lak:   

,    ,       = a (1+cos ),   ' = a sin , 

se dobiva: 

L =   
 


0 0

2222 121 dcosadsinacosa . 

 Od poznatata vrska  vo trigonometrijata cos
2


 = 

2

1  cos
, 

vo integralot }e zamenime 21  cos  cos
2


, pa se dobiva: 

L = a 





 









 







 0
2

4
2

22
2

22
00

sinsinasinadcos = 4a. 

 Dol`inata na lakot na kardioidata e 8a. 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

 1.  Da se opredeli dol`inata na lakot na krivata  y 2 = (x+1) 3, 

{to go otsekuva pravata x=4. 

Odg.:  
27

670
. 

 2.  Da se najde dol`inata na lakot na krivata y=lncosx  pome|u 

to~kite so apscisa   x = 0,  x = 
4


 . 

Odg.: ln tg 
8

3
. 

3.  Da se najde dol`inata na lakot na krivite:  

a)  y = ln x           od   x = 
4

3
    do   x = 

5

12
 ; 

b) y = a ch 
a

x
        od   x =a   do    x = a. 

Odg.:   a)  2,043;  b)  2 a sh1. 



MATEMATIKA I 466

 

 4.  Da se najde dol`inata na celata kriva    x2 + y2 = a2. 

Odg.:  2a. 

 5.  Da se najde dol`inata na edna arka od cikloidata   

x = a (t sin t),   y = a (1cos t). 
Odg.:  8a. 

 6.  Da se najde dol`inata na lakot na krivata 

x = 
6

6t
  ,    y = 2 

4

4t
, 

pome|u koordinatnite oski  (t>0). 

Odg.:  
3

1
4 . 

 7.  Da se presmeta dol`inata na krivata  x= t 2 
,  y =

3

t
(t 2 3)  

me|u prese~nite to~ki so x-oskata.   

Odg.:  4 3 . 

 8.  Da se najde dol`inata na celata kriva    = a sin 3
3


. 

Odg.:  
2

3 a
. 

 

3.  PRESMETUVAWE  NA  VOLUMEN 

 

3. 1.  Presmetuvawe volumen na telo po 

poznat napre~en presek 

 Neka e zadadeno telo ograni~eno so edna povr{ina i dve 
paralelni ramnini. Na primer, oblikot na teloto neka e takov 
kakov {to e zadaden na crte`ot 9.19. Ramninite {to go 

ograni~uvaat teloto se normalni na  x-oskata. ]e si postavime 
zada~a  da go opredelime volumenot na ova telo. ]e pretpo-
stavime deka e mo`no da se presmetaat plo{tinite na presecite 

na ova telo so ramnini normalni na  x-oskata. 
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O~igledno e deka za daden vid povr{ina, plo{tinite na 
spomenatite preseci }e  zavisat od rastojanieto na ramninata od 

koordinatniot po~etok. Ako rastojanieto go ozna~ime so x, 

toga{ plo{tinata na presekot }e bide funkcija od  x {to }e ja 

ozna~ime so S(x). (na primer, S(a) e plo{tina na presekot na 

teloto so ramninata  x=a,  S(b) e plo{tina na presekot na teloto 

so ramninata x=b). 

]e povle~eme ramnini normalni na x-oskata niz to~kite: 

a  x0,  x1,  x2,  …  ,  xi1,  xi,  …  ,  xn  b. 

 So ovie to~ki intervalot  a,b  e podelen na n delovi. 

Ovie ramnini }e go podelat teloto na n  "sloevi" elementi (na 
crte`ot e nacrtan eden od niv). 

 Vo sekoj potsegment xi, xi }e zememe po edna koja i da 

bilo to~ka i . Sekoj sloj }e go zamenime so cilindar ~ija osnova 
e presekot na teloto so ramninata {to minuva niz to~kata so 

apscisa  i, a visinata e dol`inata na segmentot  xi, xi, 
xi=xixi1, ( na crt. 9.19 e nacrtan eden od niv). 

Volumenot na toj 
cilindar }e bide ramen 

na proizvodot  S(i)xi  
(proizvod na plo{tinata 
na osnovata i visinata). 

Sumata na volume-
nite na site takvi 
cilindri }e bide 

Vn =   i

n

i
i xS 

1

, 

         Crt. 9. 19.     {to pretstavuva pribli`- 

na vrednost na volumenot na razgleduvanoto telo.   

 Granicata na taa suma, koga  n  i  max xi  , ako 
postoi i ne zavisi od na~inot na delewe i izborot na to~kite 

i , se zema za volumen na dadenoto telo. 

V = 
0


ixmax

n
lim    i

n

i
i xS 

1

. 
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Bidej}i Vn pretstavuva integralna suma za funkcijata 

S(x) na segmentot a,b, pri pretpostavka funkcijata S(x) da e 

neprekinata na segmentot a,b, taa granica postoi i e ramna na 

opredeleniot integral od funkcijata S(x) vo granici od a do b. 
Zna~i, volumenot na dadenoto telo se presmetuva so formulata 

V =  
b

a

dxxS . 

 Primer 1.  Da se presmeta volumen na cilindri~en klin 

(crt.9.20) otse~en od prav kru`en polucilindar so ramnina povle~ena  

niz dijametarot na osnovata pod proizvolen agol  vo odnos na 

osnovata. Radiusot na osnovata e r.  

 Izborot na koordinatniot sistem e proizvolen, no se izbira 
taka {to da bide lesno opredeluvaweto na plo{tinata na napre~nite 
preseci. Vo ovaa zada~a }e bide najzgodno da se izbere slednava polo`-

ba na koordinatniot sistem: za x-oskata da se zeme pre~nikot AB  na 

osnovata, koordinatniot po~etok vo centarot na polucilindarot O, a 

y-oskata prirodno normalna na x-oskata. ]e povle~eme ramnina 

normalna na x-oskata, na rastojanie x od koordinatniot po~etok. 

Presekot ima forma na pravoagolen triagolnik (ozna~en e so temiwa 

PQR) . Negovata plo{tina e ramna na poluproizvodot na osnovata i 

visinata. Za presekot na rastojanie x, se dobiva: 

S(x) = QRPQ
2

1
  = 

2

1
 y y tg

(bidej}i  QR = y tg

 So ogled na toa deka y e 

ordinata na to~ka na kru`nicata 

x 2+y 2 = r 2, 

so zamena  y = 22 xr   vo  gorniot 

izraz, se dobiva:  

Crt. 9. 20.          S(x) = 
2

1
 (r 2 x2) tg . 

 O~igledno e deka }e treba da se zeme za dolna granica  x = r, a 

za gorna granica  x=r.  So ogled na simetrijata na teloto,  za granici 

od  x=0  do  x=r   }e ja dobieme polovinata od volumenot na teloto. 
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Spored toa, od   V =  
b

a

dxxS , se dobiva: 

    
rr

dxxrtgdxtgxrV
0

22

0

22 22   

= 2 tg 
3

4

3 0

3
2 










rx
xr r 3 tg 

 Primer 2.  Da se presmeta volumenot na teloto {to go 

ograni~uvaat dva kru`ni cilindra so radius r, ~ii oski se se~at pod 

prav agol. 

 Na crte`ot 9.21 e nacrtana samo  
8

1
 od teloto ~ij volumen 

treba da go presmetame. 

 Apscisnata oska na sistemot {to go izbirame, proizvolno, vo 
ovoj slu~aj e najzgodno da se izbere vo pravec normalen na oskite na 
cilindrite, a ordinatnata oska normalno na nea, niz presekot na 
oskite na cilindrite, vo pravec na oskata od edniot cilindar. 

 

 

Crt. 9. 21. 

 

 

]e povle~eme ramnina, normalna na x-oskata na rastojanie x od 

koordinatniot po~etok. Ovaa ramnina go se~e teloto po eden kvadrat 

ozna~en so temiwata NMKL. So ogled na toa deka OM =x, a ML e or-

dinatata na taa to~ka do krugot  x2+y 2 = r2
, se dobiva ML = 22 xr  . 
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Plo{tinata na normalniot presek  e 

S(x) =  222 xr   = r2 x2. 
Spored toa, 

V = 8  
b

a

dxxS  = 8   









r r

r
x

xrdxxr
0

3

0

3
222

3

16

3
8 . 

 

3. 2.  Volumen na rotaciono telo 
 

]e razgledame telo {to nastanuva so rotirawe na 

krivoliniskiot  trapez, ograni~en so krivata y=f (x), x-oskata i 

pravite  x=a  i  x=b  okolu  x-oskata (crt.9.22). 

Vo ovoj slu~aj proizvolnite preseci na teloto so ramnini 

normalni na x-oskata }e bidat krugovi, taka {to plo{tinata na 

proizvolen presek na rastojanie x od koordi-natniot po~etok }e 
bide 

S(x) =  f  2 (x) 

(po formulata  P=r2). 

 Koristej}i se so 
prethodno izvedenite formu-
li presmetuvaweto na 
volumenot na rotacionoto 
telo se postignuva so 
formulata 

V =   
b

a

dxxf 2
. 

 Ako teloto  se  dobiva 

Crt. 9. 22.      so   rotacija  okolu    y-oskata  
                                        na  krivoliniskiot     trapez,  

ograni~en  so  krivata  x =  (y),  y-oskata i pravite  y = c,  y=d,                

kade {to (y) e neprekinata i nenegativna  funkcija  na 

segmentot  c,d, toga{ volumenot na toa telo se dobiva po 
formulata 

V =   
d

c

dyy2
 =  

d

c

dyx2
. 
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Ako krivoliniskiot trapez e ograni~en so krivata 

zadadena so parametarskite ravenki x=x(t),  y=y(t) (pri {to 

x(t1)=a, x(t2)=b), toga{ volumenot na rotacionoto telo {to se 

dobiva pri rotacija na krivolinikiot trapez okolu x-oskata se 
presmetuva po formulata 

V  =     
2

1

2
t

t

dttxty  . 

 Pri rotacija okolu y-oskata volumenot se presmetuva po 
formulata 

V  =     
2

1

2
t

t

dttytx  , 

kade {to   y(t1) = c,   y(t2) = d. 

Primer 1.  Da se presmeta 

volumenot na teloto {to se 
dobiva koga likot ograni~en od 
krivata 

y = 
2

xx ee 
 

i pravite x = 1 i x=0 rotira 

okolu x-oskata (crt.9.23). 

 Koristej}i ja formulata za 
volumen na rotaciono telo, se dobiva 

        Crt. 9. 23.                                V =  











 1

1

2

2
dx

ee xx

 

= 2   









  
 1

0

22
1

0

2

2
22

dxeedx
ee xx

xx

 

 =  22

0

122

4
42

2
22


















ee

e
x

e xx

. 

 

 
 



MATEMATIKA I 472

 
Primer 2.  Da se presmeta 

volumenot na teloto {to se dobiva 
so rotirawe na astroidata 

x = a cos 3 t, 

y = a sin 3 t, 

okolu x-oskata (crt.9.24). 

 Volumenot na teloto }e se 
presmeta po formulata 

      V  =     
2

1

2
t

t

dttxty  . 

  Crt. 9. 24.  ]e presmetame: 

x = 3a cos 2 t sin t 

i }e zamenime vo formulata. 





0

2

262 3
2

dttsintcosatsina
V

. 

 So preureduvawe na podintegralniot izraz se dobiva: 

 



0

2

2323 16
2

dttsintcostcosa
V

. 

 ]e izvr{ime zamena na promenlivata t so smenata: 

cos t = u,     sin t dt = du 
i zamena na granicite. 

Od   cos t  = u ,   za    t = 
2


 ,   u1 = 1,    a  za     t = 0 ,   u2 = 0. 

 Spored toa, 

V = 12a3   
0

1

2321 duuu 12a3   
0

1

8642 33 duuuuu 

         =  
105

32
 a 3. 

 Primer 3. Da se presmeta volumenot na teloto {to se 

dobiva so rotacija na likot ograni~en so krivata  y2=12x  i pravata  

x=3,  okolu pravata  x=3  (crt. 9. 25). 
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Ovde ne }e mo`eme da se 
koristime so izvedenata formula za 
presmetuvawe volumen, zatoa }e 
postapime na sledniov na~in: 

 Pred sè, }e gi opredelime 
koordinatite na prese~nite to~ki 

A i B na krivata y2=12x  i pravata  

x=3.  Za x=3 od ravenkata y 2=12x 
se dobiva y=  6. Spored toa, A(3,6) 

i B(3,6). Teloto se formira so 

rotacija na likot OAB okolu  

pravata  x = 3.   Likot  OAB   go  de-   

       lime na elementi so  pravi  paralel- 

Crt. 9. 25.  ni  so  x-oskata. 

Eden od elementite  nacrtan   na  crte`ot, ima  dimenzii 3x i 

dy. Elementarniot volumen {to se dobiva so rotacija na elementot 

okolu pravata  x=3 e   dV = (3x) 2 dy. 

 Vkupniot volumen e: 

V =    












6

6

226

6

2

12
33 dy

y
dyx  

   = 2 





















6

0 0

65342

5

288

7206
92

1442
9

yy
ydy

yy


Primer 4.  Da se pre-

smeta volumenot na teloto {to 
se dobiva so rotacija na likot,  

ograni~en  so  krivata y2 =x3
 i 

pravata y=2 2  okolu pravata  

y=2 2 , (crt. 9. 26). 

Likot  go delime na ele-
menti   so   pravi   paralelni  na  

y-oskata. Eden od elementite 

ozna~eni na crte`ot ima dimenzii    

2 2 y   i   dx   
  
      Crt. 9. 26.  
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Elementarniot volumen {to se dobiva koga toj element rotira 

okolu pravata  y = 2 2   e 

dV = 2 2 y) 2  dx. 

 Spored toa, 

V =    







  dxxdxy

2

0

2

2

32

0

2 2222 

      = 
5

36

45

28
8

0

24
2

5 











x
xx 



Zada~i za ve`bawe 
 

 Da se nacrtaat krivite i da se presmeta volumenot na teloto 
{to se dobiva so rotacija na likot, ograni~en so krivite: 

 1.  y = 2x,    y = 0,    x = 3             okolu x-oskata. 

Odg.:  36

 2.  y = x 2,   x = 0,   y = 9               okolu y-oskata. 

Odg.:  
2

81
  

 3.  y 2 = 2px,       x =h                    okolu x-oskata. 

Odg.:   ph2

 4.  xy = 4,  x = 1,   x= 4,   y = 0     okolu x-oskata. 

Odg.:  12

 5.  
4

2x
 + y 2 = 1         okolu x-oskata. 

Odg.:  
3

8
   

 6.  
4

2x
 + y 2 = 1         okolu y-oskata. 

Odg.:  
3

16
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 7.  (ya)2 = ax,    x = 0,    y = 2a         okolu x-oskata. 

Odg.:  
6

7
  a3 

 8.  y = cos (x
3


),    x = 0,    y = 0         okolu x-oskata. 

Odg.:  










2

3

3

5

4
 

 9.  Za likot vo prviot kvadrant, ograni~en so krivata  y 2 =8x3
, 

y=0, x=2, da se presmeta volumenot na teloto, ako likot rotira: 

 1)  okolu x-oskata;    Odg.:  1)  32 

2)  okolu y-oskata;               2) 
7

128
 . 

3)  okolu pravata  x = 2;                      3) 
35

256

 

4)  okolu pravata  x = 4;                                         4) 
35

1152
. 

 

4.  PLO[TINA  NA ROTACIONA  POVR[INA 
 

 Razgleduvame povr{ina {to se dobiva  so rotacija na lak- 

ot AB na krivata  y = f (x), (f (x)  0) (crt. 9.27). Apscisite na 

to~kite A i B se soodvetno a i b. Funkcijata  y = f (x) pretpos-
tavuvame deka e neprekinata i deka ima neprekinat izvod na 

segmentot  a,b. 

 Stereometrijata ne ni dava formula po koja }e mo`eme da 
ja presmetame plo{tinata na opi{anata rotaciona povr{ina. 
Zatoa e potrebno da opredelime {to }e podrazbirame pod 
plo{tina na taa povr{ina. 

Segmentot a,b }e go podelime na n potsegmenti so 
proizvolno izbranite  to~ki so apscisi: 

a  x0 < x1 <  … < xi < xi < … < xn  b. 
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 Vo podelbenite to~ki povlekuvame normali na  x-oskata i  

gi prodol`uvame do lakot AB. Toga{ lakot AB go podeluvame na 

n delovi so to~kite  

A  M0,  M1,  M2,  …   ,  Mi,  Mi,  …   ,  Mn    B. 

 So svrzuvawe na ovie 
to~ki se dobiva poligonalna 
linija.  Ako   zaedno   so    lakot  

AB se rotira okolu x-oskata i 
polgonalnata linija, taa }e 
opi{e povr{ina {to e 
sostavena od obvivki na  
prese~eni konusi, (konusi i 
cilindri). Plo{tinata na 
povr{inata    {to    ja   opi{uva  

                    poligonalnata linija mo`e da se  
Crt. 9. 27.                presmeta po  poznatite formuli 

        od stereometrijata. 

 Ako brojot  n  na deleweto  na  segmentot  a,b  
neograni~eno se zgolemuva, pri {to tetivite ii MM 1  neograni-

~eno se smaluvaat,  toga{  poligonalnata linija  sè  pove}e  }e se  

dobli`uva kon lakot AB. Toa nè naveduva na mislata {to }e 
zememe  za plo{tina  na  rotacionata povr{ina.  Za plo{tina na   

rotacionata  povr{ina {to se  dobiva so  rotacija na lakot AB 

okolu x-oskata }e ja zememe granicata kon koja te`i plo{tinata 
na povr{inata {to se dobiva so rotacija na poligonalnata 

linija okolu x-oskata koga brojot na nejzinite strani n 

neograni~eno raste i dol`inata na sekoja strana  ii MM 1   te`i 

kon nula. (Odnosno, dol`inite na site parcijalni intervali 

xi, xi  te`at kon nula). Plo{tinata na povr{inata {to se 

dobiva so rotacija na poligonalnata linija }e ja ozna~ime so  Sn. 

Sekoja strana ii MM 1  }e opi{e obvivka na prese~en konus ~ija 

plo{tina se presmetuva po formulata 

P = 2
2

21 RR 
s, 
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kade {to so R1 i R2 se ozna~eni radiusite na osnovite na 

prese~eniot konus, a so s e ozna~ena generatrisata na konusot. 

 ]e go razgledame i-tiot konus (odvoeno nacrtan na 

crt.9.28). Negovata visina e xi = xixi1, radiusite na osnovite 

soodvetno se f (xi1) i f (xi), a generatrisata e 

Δsi =       21
2

1   iiii xfxfxx . 

 Spored toa, plo{tinata na i-tiot prese~en konus e : 

2
   

2
1 ii xfxf         21

2
1   iiii xfxfxx . 

 Plo{tinata Sn }e bide suma na plo{tinite na n-te 
prese~eni konusi. ]e ja napi{eme vo sledniov vid: 

Sn =


n

i 1

2
   

2
1 ii xfxf         21

2
1   iiii xfxfxx . 

Plo{tinata Sn ni ja pretstavuva pribli`no plo{tinata na 
razgleduvanata povr{ina. 

 

Crt. 9. 28. 

  

Pred da ja opredelime granicata na Sn so cel da ja dobieme 

vrednosta na plo{tinata, izrazot za Sn }e go preuredime. 

 ]e zamenime 


   

2
1 ii xfxf  f(i). 
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 Ova sleduva od faktot {to funkcijata f (x) e nepreki-

nata i aritmeti~kata sredina  od  f(xi1) i  f (xi)  e ramna na 

vrednosta na funkcijata f (x) vo nekoja to~ka i   od intervalot    

xi1     i      xi . 

 Osven toa, }e zamenime 

f (xi)  f (xi1) = f ' (i)(xixi1), 

kade {to   xi1     i      xi,  spored Lagran`ovata teorema. 

 Kone~no za Sn se dobiva: 

Sn = 


n

i 1

2f (i)   ii x'f  21 . 

 ]e zememe nova suma, bliska so Sn (}e ja ozna~ime so nS ), 

nS  =  


n

i 1

2f (i)   ii x'f  21 . 

 Granicata na  nS ,  koga n    i  maxxi  0 ni ja dava 

formulata za presmetuvawe plo{tina na rotaciono telo, 

S = 
0


ixmax

n
lim nS  = 

0

ixmax

n
lim 



n

i 1

2f (i)   ii x'f  21 , 

   S =2     
b

a

dxx'fxf 21 .             (1) 

 Se doka`uva deka sumite Sn  i nS  klonat kon ista granica. 

 Ako krivata e zadadena so ravenka x =  (y) (CD - lak na 

krivata, c i d se ordinati na to~kite C i D (c<d,  (y) 0) kade 

{to   (y) e neprekinata i ima neprekinat izvod vo site to~ki na 

segmentot   c,d,  toga{  plo{tinata  na  povr{inata,  {to  se  

dobiva so rotacija na lakot CD okolu y-oskata se presmetuva po 
formulata 

S =2      
d

c

d

c

dy'xxdyy'y 22 121 .            (2) 
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Ako krivata, ~ij lak AB rotira okolu x-oskata, e zadadena  

so  parametarski  ravenki   x=x(t),  y=y(t), kade {to  y(t) 0 i 

funkciite  x(t)  i  y(t)  se  neprekinati  na  segmentot  t1, t2,  i 

imaat neprekinat izvod po  t  i  x(t1)=a,  x(t2) =b,  toga{ so zamena 
vo formulata (1) se dobiva: 

S = 2   dtyxty
t

t
 
2

1

22  

 Primer 1.  Da se presmeta plo{tinata na rotacionata 

povr{ina dobiena so rotacija na sinusoidata y=sin x  vo intervalot 

0, (crt.9.29).  

 Ako zamenime y=sin x,  y' = cos x  vo formulata za plo{tina na 
rotaciona povr{ina vo granicite {to se dadeni, se dobiva integralot 

S = 2 dxxcosxsindx'yy
b

a




0

22 121 

koj se re{ava so smenata : 

cos x = t,   sin x dx = dt, 

a granicite }e bidat   t=1  i  t= 1, 

koi {to se dobivaat ako vo 

cos x = t 

se zameni soodvetno x=0  i  x =  . 

 Spored toa, 

S = 2 



1

1

21 dtt 

  Crt. 9. 29.            = 2 



1

1

21 dtt 

 Integralot oddesno e re{en vo  t. 6. 4.  gl VII, 

S = 2   















 

 12

21

2

1
221

2

1
1

2 1

1
22 lnttlnt

t
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 Primer 2.  Da se presmeta plo{tinata na rotacionata 

povr{ina {to se dobiva so rotacija na lakot na kru`nicata 

x2+y2=R2
; y  0, okolu pravata  y = R. 

 Vo ovoj slu~aj ne ja koristime formulata za presmetuvawe 
plo{tina na rotaciona povr{ina. 

 Intervalot R,R }e go podelime na n podintervali i }e 

povle~eme pravi paralelni so y-oskata. So toa lakot na krivata e 

podelen na n parcijalni laci. Eden od niv e nacrtan na crte`ot 9. 30 i 

}e go ozna~ime so ds. 

 

 

Crt. 9. 30. 

 

 Plo{tinata {to }e se dobie (}e ja ozna~ime so dP ),  koga 

elementot  ds  rotira okolu  pravata y=R e: 

dP = 2(Ry) ds. 

 Vkupnata plo{tina e: 

P = 2  



R

R

dsyR 

 Po zamena   

y = 22 xR  ,   ds = dx'y 21 , 

se dobiva: 

P = 2   dx'yxRR
R

R



 222 1 
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 Po zamena 

y '  =  
22 xR

x


 

i po sreduvawe na podintegralnata funkcija, se dobiva: 

P = 2   dx
xR

R
xRR

R

R

 


22

22 , 

P = 2R2  
 




R

R

R

R

dxR
xR

dx
2

22
, 

P = 2R2 arcsin  222 2 


RRx
R

x

R

R

R

R

. 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

 Da se presmeta plo{tina na povr{inata {to se dobiva so 

rotacija na dadenite krivi okolu x-oskata: 

 1)  x 2 + y 2 = R 2;       Odg.:  1)  4R 2 

 2)  y = a ch 
a

x
,  x = a,   x = a;           2)  a 2(sh2 + 2).

 3)  y = sin x,  0  x  
2


;  3)  2   212  ln 

 4)  y = 
3

3x
,   x = 2,   x = 2;    4)  

9

21734 


 5)  y 2 = 4+x,   x = 2;   5)  
3

62
. 

 6)  Edna arka na cikloidata 

  x = a (tsint), 

  y = a (1cost);   6)  2

3

64
a


.  
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 7)   x = a cos 3 t, 

       y = a sin 3 t;     Odg.:   2,4 a 2.

 8)  x = 
3

3t
,   y = 4 

2

2t
 me|u prese~nite to~ki so koordi-

natnite oski. 

Odg.:  29,6 



5.  PRESMETUVAWE  STATI^KI  MOMENTI 

I  TE@I[TE 
 
 Od mnogukratnata primena na opredelenite integrali vo 
mehanikata, }e se zadr`ime samo na opredeluvawe stati~ki 
moment na homogeni figuri, homogen lak i homogeni tela i 
opredeluvawe te`i{te na navedenite, {to e neposredno 
povrzano so stati~kiot moment. 

 Pred da pristapime kon opredeluvawe stati~ki moment i 
te`i{te,  }e se potsetime na formulite za opredeluvawe na 
te`i{te na sistem materijalni to~ki.  

 Ako vo ramninata se 

zadadeni dve to~ki M1(x1,y1) i 

M2(x2,y2) soodvetno so masi  m1 i 

m2 (crt.9.31), koordinatite na  
te`i{teto na ovoj sistem od dve 
materijalni to~ki }e bidat 

21

2211

mm

xmxm




 , 

 Crt. 9. 31.                
21

2211

mm

ymym




 . 

 Analogno za sistem od n  materijalni  to~ki   

M1(x1,y1),  M2(x2,y2),  … ,   Mi(xi,yi),  … ,  Mn(xn,yn) 

soodvetno so masi: 

m1, m2,  …  ,  mi,  …  , mn, 

koordinatite na te`i{teto }e se izrazat so formulite: 
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n

i
i

n

i
ii

m

mx

1

1 ,  








n

i
i

n

i
ii

m

my

1

1  

  

 Izrazite vo broitelite vo poslednive dve formuli se 
vikaat stati~ki momenti na sistemot materijalni to~ki. 

 


n

i
iimx

1

  e stati~ki moment na sistemot materijalni 

to~ki vo odnos na y-oskata (}e go ozna~ime so My),   a  


n

i
iimy

1

 e 

stati~ki moment na sistemot od materijalni to~ki vo 
odnos na x-oskata (}e go ozna~ime so Mx). 

 Izrazot vo imenitelot pretstavuva, o~igledno, masata na 

sistemot materijalni to~ki (}e ja ozna~ime so M). Koristej}i se 
so ovie termini i oznaki, koordinatite na te`i{teto na 
sistemot materijalni to~ki }e gi ozna~ime so slednive formuli: 

M

M y ,          
M

M x . 

 

5. 1.  Opredeluvawe stati~ki momenti i  

te`i{te na homogen lik 

 

 So krivata y = f (x), 
pravite x = a,  x = b i x-oskata 
e definiran eden homogen lik. 
So ogled na toa deka likot e 
homogen, negovata masa se 
razlikuva od plo{tinata na 

likot za konstantata , kade 

{to  e gustina (masa na 
edinica povr{ina). 

    
      Crt. 9. 32. 
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 Za da go opredelime stati~kiot moment na razgledu-

vaniot lik vo odnos na  y-oskata, likot go delime na tenki  

pojasi so pravi paralelni na  y-oskata. Eden od tie elementi e 
nacrtan na crte`ot 9.32. Zemaj}i pribli`no elementot (pojasot) 

da ima forma na pravoagolnik so dimenzii y i dx, dobivame deka 

masata e ramna na  y dx. Pri pretpostavka deka ovaa masa e 
koncentrirana vo centarot na pravoagolnikot (vo presekot na 

dijagonalite), zapostavuvaj}i ja goleminata 
2

1
dx (rastojanieto 

od y-oskata do centarot e  x+
2

1
 dx ), za stati~kiot moment na 

elementot se dobiva: 

dMy = ydx x = xydx. 

 I drugite elementi }e gi smetame za pravoagolnici i 
nivnite masi koncentrirani soodvetno vo nivnite centri, taka 
{to, stati~kiot moment na likot (sistemot od materijalni 
to~ki) }e bide suma od stati~kite momenti od site elementi, pa 
spored toa, 

My = 
b

a

dxxy . 

 Analogno, koga }e formirame proizvod na masata od 

elementot so rastojanie do centarot na elementot od x-oskata, 

{to iznesuva
2

1 y, se dobiva deka stati~kiot moment na 

elementot vo odnos na x-oskata e: 

dMx = ydx 
2

1 y   =   
2

2y
 dx. 

 Stati~kiot moment na celiot lik }e bide ramen na 
sumata od stati~kite momenti na site elementi, {to iznesuva: 

Mx =
2

  
b

a

dxy 2
. 

 Bidej}i za likot {to go razgleduvame masata e ramna na  

P =   
b

a

dxxf , 
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za opredeluvawe na koordinatite na  te`i{teto na homogeniot 
lik se dobivaat slednive formuli: 






b

a

b

a

dxy

dxxy

,          






b

a

b

a

dxy

dxy 2

2

1

. 

 

 Primer 1.  Da se opredelat koordinatite na te`i{teto na 

likot ograni~en so parabolata   y 2 = 2px,  x-oskata  i pravata  x=a 
(crt. 9. 33). 

 Spored izvedenite formuli, }e bide potrebno da se presmetaat 
stati~kite momenti vo odnos na oskite i plo{tinata na likot. Likot 

go delime na tenki pojasi so pravi paralelni na y-oskata. Eden od niv e 

nacrtan na crte`ot. Pretpostavuvaj}i deka pribli`no elementot ima 

forma na pravoagolnik so dimenzii y i dx, se dobiva deka masata na 

likot e  ydx  (zemeno e deka =1).   

 
 

Crt. 9. 33. 

 

 Ovaa masa e koncentrirana vo centarot na pravoagolnikot, pa 

spored toa, stati~kiot moment na elementot vo odnos na y-oskata e 

dMy = xydx, 

a na celiot lik 

My =  
aa

pa
a

dxpxxdxxy
0

2

0

2
5

2
2 . 
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 Analogno,   stati~kiot  moment  na   elementot   vo   odnos   na 

x-oskata }e bide: 

dMx = ydx dxy
y 2

2

1

2
 , 

a stati~kiot moment na celiot lik e: 

Mx =  
aa pa

dxpxdxy
0

2

0

2

2
2

2

1

2

1
. 

 Masata na likot, odnosno plo{tinata (bidej}i =1) e 

M =  
a aa

pa
ax

pdxpxdxy
0 0

2

3

0

2
3

2

2

3
22 , 

pa kone~no se dobiva: 

a
pa

a

pa
a

M

M y

5

3

2
3

2

2
5

2 2

 ,    pa
pa

a

pa

M

M x 2
8

3

2
3

2
2

2

 . 

 Primer 2.  Da se opredelat koordinatite na te`i{teto na 

triagolnikot ograni~en so pravite 1
b

y

a

x
,  x=0, y=0 (crt. 9. 34). 

 Likot go delime na elementi, kako {to e prika`ano na 
crte`ot, na ist na~in i so istite pretpostavki {to gi navedovme vo 
prethodniot primer. 

 

Crt. 9. 34. 

 



Gl. IX  Primena na opredelen integral 

 

487 

 

 Stati~kiot moment na elementot vo odnos na  x-oskata e: 

dMx = xdyy. 

 Stati~kiot moment na likot vo odnos na  x-oskata e: 

Mx =
632

1
2

0

32

00

ab

b

yy
adyy

b

y
adyxy

bbb
















   . 

 Stati~kiot moment na elementot vo odnos na  y-oskata e: 

dMy = xdy  dyx
x 2

2

1

2
 . 

 Stati~kiot moment na likot vo odnos na  y-oskata e: 

My =
6

1
2

1

2

2

0

2
2

0

2 ba
dy

b

y
ady

x bb

 





  . 

 Masata na likot (plo{tinata ) e: 

M = 
2

ab
. 

 Spored toa, 

3
2

6

2

a
ab

ba

M

M y  ,          
3

b
 . 

 Stati~kite momenti na likot mo`eme da gi opredelime i ako 
likot go podelime na elementi kako {to e prika`ano na crte`ot 9. 35. 

Proverete ja to~nosta na formulite za Mx i My i koordinatite na 

te`i{teto. 

 

Crt. 9. 35. 
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 Vo ovoj slu~aj imame: 

Mx = 
a

dxy
0

2

2

1
,           My = 

a

dxxy
0

. 

 Proverete gi slednive zada~i: 

 1)  koordinatite na te`i{teto na homogen polukrug so radius 

R se: 

 = 0,        



3

4R
; 

 2)  koordinatite na te`i{teto na ~etvrtina krug so radius  a 
vo prviot kvadrant se: 

 = 



a2

. 

 

5. 2.  Opredeluvawe stati~ki moment i  

te`i{te na homogen lak 

 

 Neka lakot AB na krivata y=f (x) vo intervalot a,b e 
oblo`en so masa i neka masata  e  ramnomerno  raspredelena,  t.e.  

na ednakva dol`ina odgovara ednakva masa. Lakot AB }e go 

razdelime na n pomali delovi so to~kite: 

A0, A1, A2,  …  ,  Ai, Ai,  …  ,  An 

 So ogled na toa deka lakot e homogen, masata na oddelnite 
delovi }e bide proporcionalna so dol`inata na delovite. Eden 
od tie elementi e nacrtan na crte`ot 9.36.  

 Masata na elementot }e 
bide ramna na proizvodot od 
dol`inata na elementot i 

gustinata, t.e. ds. 

 Smetaj}i deka masata na 
elementot e koncentrirana vo 
koja i da bilo to~ka od toj 
element,  za  stati~kiot   mo-            
ment na elementot se dobiva: 

 Crt. 9. 36. 
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dMy = ds  x = xds. 

 Masite na drugite elementi }e smetame deka se smesteni 
soodvetno vo koja i da bilo to~ka od elementot, taka {to 

stati~kiot moment na celiot lak vo odnos na y-oskata }e bide 
ramen na sumata od stati~kite momenti na site elementi (od 
sistemot materijalni to~ki), spored toa se dobiva: 

My =    
b

a

b

a

dx'yxdsx 21 . 

 Analogno, koga }e formirame proizvod na masata od 

elementot so rastojanieto od x-oskata do istata to~ka, {to 

iznesuva y, dobivame deka stati~kiot moment na elementot vo 

odnos na x-oskata e: 

dMx = ds  y = yds. 

 Stati~kiot moment na celiot lak vo odnos na x-oskata }e 
bide ramen na sumata od stati~kite momenti na site elementi, pa 
spored toa, se dobiva: 

Mx =    
b

a

b

a

dx'yydsy 21 . 

 Bidej}i za lakot {to go razgleduvame masata e ramna na 

L =    
b

a

b

a

dx'yds 21 , 

za opredeluvawe koordinatite na te`i{teto na homogen lak se 
dobivaat slednive formuli: 

 

dx'y

dx'yx

b

a

b

a










2

2

1

1

,          

dx'y

dx'yy

b

a

b

a










2

2

1

1

. 
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5. 3.  Opredeluvawe  stati~ki  momenti  i 

te`i{te na homogeno telo 
 

 ]e razgledame samo tela, {to nastanuvaat koga likot 

ograni~en so krivata  y=f (x) i pravite  x=a,  x=b, rotira okolu 

x-oskata. Bidej}i x-oskata e oska na simetrija na teloto, 

te`i{teto se nao|a na nea,  pa   = 0. Za da ja opredelime 
apscisata na te`i{teto, }e bide potrebno da go opredelime 

stati~kiot moment na teloto vo odnos na y-oskata. Za taa cel 
teloto }e go podelime na mali delovi, se~ej}i go so ramnini 

normalni na x-oskata. Eden od tie elementi e nacrtan na 
crte`ot 9. 37.  Zemaj}i deka toj element e so oblik na cilindar 

so dimenzii  y  i  dx,  masata na toj element }e bide 

y 2dx. 

 Pri pretpostavka masata na toj element da e 
koncentrirana vo negovoto te`i{te, koe poradi simetrija le`i 
vo sredinata na cilindarot, stati~kiot moment na elementot }e 
bide: 

dMy = y2 dx  x. 

 I drugite elementi }e gi smetame za cilindri i nivnite 
masi koncentrirani soodvetno vo nivnite te`i{ta, taka {to 

stati~kiot moment na celoto telo (na sistemot od n materijalni 
to~ki) }e bide ramen na sumata od momentite na site elementi, 
pa spored toa: 

My = 
b

a

dxxy 2
. 

 

Crt. 9. 37. 
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 Bidej}i masata na teloto {to go razgleduvame e ramna na  

V =  
b

a

dxy 2
, 

za apscisata na te`i{teto ja dobivame slednava formula: 






b

a

b

a

dxy

dxxy

2

2



 Primer 1.  Da se opredelat koordinatite na te`i{teto na 

konus so dimenzii R (radius na osnovata) i H (visina na konusot). 

 Konusot e smesten vo odnos na koordinatniot sistem, kako {to 
e prika`ano na crte`ot 9.38. Toj se dobiva koga likot ograni~en so 

pravite  y = 
H

Rx
, x=H rotira okolu x-oskata. Konusot go delime so 

ramnini normalni na x-oskata. Eden od elementite e nacrtan na 

crte`ot. 

 

Crt. 9. 38. 

 Stati~kiot moment na elementot vo odnos na y-oskata, smetaj-

}i go elementot pribli`no za cilindar so dimenzii y i dx,  }e bide: 

dMy = y 2dx xy 2 xdx, 

a na konusot: 

My =   
HHH

HRdxx
H

R
dxxx

H

R
dxxy

0

223
2

2

0

2
2

2

0

2

4

1
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 Volumenot na konusot (ednakov na masata pri pretpostavka 

e: 

M = V = 
3

1
 R 2H

 Apscisata na te`i{teto e: 

 = H
HR

HR

M

M y

4

3

3

1
4

1

2

22





 . 

 Ordinatata na te`i{teto e   = 0. 

 Primer 2. Likot ogra-

ni~en so parabolata y2=2px i pra-

vata  x=a  rotira okolu x-oskata. 

Da se opredeli polo`-bata na 
te`i{teto na teloto {to se 

dobiva pri rotacijata (crt. 9. 39). 

 Na ist na~in i pri istite 
pretpostavki {to gi napravivme vo 
prethodniot primer, sleduva: 

  My =   
aa

dxxpxdxxy
00

2 2 

  Crt. 9. 39.     
3

0

3

3

2

3

2
ap

xp a




 

 Masata na teloto (ednakva na volumenot)  ja  dobivame od: 

M =  2

0

2

00

2

2
22 pa

x
pdxpxdxy

aaa

  

 Apscisata na te`i{teto na razgleduvanoto telo e: 

 = a
M

M y

3

2
 . 
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