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GLAVA I 
 
 

FUNKCII OD DVE NEZAVISNI  
PROMENLIVI 

 

1.POIM ZA FUNKCIJA OD DVE NEZAVISNI 
PROMENLIVI. OBLAST NA DEFINIRANOST. 

NA^INI NA ZADAVAWE. GEOMETRISKO 
PRETSTAVUVAWE 

 
Dosega gi izu~uvavme funkciite od edna nezavisno pro-

menliva. Me|utoa, vo mnogu problemi od geometrijata, 
mehanikata, fizikata itn. se sre}avame so slu~ai koga nekoja 
golemina zavisi od dve ili pogolem broj golemini. Taka se doa|a 
do poimot za funkcija od dve ili pove}e nezavisni promenlivi. 
Vo ovoj del }e gi definirame takvite funkcii i }e iska`eme 
nekoi nivni svojstva. 

 Najnapred }e dademe nekoi primeri. 

Primer 1. Plo{tinata R na pravoagolnikot so strani a i b e 

funkcija od negovite strani. Izrazot za taa funkcija e 

P = ab. 

Za sekoj par nenegativni vrednosti a i b mo`e da se presmeta plo{ti-
nata na pravoagolnikot. 

 Primer 2. Volumenot V na cilindarot ~ij radius na osnovata e 

R i ima visina H se izrazuva so formulata 

V = R2H. 

Ovde volumenot e funkcija od radiusot na osnovata i visinata na ci-

lindarot. Za sekoj par vrednosti na R i H {to mo`at da dojdat predvid 

odgovara edna opredelena vrednost na volumenot V. 

 Primer 3. Volumenot na pravoagolniot paralelopiped e 

funkcija od negovite rabovi a, b i c, 

V = abc. 
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 Neka D e podmno`estvo od mno`estvoto RR  (R-mno`es-

tvo na realnite broevi). 

 Sekoe ednozna~no preslikuvawe f od D vo R, (f: DR) se 

vika realna funkcija od dve realni nezavisni promenlivi na D, 
t.e. za sekoj par  (x,y)D postoi ednozna~no opredelen element 

zR vo koj se preslikuva parot (x,y). Toa se zapi{uva 

simboli~no  

z = f(x, y)   ili   z = z(x,y). 

 Goleminata z se vika funkcija ili zavisno promenliva, a 

goleminite x i y se vikaat nezavisno promenlivi ili argumenti 
na funkcijata. 

 Definicijata za funkcija mo`e da se voop{ti, zemaj}i go 

mno`estvoto D da bide podmno`estvo od mno`estvoto 

R R R
n

  ...    t.e. elementi na D se n-torki realni broevi 

(x1,x2,...,xn). 

 Sekoe ednozna~no preslikuvawe f od D vo R, (f: D  R) se 

vika realna funkcija od n-realni nezavisni promenlivi na D. 

 Ako pri toa preslikuvawe elementot (x1,x2,...,xn) se 

preslikuva vo elementot uR, toga{ pi{uvame 

u = f(x1,x2, ...,xn). 

 Za mno`estvoto D velime deka e definiciona oblast na 
funkcijata.  

 Jasno e deka poimot za funkcija od edna realna nezavisno 
promenliva, kako i poimot za funkcija od dve nezavisni 
promenlivi se specijalni slu~ai na {totuku vovedeniot poim. 

 Nie }e se zadr`ime na funkciite od dve nezavisni 
promenlivi. 

 Funkcijata od dve nezavisni promenlivi, kako i 
funkcijata od edna nezavisno promenliva mo`e da bide zadadena: 
tabelarno, analiti~ki i grafi~ki. 

 10 Tabelarnoto zadavawe na funkcijata se sostoi vo toa 
{to vo soodvetna tabela za nekoi parovi vrednosti na 
nezavisnite promenlivi se dava vrednosta {to odgovara na 
funkcijata i se sre}ava pri eksperimentalno izu~uvawe na 
nekoja pojava. 
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 20 Analiti~ki funkcijata se zadava so formula (izraz) 
so pomo{ na koja pri zadadeni vrednosti na promenlivite mo`e 
da se presmetaat soodvetnite vrednosti na funkcijata. 

Na primer, 

z = x+2y3, z = 
1

2 2x y
,   z = arcsin

x

y
. 

 30 Grafi~koto zadavawe na funkcijata se sostoi vo toa 
{to e zadaden grafikot na taa funkcija. 

 Mno`estvoto parovi (x,y) na nezavisno promenlivite x i 

y, za koi funkcijata z=f(x,y) ima opredelena vrednost se vika 

definiciona oblast na funkcijata. 

 Ako sekoj takov par (x,y) vrednosti za x i y go pretstavime 

so to~ka M(x,y) vo ramninata xOy, toga{ definicionata oblast 

}e se pretstavi so nekoe mno`estvo od to~ki vo xOy ramninata. 

 Nie }e razgleduvame funkcii ~ija definiciona oblast 
mo`e da bide: mno`estvo to~ki koe zafa}a del od ramninata 

xOy, ograni~eno so nekoja linija L, neograni~en del od 

ramninata ili celata ramnina xOy. 

 Linijata {to ja ograni~uva oblasta na definiranost }e ja 
vikame kontura (granica) na oblasta. 

 Ako funkcijata e definirana samo za to~kite vo oblasta 

ograni~ena so krivata L, no ne i za to~kite od taa kriva, toga{ 
vikame deka funkcijata e definirana vo otvorenata oblast. 

 Ako funkcijata e definirana za to~kite vo oblasta 

ograni~ena so krivata L i za to~kite na taa kriva, toga{ vikame 
deka funkcijata e definirana vo zatvorenata oblast. 

 Primer 4. Da se najde oblasta na definiranost D na 
funkcijata 

z x y  1 2 2
. 

 Funkcijata z vo mno`estvoto na realnite broevi e definirana 

za parovite vrednosti na promenlivite (x,y) za koi izrazot pod 
korenot e nenegativen t.e. 

1x 2   y 2   0  ili x 2 +y 2    1. 

 Site to~ki ~ii koordinati go zadovoluvaat ova neravenstvo 
le`at vo krugot so radius 1 i centar vo koordinatniot po~etok i na 
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kru`nicata. Spored toa, oblasta na definiranost na dadenata 
funkcija e zatvorena oblast, (sl. 1.1). 

 

Primer 5. Da se najde oblasta na definiranost D na 
funkcijata 

z = ln(1x 2 y 2 ). 

 Funkcijata z vo mno`estvoto na realnite broevi e definirana 

za parovite vrednosti na promenlivite (x,y) za koi e zadovoleno 
neravenstvoto  

1x 2 y 2  > 0   ili   x 2 +y 2  < 1. 

      

      Sl. 1.1.             Sl. 1.2. 

 Zna~i, oblasta na definiranost e mno`estvoto na site to~ki 
koi le`at vo krugot so radius 1 i centar vo koordinatniot po~etok. Za 

to~kite od kru`nicata funkcijata 

z ne e definirana.  
Spored toa, dadenata 

funkcija e definirana vo 
otvorena oblast (sl. 1.2). 

Primer 6. Za funkcijata 

z = 
1

x y
 

definicionata oblast e celata 

xOy ramnina bez to~kite {to 

le`at na pravata x=y, (sl. 1.3). 

 Isto kako i pri 
funkciite od edna promenliva mo`e da se razgleduvaat 
implicitni funkcii od dve nezavisno promenlivi. 

 Ravenkata 

F(x,y,z) = 0,    (1) 

 

 
 

      Sl. 2.3.
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sekoja od promenlivite x, y, z ja opredeluva kako implicitna 
funkcija od drugite dve, pri odredeni uslovi. 

 Ako zememe z da e funkcija od x i y, toga{ ravenkata (1) 

mo`e da ja definira z kako implicitna funkcija od x i y, a ra-

venkata z=f(x,y) ja definira z kako eksplicitna funkcija od x i 

y. 
 Ravenkata F(x,y,z)=0 mo`e da sodr`i pove}e funkcii. Na 
primer, ravenkata 

x 2 +y 2 +z 2  = R 2 

gi vklu~uva funkciite 

z = + R x y2 2 2  ,     z =  R x y2 2 2  . 

 Neka e dadena funkcijata z=f(x,y) definirana vo oblasta 

D od xOy ramninata vo pravoagolniot Dekartov koordinaten 

sistem. Vo sekoja to~ka M1(x,y) od oblasta D izdigame normala na 

xOy - ramninata i na nea  nanesuvame  otse~ka  ramna na  f(x,y), 
(sl. 2.4). Taka, vo prostorot se dobiva to~kata M(x,y, f(x,y)). 

 Geometriskoto mesto na to~kite M ~ii koordinati ja 

zadovoluvaat ravenkata z=f(x,y) se vika grafik na funkcijata od 

dve nezavisno promenlivi. 

 Vo op{t slu~aj grafikot na funkcijata od dve nezavisno 
promenlivi e nekoja povr{ina. 

 Od analiti~ka geometrija znaeme deka ravenkata 

F(x,y,z)=0 odnosno z=f(x,y) vo prostorot opredeluva nekoja povr-

{ina. 

 Na primer, grafik na funkcijata 

z = ax+by+c 

   

 
  Sl. 1.4.   Sl. 1.5
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pretstavuva ramnina;  

grafik na funkcijata 

z = x 2 + y 2  

pretstavuva rotacionen paraboloid (sl. 1.5). 

 Za pretstavuvawe na povr{inite se koristi metodot na 
preseci. Toj se sostoi vo toa {to pretstava za povr{inata se 
dobiva vrz osnova na krivite {to se dobivaat pri presekuvawe 
na povr{inata so koordinatnite ramnini i ramnini paralelni 
so niv. 

 Presecite na povr{inata so koordinatnite ramnini se 
vikaat glavni preseci. 

 Na primer, ako povr{inata z=x2+y2
 se prese~e so ramnini 

paralelni na xOy ramninata se dobivaat kru`nici (sl. 1.5), a so 

ramninite x=0 i y=0 se dobivaat paraboli. 

Nivo linija e proekcijata na prese~nata kriva na povr-

{inata z=f(x,y) so ramninata z=const. 
Spored toa, ravenkata 

F(x,y,C)=0 ili f(x,y)=C 
pretstavuva mno`estvo od 
nivo linii vo ramninata xOy, 

kade {to C e parametar koj 

zavisi od x i y. 
Mno`estvoto od nivo 

linii koi odgovaraat na raz-

li~ni vrednosti za z se vika 
nivo  mre`a  na  povr{inata 

z = f(x,y). 

 Na primer, nivo liniite na povr{inata  z = x2+y2 
 }e 

sedobijat ako na z se dadat vrednostite z=0,1,2,... (o~igledno, z ne 
mo`e da bide negativno). Tie pretstavuvaat familija 
koncentri~ni kru`nici so centar vo koordinatniot po~etok, 
(sl. 1.6). 

 Vrednostite za z se zemaat obi~no na ednakvo rastojanie, 
zatoa {to toga{ polesno se sogleduva kakva e formata na 
povr{inata. 

 Za pretstavuvawe na povr{inite ponekoga{ e podobro da 
se zeme kombinacija na dvete metodi, metodot na preseci i 
metodot na nivo linii. 

 Vo topografijata takvi linii se vikaat horizontali 
(izohipsi-mesta so ednakva nadmorska viso~ina), vo 

         
       Sl, 1.6. 
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meteorologijata-izotermi (linii so ednakva temperatura) i 
izobari (linii so ednakov pritisok). 

 Funkciite od n realni argumenti, za n 3 ne mo`at na 
ovoj na~in da se pretstavat vo fizi~kiot prostor. 

 Vo presek na dve povr{ini  F1(x,y,z) = 0  i  F2(x,y,z) = 0  se 
dobiva kriva vo prostor ~ii ravenki se  

F1(x,y,z) = 0, 

F2(x,y,z) = 0. 

 

Zada~i za ve`bawe 

 1. Da se izrazi volumenot V na pravilna ~etiristrana 

piramida kako funkcija od visinata x i bo~niot rab y . 

Odg.: V = 
2

3
x(y 2 x 2). 

 2. Da se najde oblasta na definiranost na dadenite funkcii: 

 a) z
x y


 

1

25 2 2
;  Odg.:  a)  x 2 +y 2  < 25. 

 b) z = ln(x+y);            b)  y > x; 

 v) z = 1 12 2  x y ;          v) 1 x 1,  y  1,  y 1;. 

 g) z = arcsin(1x2y2)+arcsin2xy;      g) x2+y2 2, xy
1

2
, xy  1

2
; 

 d) z = ctg(x+y).            d) x+y   k,  k = 0,1,2,...  

 

  3. So pomo{ na preseci na dadenata povr{ina so 

ramnini paralelni so koordinatnite ramnini da se skiciraat 
povr{inite: 

 a) 
x

a

y

a

z

c

2

2

2

2

2

2
1   ;  Odg.: a) rotacionen elipsoid so  

             oska na rotacija z-oskata; 

 b) x2 + y2   = z2;            b) rotacionen konus. 
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 v) z =
1

1 2 2 x y
. 

2. GRANI^NA VREDNOST. NEPREKINATOST 

 

2.1. Grani~na vrednost 

 Pred da go definirame poimot za granica na funkcija od 
dve promenlivi, }e go vovedeme poimot za okolina na dadena 
to~ka. 

 Okolina so radius  (-okolina) na to~kata M0(x0,y0) e 

mno`estvoto od site to~ki M(x,y) vo ramninata koi go 
zadovoluvaat neravenstvoto 

   x x y y   0
2

0
2   ili M M0   , 

t.e. mno`estvoto od site to~ki koi le`at vo otvoren krug so ra-

dius  i centar vo to~kata M0(x0,y0), (sl. 1.7). 

Koga }e ka`eme deka 

funcijata f(x,y) ima nekoe 
svojstvo vo okolinata na 

to~kata M0(x0,y0) }e 
podrazbirame deka mo`e da se 
najde takov krug so centar vo 

M0, taka {to vo site to~ki vo 
toj krug funkcijata da go ima 
uka`anoto svojstvo. 

Neka e dadena funkcijata 

z=f(x,y) {to e opredelena vo 

nekoja okolina na to~kata 

M0(x0,y0) so isklu~ok mo`ebi vo 

to~kata M0(x0,y0). 

 Brojot A se vika granica na funkcijata f(x,y) koga 

to~kata M(x,y) te`i kon to~kata M0(x0,y0), ako za sekoj realen 

broj >0, postoi broj >0 takov {to va`i neravenstvoto 

 f x y,  A   

za site to~ki M(x,y) za koi va`i neravenstvotoM M0   . 

 Ako brojot A e granica na funkcijata f(x,y) koga 

M(x,y)M0(x0,y0) pi{uvame 

 
 

Sl. 1.7. 



Gl. I  Funkcii od dve nezavisno promenlivi 

 

9

 lim ,
M

f x y
M0

=A ili  lim ,
x x
y y

f x y



0

0

=A. 

 So ovoj simbol e ozna~eno pribli`uvawe na to~kata 

M(x,y) kon to~kata M0(x0,y0) po koj i da e pat koga x i y 

istovremeno te`at kon x0 i y0 soodvetno. 

 Granicata 

 lim ,
x x
y y

f x y



0

0

 

se vika dvojna granica. 

 Ako brojot A ne postoi, toga{ vikame deka funkcijata 

f(x,y) nema granica vo to~kata M0(x0,y0). 

 Definicijata za granica na funkcija mo`e da se pro{iri 

i na slu~aj koga nekoj od broevite A, x0, y0 ili site, se beskrajni. 

 Primer 1. Funkcijata 

f(x,y) =
xy

x y2 2
 

e definirana vo sekoja to~ka od ramninata xOy osven vo koordinatniot 

po~etok O(0,0). Koga M(x,y) se pribli`uva kon O(0,0) po 

koordinatnite oski, toga{ funkcijata se pribli`uva kon nula, 

f(x,y)0. Ako M se pribli`uva kon koordinatniot po~etok, po pravata 

y=x, toga{ imame 

f(x,y) =
x

x

x2

22 2
  0 koga x0. 

Ako zememe M(x,y) da te`i kon O(0,0) po koj i da bilo pat imame 

 f x y
xy

x y

x y

x y

x y
, ,












2 2

2 2

2 2

2 2

2 2
  

(bidej}i  xy x y 1

2
2 2

, zatoa {to od neravenstvoto (xy)2   0 ili 

x2+y2   2xy, sleduva 
2

1
2 2

xy

x y
 ), 

od kade {to 

x y2 2 2   ,  

Spored toa, dadenata funkcija ima granica nula  
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 f(x,y)  0    koga    M(x,y)  O(0,0). 

 Primer 2. Funkcijata 

f(x,y) =
xy

x y

2

2 4
 

e definirana vo sekoja to~ka od ramninata xOy osven vo O(0,0). Koga 

M(x,y) se pribli`uva kon O(0,0) po koordinatnite oski, toga{ 

f(x,y)0. Ako M(x,y) se pribli`uva kon O(0,0) po koja i da e prava koja 

minuva niz koordinatniot po~etok, toga{ 

 lim ,
M O

f x y  = 0, 

bidej}i za y=mx, imame 

 lim , lim lim
x x x

f x mx
m x

x m x

m x

m x  








0 0 0

2 3

2 4 4

2

4 21
0 . 

 Me|utoa, ako to~kata M(x,y) se pribli`uva kon O(0,0) po 

parabolata y x  se dobiva 

 f x x
x

x
,  

2

22

1

2
, 

{to zna~i deka  lim ,
M O

f x y  ne postoi, t.e. dadenata funkcija nema 

granica vo to~kata O(0,0). 

 Za funkciite od dve promenlivi va`at teoremite za 
granica na zbir, proizvod i koli~nik, analogni na soodvetnite 
teoremi za granica na funkcija od edna nezavisno promenliva. 

 Osven gore opredelenata grani~na vrednost (dvojna 
granica), mo`e da se razgleduva u{te eden vid grani~na 
vrednost. 

 Kaj funkciite so dve promenlivi, grani~nata vrednost 

 lim ,
x x

f x y
 0

 ako postoi, zavisi samo od y. Mo`e, potoa da se bara 

grani~na vrednost od taka dobienata funkcija od y koga yy0. Taa 
celokupna postapka se ozna~uva so simbolot  

 lim lim ,
y y x x

f x y
 





0 0

 

 i se vika posledovatelna grani~na vrednost (iteriran limes). Na 
istiot na~in mo`e da se razgleduva i posledovatelnata grani~na 
vrednost od vid  
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 lim lim ,
x x y y

f x y
 





0 0

. 

Nitu edna od ovie grani~ni vrednosti (pa nitu zaedno) ne mo`e 
da ja zameni grani~nata vrednost 

 lim ,
x x
y y

f x y



0

0

. 

 Pri dvojnata grani~na vrednost pribli`uvaweto kon to~kata 

M0(x0,y0) e po koj i da bilo pat, a kaj posledovatelnite grani~ni 

vrednosti pribli`uvaweto kon to~kata M0(x0,y0) e po pravi paralelni 
na koordinatnite oski. 

 Primer 3. Za funkcijata 

f(x,y) =
xy

x y2 2
 

imame o~igledno 

lim lim
x y 0 0

xy

x y2 2
= lim lim

y x 0 0

xy

x y2 2
= 0. 

Me|utoa, ako to~kata M(x,y) se pribli`uva kon O(0,0) po 

prava  y = kx  imame 

lim
x
y



0
0

xy

x y2 2
= lim

x

kx

x k x

k

k 


0

2

2 2 2 21
. 

Zna~i, pribli`uvaj}i se kon koordinatniot po~etok po 
razli~ni pati{ta, dobivame razli~ni vrednosti, a toa zna~i deka 

dadenata funkcija nema dvojna granica koga to~kata M(x,y) te`i kon 

O(0,0). 

Primer 4. Neka  

f(x,y) =
x y x y

x y

  


2 2

, 

toga{ 

lim lim
x y 0 0

x y x y

x y

  



2 2

 lim lim
x x

x x

x
x

 


  

0

2

0
1 1 , 

lim lim
y x 0 0

x y x y

x y

  



2 2

 lim lim
y y

y y

y
y

 


   

0

2

0
1 1 . 
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 Dvete posledovatelni grani~ni vrednosti se razli~ni.  

Dvojnata grani~na vrednost }e ja najdeme ako mineme vo 
polarni koordinati 

x =  cos, y =  sin. 

Koga x0, y0, toga{ 0, a   go opredeluva pravecot na dvi`ewe 

na to~kata M kon koordinatniot po~etok O(0,0), 

f( cos, sin) = 
    
   

  
 

cos sin

cos sin

cos sin

cos sin

 



 



2

 

t.e.  

 lim ,
cos sin

cos sin

 

 




0
f x y , 

bidej}i grani~nata vrednost zavisi od , toa zna~i deka taa zavisi od 

pravecot po koj se dvi`i to~kata M kon O(0,0), a toa zna~i deka 

dadenata funkcija nema dvojna granica koga M(x,y)O(0,0). 
 Ako postoi dvojna granica na funkcijata, ne sleduva i 
postoewe na posledovatelnite granici. Toa se gleda i na sledniov 
primer. 

 

 Primer 5. Funkcijata  

f(x,y) = x
y

sin
1

 

ima posledovatelna granica 

lim lim
y x 0 0

x
y

sin
1

= 0, 

a posledovatelnata granica 

lim lim
x y 0 0

x
y

sin
1

 

ne postoi, bidej}i ne postoi lim
y0

sin
1

y
. Me|utoa, dvojnata grani~na 

vrednost na funkcijata postoi 

lim
x
y



0
0

x
y

sin
1

= 0. 

 (Po definicija 

x
y

x
y

xsin sin .
1 1
     ) 
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 Pri odredeni uslovi site tri grani~ni vrednosti postojat i se 

ednakvi me|u sebe. 

2.2. Neprekinatost 

 Neka funkcijata f(x,y) e opredelena vo oblasta D i to~-

kata  M0(x0,y0)  neka i pripa|a na taa oblast. 

 Funkcijata z=f(x,y) e neprekinata vo to~kata M0(x0,y0) 
ako: 

 10 funkcijata e definirana vo to~kata M0; 

 20 funkcijata ima granica koga  xx0,  yy0; 

 30 taa granica e ednakva na vrednosta na funkcijata vo 

to~kata M0, t.e. 

 lim ,
x x
y y

f x y



0

0

 = f(x0,y0)    (1) 

 Ako ozna~ime x=x0+x, y=y0+y kade {to x e 

narasnuvawe na promenlivata x , a y e narasnuvawe na 

promenlivata y, toga{ ravenstvoto (1) mo`e da se zapi{e vo vid 

   lim , ,



 
x
y

f x x y y f x y



  
0
0

0 0 0 0  

ili 

    lim , ,



 
x
y

f x x y y f x y



   
0
0

0 0 0 0 0 . 

 Razlikata 

   f x x y y f x y0 0 0 0   , ,  

se vika totalno narasnuvawe na funkcijata f(x,y) i se ozna~uva 

so z ili f. 

 Spored toa, prethodnata granica mo`e da se zapi{e vo 
vid 

lim




x
y

f



0
0

= 0. 

 Sega mo`eme da ja iska`eme slednata definicija za 

neprekinatost na funkcijata vo to~kata M0(x0,y0). 

 Funkcijata f(x,y) e neprekinata vo to~kata M0(x0,y0) ako 

totalnoto narasnuvawe na funkcijata te`i kon nula,f0, koga 
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na proizvolen na~in istovremeno narasnuvawata na promenli 

vite x i y te`at kon nula. 

 Ako funkcijata vo to~kata M0(x0,y0) ne e neprekinata t.e. 
ne va`i ravenstvoto (1), toga{ se vika deka funkcijata e 
prekinata vo to~kata M0(x0,y0). Uslovot (1) mo`e da ne bide 
ispolnet vo eden od slednite slu~ai: 

 1) Funkcijata z=f(x,y) e definirana vo site to~ki na 

nekoja okolina na to~kata M0(x0,y0) so isklu~ok vo samata to~ka 

M0(x0,y0); 

 2) Funkcijata  z = f(x,y)  e definirana vo site to~ki vo 

okolina na to~kata M0(x0,y0), no ne postoi granica  lim ,
x x
y y

f x y



0

0

; 

 3) Funkcijata z=f(x,y) e definirana vo site to~ki vo 

okolina na to~kata M0 i vo M0 i postoi granicata  lim ,
x x
y y

f x y



0

0

 no  

 lim ,
x x
y y

f x y



0

0

  f(x0,y0). 

 Funkcijata f(x,y) {to e neprekinata vo sekoja to~ka od 
nekoja oblast se vika neprekinata vo taa oblast. 

 Za funkcijata f(x,y) {to e neprekinata nad zatvorena ob-
last va`at istite svojstva kako i za funkcijata od edna 
nezavisno promenliva {to e neprekinata nad zatvoren interval. 

Taka, ako funkcijata f(x,y) e neprekinata vo zatvorena 
definiciona oblast, toga{ taa e ograni~ena vo taa oblast i 
postignuva vo taa oblast svoja gorna granica (supremum), svoja 
dolna granica (infimum) i ne mo`e da pomine od edna vrednost 
na druga bez da gi dobie site vrednosti me|u niv. 

 Primer 1. Neka e dadena funkcijata  z=x2 +y2.  Ako 
promenlivite x i y dobijat narasnuvawe soodvetno x i y , toga{ 
totalnoto narasnuvawe na funkcijata  e 

z = (x+x)2+(y+y)2  (x2+y2), 

z = 2xx+2yy+x2+y2. 

Bidej}i 

lim




x
y

z



0
0

= 0, 
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zna~i deka funkcijata e neprekinata vo sekoja to~ka na ramninata 
xOy. 

 

 Primer 2. Funkcijata 

f(x,y) =
xy

x y2 2
 

ne e definirana vo O(0,0), no vidovme (t.2.1., pr.1) deka ima granica nu-
la. Vo ovoj slu~aj vikame deka taa funkcija ima odstranliv prekin i 
mo`e da se dodefinira zemaj}i deka f(0,0)=0. 

 Primer 3. Funkcijata 

z =
2

2 2

xy

x y
 

e definirana vo site to~ki vo ramninata xOy, osven vo to~kata 
O(0,0). 

 Ako to~kata M(x,y) se dobli`uva kon koordinatniot po~etok 

po prava  y = kx,  toga{ imame 

f(x,kx) =
2 2

1

2

2 2 2 2

kx

x k x

k

k



=const, 

t.e. funkcijata }e ima razli~ni vrednosti, a toa zna~i deka funkcijata 

nema granica koga to~kata M(x,y) te`i kon koordinatniot po~etok. 

Toa zna~i deka dadenata funkcija e prekinata vo koordinatniot 
po~etok. 

 Zada~i za ve`bawe 

 1. Da se najdat grani~nite vrednosti 

      1) lim
x
y

x

x y


0
0

;  Odg.:  1)  Ne postoi; 

      2) lim
sin

x
y

xy

x


0
2

;            2)  2; 

    3) lim
x
y

x y

x y



2 2

.           3)  0. (Upatstvo; da se mine  

    vo polarni koordnati). 

 2. Da se najdat grani~nite vrednosti 

 lim lim ,
x y

f x y
 0 0

,        lim lim ,
y x

f x y
 0 0

,  lim ,
x
y

f x y



0
0

 



MATEMATIKA II 16

za funkciite 

     1) f(x,y) =
x

x y

2

2 2
;   Odg.: 1)  1, 0,  ne postoi; 

     2) f(x,y) =
x

x
y

x y

sin
1



;           2)  Ne postoi, 0, 1; 

     3) f(x,y) =
x y

x y

2 2

2 2




.            3)  1, -1, ne postoi. 

 3. Da se ispita neprekinatosta na funkciite: 

     1) f(x,y) =
x y

x y

2 3

4 6
,   (x,y)  (0,0),   f(0,0) = 0. 

Odg.:  Neprekinata. 

     2) f(x,y) = 1 1

0 1

2 2 2 2

2 2

   
 






x y x y

x y

za

za

,

.
  

Odg.:  Neprekinata. 

    3) z =
1

1 2 2 x y
. 

Odg.:  Prekinata vo to~kite na kru`nicata  x 2+y 2 = 1. 

 

3. PARCIJALNI IZVODI NA FUNKCII  

OD DVE PROMENLIVI 

 
Neka e dadena funkcijata z=f(x,y) vo oblasta D. Zemame 

koja i da bilo to~ka M(x,y) vo taa oblast. 

Ako promenlivata x dobie narasnuvawe x, a 

promenlivata y ne se menuva, t.e. y=0, toga{ funkcijata f(x,y) 
dobiva narasnuvawe 

x z = f(x+x,y) f(x,y), 

koe se vika parcijalno narasnuvawe na funkcijata po 
promenlivata x. 

 Ako se menuva samo promenlivata y, a promenlivata x ne 

se menuva t.e. x=0, toga{ funkcijata f(x,y) dobiva narasnuvawe 

y z = f(x,y+y)  f(x,y) 
koe se vika parcijalno narasnuvawe na funkcijata po 
promenlivata y. 
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 Koli~nikot 

   





x z

x

f x x y f x y

x


 , ,
, 

pretstavuva sredna brzina na promenata na funkcijata z=f(x,y) 
po promenlivata x na otse~kata me|u to~kite M(x,y) i 

M'(x+x,y). 
 Grani~nata vrednost na koli~nikot od parcijalnoto 
narasnuvawe x z i narasnuvaweto na promenlivata x, t.e. x, 
koga x0, ako postoi, se vika parcijalen izvod na funkcijata 
f(x,y) po promenlivata x vo to~kata M(x,y) i se ozna~uva so 



z

x
, t.e. 




z

x x



lim
 0

   





x

x

z

x

f x x y f x y

x


 


lim
, ,

0
. 

Parcijalniot izvod po promenlivata x se ozna~uva i so 
simbolite: 

zx ,   


f

x
  ili   f x yx , . 

Analogno, ako postoi grani~nata vrednost na koli~-
nikot od parcijalnoto narasnuvawe y z i narasnuvaweto na 
promenlivata y, t.e. y, koga y0, taa se vika parcijalen 
izvod na funkcijata f(x,y) po promenlivata y vo to~kata 

M(x,y) i se ozna~uva so 



z

y
 t.e. 




z

y y



lim
 0

   
y

y,xfyy,xf
lim

y

z

y

y








 0

 

Parcijalniot izvod po promenlivata y se ozna~uva i so 
simbolite: 

zy ,   


f

y
  ili   f x yy , . 

 Parcijalen izvod na funkcijata f(x,y) po promenlivata x e 

izvodot na taa funkcija po promenlivata x, koga se menuva samo 

x, a promenlivata y, za moment, se zema za konstanta. Analogno, 

koga se bara izvod na funkcijata po promenlivata y za moment se 

zema kako funkcija od promenlivata y , a x se zema za konstanta. 
 Spored toa, za diferencirawe na funkcii od dve 
promenlivi va`at istite pravila kako i kaj funkcii od edna 
promenliva. 
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 Analogno se nao|aat i izvodi na funkcii od pove}e 
promenlivi. Koga se bara izvod po nekoja od promenlivite, 
drugite promenlivi za moment se smetaat za konstanti. 

 Primer 1. Da se najdat parcijalnite izvodi 




z

x
 i 




z

y
 na 

funkcijata 

z = arcsin
x

y
. 

 So primena na poznatite pravila za diferencirawe na 
funkcija od dve nezavisno promenlivi se dobiva 





z

x
=

1

1

1 1
2 2 2





















 

x

y

y y x
, 




z

y
=

1

1
2 2 2 2










 








  

x

y

x

y

x

y y x
. 

 

3.1. Geometrisko zna~ewe na parcijalnite izvodi 

 

 Neka grafikot na funkcijata  z = f(x,y)  vo Dekartov 
pravoagolen koordinaten sistem e nekoja povr{ina, (sl. 1.8). 

 Ako povle~eme ramnina  x = x0 (x0-konstanta), vo presek 

so povr{inata se dobiva kriva Gy. (Ravenki na krivata Gy se 

z=f(x,y) i x=x0 ). 

 

 

 
Sl. 19 

 

 

Sl. 1.8. 
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 Na to~kata M0(x0, y0) i odgovara to~kata P(x0, y0,f(x0, y0)) 
na povr{inata. Ako promenlivata y dobie narasnuvawe 

y = MoN PR , 

toga{ funkcijata dobiva parcijalno narasnuvawe 

y z = QR . 

Od triagolnikot PQR (sl.1.8) sleduva deka koli~nikot 




y z

y
tg 

QR

RP
QPR , 

pretstavuva koeficient na pravecot na se~icata PQ  na krivata 

Gy. Koga y0, sekantata PQ  se stremi kon tangentata t2. 
Granicata na koli~nikot e 

lim
y0




y z

y

z

y
tg







 





M0

, 

kade {to  e agolot {to go gradi tangentata t2 vo to~kata R so 

pozitivnata nasoka na y-oskata. 

 Zna~i, parcijalniot izvod na funkcijata f(x,y) po y e 
tangens na agolot {to go gradi tangentata na prese~nata 
kriva na povr{inata so ramninata x=x0, vo to~kata 
P(x0,y0,f(x0,y0)), so pozitivnata nasoka na y-oskata. 

Sl. 1.10. 
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 Analogno, parcijalniot izvod na funkcijata f(x,y) po x 
vo to~kata P(x0, y0,f(x0, y0)) e tangens od agolot {to go gradi 
tangentata na prese~nata kriva na povr{inata so ramninata 
y=y0 (y0-konstanta), vo to~kata P(x0, y0,f(x0,y0)) so 
pozitivnata nasoka na x-oskata, t.e. 




z

x
 = tg, 

( e agolot {to go gradi tangentata t1 vo to~kata R so 

pozitivnata nasoka na x-oskata, (sl. 1.9)). 

 Na slikata 1.10 se pretstaveni i dvata slu~aja. 

 

3.2. Parcijalni izvodi od povisok red 

 
 Parcijalnite izvodi {to gi definiravme se vikaat 
parcijalni izvodi od prv red. 
 Parcijalnite izvodi od prv red vo op{t slu~aj se isto ta-

ka funkcii od x i y, zatoa i od niv mo`e da se nao|aat izvodi po x 

i po y. Taka se dobivaat izvodite od vtor red na funkcijata 

z=f(x,y) {to se ozna~uvaat so simbolite 








x

z

x

z

x
f f

x xx







     

2

2 2 ,  







 y

z

x

z

y x
f xy






  

2

 , 








 x

z

y

z

x y
f yx







   

2

,         







y

z

y

z

y
f f

y yy









     

2

2 2 . 

Primer 1. Funkcijata 

z = 4x3y2 +8xy+y4 +7 

gi ima slednive izvodi 




z

x
 = 12x2y2+8y,  





z

y
= 8x3y+8x+4y3, 





2

2

z

x
24xy2,  


 

2 z

y x
 24x2y+8, 


 

2 z

x y
24x2y+8, 




2

2

z

y
 8x3+12y2. 
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Primer 2. Funkcijata 

z = cosx siny 
gi ima slednive izvodi: 




z

x
 = sinx siny, 




z

y
 = cosx cosy, 




2

2

z

x
 cosx siny, 


 

2 z

y x
 sinx cosy, 


 

2 z

x y
 sinx cosy, 




2

2

z

y
 cosx siny. 

 Vo dvata primera se gleda deka 


 

2 z

x y



 

2 z

y x
 

 Ova ne e to~no za sekoja funkcija. Funkciite {to go 
imaat ova svojstvo treba da zadovoluvaat nekoi op{ti uslovi. 
Mo`e da se doka`e deka rezultatot od diferenciraweto ne 

zavisi od redot na diferenciraweto ako funkcijata z=f(x,y) i 

nejzinite parcijalni izvodi f x , f y , f xy , f yx  se opredeleni i 

neprekinati vo to~kata M(x,y) i vo nekoja nejzina okolina. 

 Teorema. Ako vo okolinata na to~kata M(x,y) postojat 

izvodite f xy , f yx  i ako se neprekinati, toga{ se ednakvi me|u sebe vo 

taa to~ka. 

 Dokaz: Da go razgledame izrazot 

u = f(x+x,y+y)  f(x+x,y)f(x,y+y) +f(x,y) 

kade {to x i y imaat nekoja konstantna vrednost. Izrazot 

f(x,y+y)  f(x,y) 

mo`eme da go smetame kako funkcija od promenlivite x i y. Neka 

(x,y) = f(x,y+y)  f(x,y), 

toga{ 

(x+x,y) = f(x+x,y+y)  f(x+x,y). 

Spored toa 

u = (x+x,y)  (x,y). 
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Smetaj}i go y za konstanta, po teoremata za sredna vrednost se 
dobiva 

u = x  x(x+x,y) 

pri {to 

x'(x,y) = f x (x,y+y)  f x (x,y) 

pa imame 

u = x f x (x+x,y+y)  f x (x+x,y) 

primenuvaj}i ja pak teoremata za sredna vrednost po promenlivata y se 
dobiva 

u = xy f xy (x+x,y+'y).   (1) 

 Ako pak so (x,y) ozna~ime 

(x,y) = f(x+x,y)  f(x,y) 
toga{ 

u = (x,y+y)  (x,y), 

a potoa na ist na~in kako pogore dobivame 

u = xy f yx(x+1x,y+1'y).   (2) 

 Sramnuvaj}i gi ravenstvata (1) i (2) dobivame 

f xy (x+x,y+'y) = f yx(x+1x,y+1'y), 

kade {to , ', 1, 1' se pozitivni broevi pomali od 1. Ako pu{time x 

i y da te`at kon nula, od neprekinatosta na izvodite dobivame 

f xy (x,y) = f yx(x,y) 

 Isto taka i od izvodite od vtor red mo`e da se najdat 
izvodi po x i po y. So toa se dobivaat izvodite od tret red. 
Prodol`uvaj}i ponatamu so diferencirawe se dobivaat izvodi 
od povisok red. 

Parcijalen izvod od n-ti red se dobiva kako rezultat na n 
pati posledovatelno diferencirawe po promenlivite x i y. 

Parcijalniot izvod od n-ti red, koj e dobien so p pati 
parcijalno diferencirawe po x i q pati parcijalno 
diferencirawe po y, se ozna~uva so simbolot 
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
 

n

p q

z

x y
   ili   f

x y

n
p q

( )
,  (p+q=n). 

Primer 3. Da se najde parcijalniot izvod 

 

3

2

z

x y
 na 

funkcijata 
z = x4 4x2 y2+y4. 

Imame 




z

x
x xy 4 83 2

,     

 

2

16
z

x y
xy  ,     


 

3

2
16

z

x y
x  . 

 
Zada~i za ve`bawe 

1. Da se najdat parcijalnite izvodi od prv red na funkciite: 

1) z = arctg
y

x
;        Odg.: 1)  




z

x

y

x y
 

2 2 ,  




z

y

x

x y


2 2 ; 

2) z = ln(x2+y2);     2)  




z

x

x

x y




2
2 2 ,  





z

y

y

x y




2
2 2 ; 

3) u = x y z2 2 2  .      3)  


u

x

x

x y z


 2 2 2
, 




u

y

y

x y z


 2 2 2
, 

        




u

z

z

x y z


 2 2 2
. 

 2. Da se najdat parcijalnite izvodi od vtor red na funkciite: 

1) z=
x y

x y




,    Odg.:  1)  
 





2

2 3

4z

x

x

x y
 


, 

 
 



 

2

3

2z

x y

x y

x y





,  

        
 





2

2 3

4z

y

x

x y



 

2) z x y x ln sin ;  2) 



2

2

2

3

1

4

z

x

x

x
 

 sin

sin
, 

 

2 1z

x y y
 ,  

        



2

2 2

z

y

x

y
  . 
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3) z = 2 2xy y .        3) 

 



2

2

2

2 3

2

2

z

x

y

xy y

 


,    

     

 

 

2

2 3
2

z

x y

xy

xy y




, 

 



2

2

2

2 3
2

z

y

x

xy y

 


. 

 3. Da se doka`e deka funkcijata 

z
x y

x y




2 2

 

ja zadovoluva ravenkata 

x
z

x
y

z

x y

z

x





 




2

2

2

2  . 

 4. Za funkcijata  z = ln(x2+y2),  da se najde  


 

4

2 2

z

x y
. 

Odg.:  12

 
x x y y

x y

4 2 2 4

2 2 4

6 


. 

4. TANGENTNA RAMNINA I NORMALA 
NA POVR[INA 

 
Neka e dadena funkcijata z=f(x,y) koja e definirana i ne-

prekinata zaedno so svoite prvi parcijalni izvodi vo oblasta D. 

Ramninata {to gi sodr`i site tangenti na povr{inata vo 
to~kata R0.se vika tangentna ramnina vo to~kata R0, (sl. 1.11). 

 
Sl. 1.11. 



Gl. I  Funkcii od dve nezavisno promenlivi 

 

25

Vo ramninata y=y0 tangentata t1 na prese~nata kriva Gx so 
ravenki 

z = f(x,y),   y = y0 

}e glasi: 

t1:  z  z0 =  


z

x
x x





 
R0

0 ,   y = y0 

ili zapi{ana vo kanoni~en vid 

x x y y z z

z

x














0 0 0

1 0

0


 R

. 

 Analogno, tangentata t2, na prese~nata kriva Gy so 
ravenki 

z = f(x,y),   y = y0, 

}e ima ravenki 

t2:  z  z0 =  


z

y
y y







 
R0

0 ,   x = x0 

ili zapi{ana vo kanoni~en vid 

x x y y z z

z

x














0 0 0

0 1

0


 R

. 

 Tangentnata ramnina gi sodr`i tangentite t1 i t2 {to 

minuvaat niz to~kata P0, pa nejzinata ravenka }e bide 

A(xx0) + B(yy0) + C(zz0) = 0.   () 

Od toa {to ja sodr`i tangentata t1 sleduva: 

A1+B0+C



z

x




 
R0

0 ,   (1) 

a od toa {to ja sodr`i tangentata t2 se dobiva 

A0+B1+C



z

y







 
R0

0 .   (2) 

Re{avaj}i go sistemot ravenki (1) i (2) se dobiva 

A = C



z

x





R0

,     B = C



z

y








R0

. 

Ako zamenime vo ravenkata () se dobiva 
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C 


z

x P







0

(xx0)  C 


z

y
P









0

(yy0) + C(zz0) = 0 

t.e. 

z  z0  =  


z

x
x x





 
R0

0 +  


z

y
y y







 
R0

0  

{to e ravenka na tangentnata ramnina. 

 Pravata {to e normalna na tangentnata ramnina, a 
minuva niz dopirnata to~ka R0 se vika normala na povr{inata 
vo to~kata R0. 

 Vektorot na normalata 

n  e kolinearen so vektorot na 

tangentnata ramnina 







z

x

z

y












 













R R0 0

1, , , 

pa ravenkite na normalata vo to~kata R0 }e glasat: 

x x

z

x

y y

z

y

z z





















0 0 0

0
0

1



R R

. 

 Primer 1. Na povr{inata  

z
x y


2 2

3
 

da se povle~e tangentna ramnina {to minuva niz to~kata A(0,0,-1) i 
e paralelna so pravata 

x y z

2 1 2
  . 

 Ravenkata na tangentnata ramnina vo to~kata M0(x0,y0,z0) e 

z  z0  =  


z

x
x x







 

M0

0 +  



z

y
y y









 

M0

0  

Izvodite na dadenata funkcija se : 





z

x
x

2

3
,   




z

y
y 

2

3
. 

Zamenuvaj}i gi vrednostite na izvodite vo to~kata M0 vo ravenkata na 

tangentnata ramnina se dobiva 

z  z0  =  2

3
0 0x x x   2

3 0 0y y y  
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ili 

2x0x  2y0y  3z  x0
2 + y0

2  = 0. 

 Vektor normalen na ramninata e vektorot 

n = (2x0,2y0,3), a 

vektor na pravecot na dadenata prava e 

a = (2,1,2). Bidej}i to~kata 

A(0,0,1) le`i na ramninata sleduva 

x0
2  y0

2  3 = 0. 
 

Od uslovot za paralelnost na ramninata so dadenata prava 

(

a ,

n ) = 0 

imame 

4x0  2y0   6 = 0 
ili 

2x0   y0   3 = 0. 

Bidej}i to~kata M0 le`i na dadenata povr{ina, sleduva 

z0  =  1

3 0
2

0
2x y . 

So re{avawe na sistemot ravenki 

x0
2   y0

2  = 3, 

2x0   y0  = 3, 

         z0  =  1

3 0
2

0
2x y  

se dobivaat koordinatite na dopirnata to~ka  x0 = 2,  y0 = 1,  z0 = 1. 
 Spored toa, ravenkata na baranata tangentna ramnina e 

4x 2y  3z  3 = 0. 

 

5. PARCIJALNI DIFERENCIJALI. 
TOTALEN DIFERENCIJAL 

 
5.1. Parcijalni diferencijali 

 
 Neka e dadena funkcijata z=f(x,y) {to e opredelena i 
neprekinata zaedno so svoite parcijalni izvodi od prv red vo 

oblasta D. 

 Analogno na diferencijalot na funkcija od edna neza-
visno promenliva se definiraat i parcijalni diferencijali na 
funkcija od dve nezavisno promenlivi. 
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 Parcijalen diferencijal na funkcijata z=f(x,y) po 
promenlivata x se vika proizvodot od parcijalniot izvod po 
promenlivata x i diferencijalot na taa promenliva. Se 

ozna~uva so dx z, t.e. 

dx z = 



z

x
dx, (x = dx). 
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 Analogno, parcijalen diferencijal na funkcijata 

z=f(x,y) po promenlivata y se vika proizvodot od parcijalniot 
izvod po promenlivata y i diferencijalot na taa promenliva. 

Se ozna~uva so dy z, t.e. 

dy z = 



z

y
dy, (y = dy). 

Od poslednite relacii sleduva: 

d z

dx

z

x
x 




,   
d z

dy

z

y
y





. 

Zatoa, parcijalnite izvodi od prv red na funkcijata z=f(x,y) se 
vikaat i parcijalni diferencijalni koli~nici od prv red. 

Treba da se pravi razlika za toa deka 



z

x
 i 




z

y
 se simboli, a 

d z

dx
x  

i 
d z

dy
y

 se koli~nici. 

 Geometriskoto zna~ewe na parcijalnite diferencijali e 
isto so zna~eweto na diferencijalot na funkcija od edna 
nezavisno promenliva. 
 

5.2. Totalen diferencijal 
 
 Neka funkcijata z=f(x,y) e opredelena vo oblasta D. Ako 

promenlivite x i y dobijat soodvetno narasnuvawe x i y, to-

ga{ i funkcijata z }e dobie totalno narasnuvawe 

z = f(x+x,y+y)  f(x,y),   (1) 

koe pretstavuva razlika na vrednostite na funkcijata vo 

to~kite M'(x+x,y+y) i M(x,y) i dvete od oblasta D. 

 Ako na desnata strana od ravenstvoto (1) se dodade i 

odzeme izrazot f(x,y+y) se dobiva 

z = f(x+x,y+y)  f(x,y+y)f(x,y+y)f(x,y)  

Izrazot vo prvata sredna zagrada, smetaj}i ja sumata y+y za 
konstanta, pretstavuva narasnuvawe na funkcija od edna 

promenliva x, a izrazot vo vtorata sredna zagrada pretstavuva 

narasnuvawe na funkcija od edna promenliva y vo to~kata 

M(x,y). 
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 Pri pretpostavka deka vo to~kata M(x,y) i nejzinata oko-

lina postojat parcijalnite izvodi 



z

x
 i 




z

y
, so primena na 

Lagran`ovata teorema se dobiva: 

z = x f x (x+x,y+y)+y f y (x,y+y), 

kade {to 0<1 i 0<1. 

 Ako parcijalnite izvodi se neprekinati vo 
razgleduvanata oblast, toga{ 

f x (x+x,y+y)  f x (x,y), f y (x,y+y)  f y (x,y), 

koga x0, y0. 

 Zatoa, narasnuvaweto na funkcijata mo`e da se zapi{e vo 
vid 

z = f x (x,y)x+ f y (x,y)y+x+y,  (3) 

kade {to    0  i    0  koga   x  0  i   y  0. 

 Totalen (poln) diferencijal na funkcijata f(x,y) se vika 
glavniot del od narasnuvaweto na funkcijata koj e linearen vo 
odnos na x i y i se ozna~uva so df ili so dz t.e. 

dz = f x (x,y)x+ f y (x,y)y.   (4) 

Ako z=f(x,y)=x, se dobiva dx=x i ako z=f(x,y)=y,se dobiva 

dy=y, pa zatoa totalniot diferencijal mo`e da se zapi{e i vo 
vid 

dz = f x (x,y)dx+ f y (x,y)dy.   (5) 

 Vrskata me|u totalniot diferencijal i parcijalnite 
diferencijali e dadena so 

dz = dx z+dy z. 

 Funkcijata z=f(x,y) ~ie totalno narasnuvawe z vo da-
dena to~ka M(x,y) mo`e da bide pretstaveno vo vid (3) t.e. kako 
suma na dva sobiroci koi se linearni vo odnos na x i y i 
sobiroci koi se beskrajno mali od povisok red vo odnos na 

=  x y2 2 , se vika diferencijabilna vo dadenata to~ka 

ili deka ima vo taa to~ka totalen diferencijal. Poka`avme 
deka funkcijata e diferencijabilna vo dadena to~ka ako ima 
neprekinati parcijalni izvodi vo taa to~ka. 
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 Sega }e dademe geometrisko tolkuvawe na totalnoto  

narasnuvawe i totalniot dife- 

rencijal na funkcijata f(x,y) 

vo to~kata M0(x0,y0) 

 Totalnoto narasnuvawe 

na funkcijata  z = f(x,y) 

z = f(x0+x,y0+y)  f(x0,y0) 

geometriski ja pretstavuva 

promenata na aplikatata z na 
povr{inata koga promenli-

vite x i y trgnuvaj}i od 

to~kata M0(x0,y0) se promenile 

za x i y, a  z  P P1 2 , (sl. 2.12). 

Ako vo ravenkata na tangentnata ramnina vo to~kata 
M0(x0,y0) 

z  z0 =    





z

x
x x

z

y
y y





  







 

M M0 0

0 0  

stavime 

x  x0 = x = dx,  y  y0 = y = dy 

se dobiva 

z  z0 = 






z

x
dx

z

y
dy





 









M M0 0

 

ili 

z  z0 = (dz)M 0
, 

kade {to z0 e aplikata (kota) na dopirnata to~ka, z e aplikata na 

to~ka od tangentnata ramnina i (dz)M 0
 e totalen diferencijal 

na funkcijata vo to~kata M0, t.e. (dz)M 0
= P P1 3 . 

 Od ova se gleda deka totalniot diferencijal dz e ednakov 

na promenata na aplikatata z od tangentnata ramnina koga x i y 

trgnuvaj}i od to~kata M0(x0,y0) se promenat za x=dx i y=dy. 

 

 

Sl. 1.12 
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5.3. Primena na totalniot diferencijal vo  
pribli`ni presmatuvawa 

 
 Neka funkcijata f(x,y) e diferencijabilna vo to~kata 

M0(x0,y0). 

 Ravenstvoto (3) od t. 5.2. mo`e da se zapi{e vo vid 

z = dz+x+y. 

Koga narasnuvawata x i y se mali, mo`eme da smetame deka 

totalnoto narasnuvawe z e pribli`no ednakvo so 

diferencijalot dz, 
z  dz. 

Od 

z = f(x0+x,y0+y)  f(x0,y0)  dz 

dobivame 

f(x0+x,y0+y)  f(x0,y0)+dz 
t.e. 

f(x0+x,y0+y)  f(x0,y0) +






z

x
dx

z

y
dy





 









M M0 0

. 

 So ovaa formula pribli`no mo`e da se presmeta 

vrednosta na funkcijata vo okolinata na to~kata M0, t.e. vo 

to~kata M(x0+x,y0+y). Vrednosta na funkcijata vo to~kata 

M(x0+x,y0+y) ja zamenuvame so soodvetnata vrednost na 

aplikatata na tangentnata ramnina vo to~kata P0(x0,y0,f(x0,y0)). 
 
 Primer 1. Za kolku }e se promeni 

 a) dijagonalata, 

 b) plo{tinata 

na pravoagolnikot so strani x=6 m, y=8 m, ako prvata strana se 
zgolemi za 2 mm, a vtorata se namali za 5 mm 

 a) Dijagonalata na pravoagolnikot e funkcija od negovite 

strani 

z = x y2 2 . 

Promenata na dijagonalata z pribli`no e ednakva na 

diferencijalot dz , kade {to 
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dz
z

x
dx

z

y
dy 







=
x

x y
dx

y

x y
dy

2 2 2 2



. 

Ovde  x = 6,  y = 8,  x = 0,002,  y = 0,005  pa imame 

dz =  3

5
0 002

4

5
0 005    , . 0,0028  0,003. 

 Zna~i, dijagonalata pribli`no }e se namali za 3 mm. 

b) Plo{tinata na pravoagolnikot e 

z = xy. 
 Narasnuvaweto na plo{tinata e  

z = (x0+x)(y0+y)  x0y0, 

a diferencijalot 

dz
z

x
dx

z

y
dy 







 = yx + xy, 

z  dz = 80,002+6(0,005) = 0,014m2. 

 Zna~i, pri dadenata promenata na stranite na pravoagolnikot 

negovata plo{tina }e se namali za 140 cm2. 

 Primer 2. Visinata na eden konus  e H=10 cm, a radiusot na 
osnovata R=5 cm . Kako }e se promeni volumenot na konusot pri 
zgolemuvawe na visinata za 2 mm i namaluvawe na radiusot za 2 mm.  

 Od formulata za volumen na konus 

V
R H


 2

3
 

diferencijalot 

dV
V

R
dR

V

H
dH 







 

e 

dV
RH

dR
R

dH 
2

3 3

2 
, 

 dV      
100

3
0 2

25

3
0 2 5

 
, ,  
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5.4. Diferencijali od povisok red 

 
 Neka e dadena funkcijata z=f(x,y) koja e neprekinata i 

diferencijabilna vo oblasta D. 
 Totalniot diferencijal {to go definiravme se vika 

totalen diferencijal od prv red. Totalniot diferencijal dz od 

prv red e funkcija od promenlivite x i y, zatoa mo`e da se bara 

totalen diferencijal i od dz, koj se vika totalen diferencijal 
od vtor red. Zabele`uvame deka dx=x i dy=y se narasnuvawa 

koi se izbiraat nezavisno od x i y , t.e. tie se konstanti vo odnos 

na x i y, zatoa imame 

d 2 z = d(dz) =    



x

dz dx
y

dz dy , 

d 2 z = 
















x

z

x
dx

z

y
dy dx

y

z

x
dx

z

y
dy dy







  







 , 

d 2 z = 




 


 




2

2
2

2 2 2

2
2z

x
dx

z

x y
dxdy

z

y x
dydx

z

y
dy   , 

d 2 z = 




 




2

2
2

2 2

2
22

z

x
dx

z

x y
dxdy

z

y
dy  , 

ili kratko, simboli~no mo`e da se ozna~i 

d 2 z = 
   











x

dx
y

dy z
z

x
dx

z

y
dy







  









2 2

. 

 Totalniot diferencijal na totalniot diferencijal od 
vtor red se vika totalen diferencijal od tret red 

d 3 z = d(d 2 z) =    



x

d z dx
y

d z dy2 2 , 

d 3 z = 

x

(




 




2

2
2

2 2

2
22

z

x
dx

z

x y
dxdy

z

y
dy  )dx+ 

     +

y

(




 




2

2
2

2 2

2
22

z

x
dx

z

x y
dxdy

z

y
dy  )dy, 

d 3 z = 




 


 




3

3
3

3

2
2

3

2
2

3

3
33 3

z

x
dx

z

x y
dx dy

z

x y
dxdy

z

y
dy    

ili simboli~no zapi{ano 
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d 3 z = 

   










x

dx
y

dy z
z

x
dx

z

y
dy









  











3 3

. 

 Prodol`uvaj}i so diferencirawe ponatamu mo`e da se 

najde totalen diferencijal od n-ti red 

d n z = 
 







z

x
dx

z

y
dy

n








   (n=1,2,3,...), 

kade {to simboli~no e nazna~eno deka izrazot vo zagradata se 

stepenuva, no namesto stepeni na 



z

x
 i 




z

y
 se pi{uvaat 

parcijalnite izvodi od soodvetniot red. Na primer, ~lenot 





x y







2

 se zamenuva so 

 

3

2

z

x y
. 

Zabele{ka: ^esto parcijalnite izvodi od prv red na 

funkcijata z=f(x,y) se obele`uvaat soodvetno so p i q , i toga{ 
totalniot diferencijal od prv red se zapi{uva vo vid 

dz =  p dx+q dy. 

Isto taka parcijalnite izvodi od vtor red se ozna~uvaat so 




2

2

z

x
 = r,    


 

2 z

x y
 = s,    




2

2

z

y
 = t 

i toga{ totalniot diferencijal od vtor red se zapi{uva vo vid 

d 2 z = rdx2+2sdxdy+tdy2. 

 
Zada~i za ve`bawe 

 
 1. Da se najde totalniot diferencijal na funkciite: 

1)  z = x y2 2 ;     Odg.:  1)  
xdx ydy

x x




; 

2)  z = sin2x + cos2y;  2)  sin2x dx  sin2y dy; 

3)  z = y x +
x

y
.  3)  

y

x y
dx x

x

y y
dy

2

1

2










  









 . 
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 2. Da se najde pribli`no promenata na funkcijata z=arctg
y

x
 

ako x se promeni od 2 do 2,1, a y od 3 do 2,5. 

Odg.:  0,1. 

 3. Da se presmeta pribli`no 

1)  0,971,05;      Odg.: 1)  0,97; 

2)  1 02 1 973 3, , ;             2)  2,95; 

3)  sin290tg460.              3)  0,502. 

 4. Da se najde totalniot diferencijal od vtor red na 

funkcijata 

z =  1

3
2 2 3 2

x y
/

. 

Odg.:  d 2 z =     1
2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

x y
x y dx xydxdy x y dy


    . 

 
6. IZVOD NA SLO@ENA FUNKCIJA 

 
 Neka z e funkcija od promenlivite u i v 

z = f(u,v), 

kade {to u i v se funkcii od x i y, 

u = u(x,y),     v = v(x,y), 

toga{ vikame deka z e slo`ena (posredna) funkcija od 

promenlivite x i y 

z = f(u(x,y),v(x,y)) = F(x,y).   (1) 

 Funkciite f(u,v), u(x,y) i v(x,y) neka se neprekinati i 
imaat neprekinati izvodi po svoite argumenti. 

 Ako promenlivata x dobie narasnuvawe x, a 

promenlivata y ostane nepromeneta, t.e. zadr`uva konstantna 

vrednost, toga{ funkciite u(x,y) i v(x,y) dobivaat narasnuvawa 

x u = u(x+x,y)  u(x,y), 

x v = v(x+x,y)  v(x,y). 
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 Narasnuvaweto na funkcijata f(u,v) po promenlivata x }e 
bide 

x z = f(u+x u,v+x v)  f(u,v). 

 Ako na desnata strana go dodademe i odzememe izrazot 

f(u,v+xv) se dobiva: 

x z = f(u+xu,v+xv)  f(u,v+xv) + f(u,v+xv)  f(u,v). 

 So primena na teoremata za sredna vrednost se dobiva: 

x z = f u (u+1x u,v+x v)x u    f v (u,v+2xv)xv, 

kade {to  0<1<1,  0<2<1. 

 Ako podelime so x imame 




x z

x
 = f u (u+1xu,v+xv)




xu

x
+ f v (u,v+2xv)




xv

x
. 

 Grani~nata vrednost na toj odnos koga x0 e 

lim
x0




x z

x
= lim

x0
f u (u+1xu,v+xv) lim

x0




xu

x
 + 

      + lim
x0

f v (u,v+2xv) lim
x0




xv

x
. 

Koga x0  toga{ i xu0, xv0. Taka za parcijalniot izvod 

na slo`enata funkcija z po promenlivata x se dobiva: 
















z

x

f

u

u

x

f

v

v

x
   

ili 

 















z

x

z

u

u

x

z

v

v

x
  .    (2) 

 Ako se menuva samo y, a x ostanuva postojano, na istiot 
na~in se dobiva: 
















z

y

z

u

u

y

z

v

v

y
  .    (3) 

 Isto taka mo`e da se najdat i izvodi od povisok red, ako 

funkciite f(u,v), u(x,y) i v(x,y) imaat neprekinati izvodi od 
povisok red po svoite argumenti. 
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 Na primer: 

     
























2

2

z

x x

z

x x

z

u

u

x

z

v

v

x
 




 




  

 





 













x

z

u

u

x

z

u

u

x

2

2














x

z

v

v

x

z

v

v

x







 
2

2
 

=







 













2

2

2 2 2

2

z

u

u

x

z

u v

v

x

u

x

z

u

u

x







    

  +

 



















2 2

2

2 2

2

z

u v

u

x

v

x

z

v

v

x

z

v

v

x
 





 , 




2

2

z

x








 







2

2

2 2

2
z

u

u

x

z

u v

u

x

v

x






 






2

2

2
z

v

v

x













z

u

u

x

2

2







z

v

v

x

2

2
. 

 Ako vo ravenstvoto 

dz = 






z

x
dx

z

y
dy     (4) 

gi zamenime parcijalnite izvodi 



z

x
 i 




z

y
 od ravenstvata (2) i 

(3) }e go najdeme totalniot diferencijal na slo`ena funkcija 

dz = 
























f

u

u

x

f

v

v

x
dx

f

u

u

y

f

v

v

y
dy





 






 . 

 Dobieniot izraz mo`eme da go zapi{eme vo vid 

dz = 


f

u
 















u

x
dx

u

y
dy

f

v

v

x
dx

v

y
dy







  







 . 

 Bidej}i izrazot vo prvata zagrada e totalen diferencijal 

na funkcijata u(x,y), a izrazot vo vtorata zagrada totalen 

diferencijal na funkcijata v(x,y) imame 

dz  = 


f

u
du  + 



f

v
dv.    (5) 

 Zna~i, vo funkcijata z=f(u,v) nezavisno od toa dali se 

promenlivite u i v nezavisno promenlivi ili posredni 

promenlivi, t.e. zavisat od x i y , totalniot diferencijal ima 
ista forma. 
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 Za totalniot diferencijal od vtor red toa ne va`i. 

 Ako e dadena funkcijata z=f(u,v), kade {to u=u(t) i v=v(t), 
toga{ 

z = f(u,v) = f(u(t),v(t)) = F(t), 

t.e. z e slo`ena funkcija po promenlivata t, preku promenlivite 

u i v. Spored toa 


z

t

dz

dt
 , pa imame 

dz

dt

z

u

du

dt

z

v

dv

dt
 






. 

 

Primer 1. Dadena e funkcijata 

z = ueu/v, 
kade {to  

u = x2+y2,   v = xy. 

 Da se najdat parcijalnite izvodi 



z

x
, 




z

y
 i totalniot 

diferencijal na taa funkcija. 

 Parcijalnite izvodi na dadenata funkcija se: 
















z

x

z

u

u

x

z

v

v

x
  , 




z

x
= e

u

v

u

x

u

v
e

v

x
u v u v/ /1

2







 











, 




z

x
= 1 2

2







  






u

v
e x

u

v
e yu v u v/ / , 




z

x
=

x x y y

x y
e

x y

xy
4 3 4

2

2
2 2

 


; 
















z

y

z

u

u

y

z

v

v

y
  , 




z

y
= e

u

v

u

y

u

v

v

y
u v/ 1

2







 























, 




z

y
=

y xy x

xy
e

x y

xy
4 3 4

2

2
2 2

 


. 
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Totalniot diferencijal na dadenata funkcija e 

dz = 






z

x
dx

z

y
dy  

dz =     e

x y
y x x y y dx x y xy x dy

x y

xy

2 2

2 2

4 3 4 4 3 42 2



      

 

Primer 2. Dadena e funkcijata 

z u v uv ln ,   kade {to   u
t


1
2

,   v = e2t. 

Da se najde izvodot  
dz

dt
. 

 Imame 

dz

dt

z

u

du

dt

z

v

dv

dt
 






, 

dz

dt
= ln v

v

uv t

u

v

u

uv
e t







 




 








2

2

2
2

3
2 , 

dz

dt
=  1

2
2t

e tet t  . 

 Primer 3. Da se poka`e deka funkcijata  z = y(x2y2)  (kade 

{to  e proizvolna diferencijabilna funkcija) ja zadovoluva 
ravenkata 

1 1
2x

z

x y

z

y

z

y







  . 

Imame 




z

x
 = '(x2 y2 )2xy, 




z

y
 = (x2 y2 )  2y2' (x2 y2 ). 

Ako dobienite izrazi za parcijalnite izvodi soodvetno gi pomno`ime 

so 
1

x
 i 

1

y
 i gi sobereme, se dobiva 

1

x
2xy'(x2 y2 ) 

1

y
(x 2y 2)  2y2 '(x2 y2 ) = 

1

y
(x2  y2 ) = 

z

y 2
. 
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Zada~i za ve`bawe 

 1. Da se najdat parcijalnite izvodi 



z

x
, 



z

y
 i diferencijalot 

dz  na slo`enata funkcija 

 z = u+v2, 

kade {to  u = x2+sin y,   v = ln(x+y). 

Odg.: 



z

x
 = 2x+2

 ln x y

x y




,   




z

y
 = cosy+2

 ln x y

x y




. 

 2. Da se najde izvodot 
dz

dt
 na funkcijata 

z=
1

1




u

v
, 

kade {to   u =  cost,   v = cost. 

Odg.:  
dz

dt
=

1

2
2

2cos
t

. 

 3. Dadena e funkcijata 

z = x
x

y 2









 . 

Da se poka`e deka taa ja zadovoluva ravenkata 

2x



z

x
+y




z

y
 = 2z. 

4. Dadena e funkcijata  

z =  
y

x
x

y

x





 





. 

Da se poka`e deka taa ja zadovoluva ravenkata 

x
z

x
xy

z

x y
y

z

y
2

2

2

2
2

2

2
2 0





 




   . 
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7. DIFERENCIRAWE NA IMPLICITNO  
ZADADENA FUNKCIJA 

So ravenkata 

F(x,y) = 0 

neka e zadadena implicitno funkcijata 

y = f(x),  t.e.  F(x, f(x))  0. 

 So tehnikata za nao|awe izvod na implicitna funkcija od 
edna nezavisno promenliva sme zapoznati, no ne sme na{le 
op{ta formula {to }e go dade izvodot. 

 Nie mo`eme F(x,y) da ja razgleduvame kako slo`ena 

funkcija od x, koja go sodr`i x i neposredno i posredno preku y. 
Taa slo`ena funkcija po x identi~no e ramna na nula, zatoa i 
nejziniot izvod e ramen na nula. 

 So diferencirawe po x koristej}i go praviloto za izvod 
na slo`ena funkcija se dobiva 

  
dF

dx

F

x

F

y

dy

dx
  






0    (2) 

od kade {to 

 
dy

dx
y

F

x
F

y

   






, 


F

y








0 .   (3) 

Toa e op{ta formula za izvod na implicitno zadadena funkcija. 

 Ako ravenstvoto (2) se diferencira u{te edna{ po x, se 

dobiva y'', t.e. 

  
d

dx

F

x

F

y
y







 






  0  

ili 

 
d

dx

F

x

d

dx

F

y
y











   







  0 .   (4) 
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 Bidej}i 

  
d

dx

F

x

F

x

F

x y
y








 





    

2

2

2

 

  
d

dx

F

y
y

F

x y
y

F

y
y

F

y
y





 







 






      

2 2

2
2

, 

zamenuvaj}i vo (4) se dobiva 

  




 

2

2

2

2
F

x

F

x y
y    





2

2
2 0

F

y
y

F

y
y    , 

od kade {to 

  
    

y

F

x

F

x y
y

F

y
y

F

y





 







2

2

2 2

2
22

. 

 Primer 1. Neka e dadena funkcijata 

F(x,y) = sin(x+y)-y = 0. 

 Da se najdat izvodite  y'  i  y''. 

 Imame 



F

x
= cos(x+y),     



F

y
= cos(x+y)1 




2

2

F

x
=  sin(x+y),     


 

2 F

x y
= sin(x+y),     




2

2

F

y
= sin(x+y), 

pa sleduva 

  y

F

x
F

y






=
 

 




 

cos

cos

x y

x y 1
. 

 Od formulata za y'' i dobieniot izraz za y' se dobiva 

y'' = 
    

  
sin cos

cos

x y x y

x y

  

 

2 3

1
3

. 
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 Da ja razgledame sega ravenkata 

  F(x,y,z) = 0.     (5) 

Taa ravenka neka ja opredeluva implicitno funkcijata z od 

nezavisno promenlivite x i y. 

 Ako zememe prvo x da se menuva, a y za moment da bide 

postojano, so diferencirawe na ravenkata (5), smetaj}i z da e 

funkcija samo od x se dobiva 

  









F

x

F

z

z

x
  0 .              (6) 

 Potoa ako zemame x da bide postojano, i z go smetame kako 

implicitna funkcija od y , so diferencirawe na ravenstvoto (5) 

po y se dobiva 

  









F

y

F

z

z

y
  0 .              (7) 

 Od ravenkite (6) i (7) se nao|aat parcijalnite izvodi 

  








z

x

F

x
F

z

  ,     








z

y

F

y
F

z

  .             (8) 

 Ako ravenkite (8) se diferenciraat u{te edna{ po x i po 

y se dobivaat parcijalnite izvodi od vtor red 



2

2

z

x
, 

 

2 z

x y
 i 




2

2

z

y
. 

 Primer 2. Da se najdat izvodite od prv i vtor red na 
funkcijata z zadadena vo impliciten vid 

x 2 +y 2 +z 2  = R2
. 

 So diferencirawe na dadenata ravenka po x , smetaj}i deka y e 
konstantno se dobiva 

  2x+2z



z

x
 = 0   ili   x+z




z

x
 = 0,  (6') 

od kade {to 




z

x
= 

x

z
. 
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 Analogno, ako dadenata ravenka ja diferencirame po y, 

smetaj}i deka x e konstantno se dobiva 

 2y+2z



z

y
 = 0   ili   y+z




z

y
 = 0,   (7') 

od kade {to se dobiva 




z

y
= 

y

z
. 

 Ako ravenkata (6') ja diferencirame u{te edna{ po x smetaj}i 

go y postojano, se dobiva 

1+






z

x
z

z

x







 
2 2

2
0 , 

od kade {to 




2

2

2

2 2 2

3

1
z

x

x

z
z

x z

z
 


 


. 

 Analogno, so diferencirawe na (7') po y se dobiva 




2

2

2 2

3

z

y

y z

z
 


. 

 Ako ravenkata (6') se diferencira po y , smetaj}i go x za 
postojano, se dobiva 








 

z

y

z

x
z

z

x y
  

2

0 , 

od kade {to 


 





2

3

z

x y

z

y

z

x

z

xy

z
 


  . 

 

7.1. Ravenka na tangentna ramnina i normala na  
povr{ina koga funkcijata e zadadena vo impliciten vid 

 

 Neka so  F(x,y,z) = 0 e definirana funkcijata  z = f(x,y). 

 Znaej}i deka parcijalnite izvodi na implicitno zadadena 
funkcija se  




z

x

F

F
x

z

 



,              



z

y

F

F
y

z

 



 

zamenuvaj}i vo ravenkata na tangentnata ramnina 
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z  z0  =    





z

x
x x

z

y
y y





  







 

0
0

0

0  

se dobiva 

z  z0  =     








  










 

F

F
x x

F

F
y yx

z

y

z0

0

0

0  

odnosno 

                   F x x F y y F z zx y z0 0 0 0 0 0 0  

ili 

     








F

x
x x

F

y
y y

F

z
z z





  







  





  

0
0

0

0
0

0 0 . 

 Soodvetno, ravenkite na normalata }e glasat: 

x x

F

x

y y

F

y

z z

F

z




























0

0

0

0

0

0










. 

 Primer 3. Da se poka`e deka sumata od kvadratite na 
otse~kite {to gi otsekuva tangentnata ramnina vo koja i da bilo 
to~ka na povr{inata 

x2/3  + y2/3  + z2/3  = a2/3 
e postojana i ramna na a2. 

 Ravenkata na tangentnata ramnina vo to~kata M0(x0,y0,z0) e 

     








F

x
x x

F

y
y y

F

z
z z

M M M







 






   





 
0 0 0

0 0 0 0 . 

 Od ravenkata na povr{inata nao|ame 



F

x
x

M







 

0

2

3
0

1

3 ,     


F

y
y

M







  

0

2

3
0

1

3 ,     


F

z
z

M







 

0

2

3
0

1

3 , 

pa ravenkata na tangentnata ramnina e 

     2

3

2

3

2

3
00

1

3 0 0

1

3 0 0

1

3 0x x x y y y z z z         

ili 

x

x

y

y

z

z0
3

0
3

0
3

   x0
2/3  + y0

2/3  + z0
2/3. 

 Zemaj}i predvid deka to~kata M0 e dopirna, za nea va`i 
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x0
2/3  + y0

2/3  + z0
2/3  = a2/3

, 

pa ravenkata na tangentnata ramninata vo segmenten vid e  

x

a x

y

a y

z

a z2
0

3 2
0

3 2
0

3
   1. 

 Zbirot od kvadratite na otse~kite na koodrinatnite oski e 

a4/3 (x0
2/3 +y0

2/3 +z0
2/3 ) =  a4/3  a2/3  = a2. 
 

Zada~i za ve`bawe 

 1 Da se najdat parcijalnite izvodi i totalniot diferencijal 

na implicitnata funkcija z(x,y) zadadena so ravenkata 

1) x2 2y2 +z2 4x+2z5 = 0; Odg.:  1)  dz = 
 2 2

1

 



x dx ydy

z
; 

2) zln(x+z)
xy

z
 =0.          2)  

    
     

dz
z yz x z dx xz x z dy

z x z x z z xy x z


   

    

3

2 3ln
. 

 2. Da se najdat parcijalnite izvodi i totalnite diferencijali 

od prv i vtor red na implicitnata funkcija zadadena so ravenkata: 

 1) x2 + y2 + z2  = 2z;   Odg.: dz
xdx ydy

z



1

, 

 
   

 
 

d z
z x

z
dx

xy

z
dxdy

z y

z
dy2

2 2

3
2

3

2 2

3
21

1

2

1

1

1


 







 


; 

 2) z 3   3xyz = a3.   Odg.: dz
yzdx xzdy

z xy



2

, 

       

     
d z

xy z

z xy
dx

z z xyz x y

z xy
dxdy

x yz

z xy
dy2

3

2 3

2
4 2 2 2

2 3

3

2 3

22 2 2 2 


  






( )
. 

 3. Kon elipsoidot  x2+4y2+z2 = 36 da se povle~at tangentni 

ramnini koi se paralelni so ramninata  x+yz = 0. 
Odg.:  x + y  z = 9. 

 4. Da se najdat aglite {to gi zafa}a normalata povle~ena vo 

to~kata M(0,2,z) na povr{inata  x2+y2xzyz = 0  so koordinatnite 

oski. 

       Odg.:  cos 1

3
  cos 1

3
 ,  cos

1

3
. 

8. TAJLOROVA FORMULA 
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 Neka funkcijata z=f(x,y) vo okolinata na to~kata 

M0(x0,y0), ima neprekinati izvodi do n+1-vi red. To~kata 

M0(x0+h,y0+h) neka e vo okolinata na to~kata M0. Ja 

razgleduvame pomo{nata funkcija 

  F(t) = f(x0+th,y0+tk) = f(x(t),y(t)),            (1) 

koja koga x0, y0, h i k se konstanti e slo`ena funkcija od t. Ako 

t   0 1, , to~kite so koordinati (x0+th,y0+tk) i pripa|aat na 

otse~kata M M0 . Od diferencijabilnosta na funkcijata f(x,y) vo 

okolinata na to~kata M0 sleduva deka i funkcijata F(t) ima 

neprekinati izvodi do n+1-vi red vo okolinata na to~kata t=0. 
Na ovaa funkcija mo`e da se primeni Maklorenovata formula, 
koja va`i za funkcija od edna nezavisno promenliva, t.e. 

F(t)=F(0)+
           

 





  



F

t
F

t
F

n
t

F t

n
t

n

n

n

n0

1

0

2

0

1
2

1

1

! ! ! !
...


,   (0<

Za t =1 se dobiva 

 F(1)= F(0)+
           

 





  



F F F

n

F

n

n n
0

1

0

2

0

1

1

! ! ! !
...


           (2) 

Izvodite na funkcijata F(t) }e gi najdeme spored praviloto za 
diferencirawe na slo`ena funkcija 

 F'(t) =






f

x

dx

dt

f

y

dy

dt
  = 







f

x
h

f

y
k , 

 

 
F t

f

x
h

f

x y
hk

f

y
k

f

x
h

f

y
k" ( )     













 










2

2
2

2 2

2
2

2

2
, 

   

 F(n)(t) = 
 







f

x
h

f

y
k

n








 , 

 F(n+1)(t) = 
 







f

x
h

f

y
k

n










1

. 

 Ako namesto pomo{nata funkcijata F(t) ja vovedeme 
razgleduvanata funkcija, spored (1) imame 
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  F(1) = f(x0+h,y0+k) = f(x,y), 

  F(0) = f(x0,y0) 

i ponatamu 

F(m)(0) = 
   

 











f

x
h

f

y
k

x
h

y
k f x y

x x
y y

m m








  












0

0

0 0, , 

(m=1,2,...,n), 

 F(n+1)() =
 

 





 
x

h
y

k f x h y k
n








  

1

0 0, . 

(To~kata so koordinati (x0+h,y0+k) e nekoja to~ka na otse~kata 

M M0 ). Zamenuvaj}i vo (2) se dobiva: 

 f(x0+h,y0+k) = f(x0,y0)+  1

1 0 0!
h

x
k

y
f x y














 , ...  

      
 

 ... , 






 1

0 0
n

h
x

k
y

f x y
n

!







            (3) 

         
 

 
 










  


1

1

1

0 0
n

h
x

k
y

f x h y k
n

!







 , . 

 Ako vo formulata (3) stavime: 

x = x0+h,     y = y0+k; 

h = x x0,     k = y  y0, 

taa mo`e da se zapi{e vo vid 

 f(x,y) = f(x0,y0)+      1

1 0 0 0 0!
x x

x
y y

y
f x y  









 







, . . .  

      
 

 . . . ,   








 

1
0 0 0 0n

x x
x

y y
y

f x y
n

!







           (4) 

     
     

 

 


  








  


1

1 0 0

1

0 0n
x x

x
y y

y
f x h y k

n

!







 , . 

 Dobienata formula (3) odnosno (4) e Tajlorova formula 
za funkcii od dve nezavisni promenlivi. 

 Posledniot sobirok da go ozna~ime so Rn , 
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Rn =      
 

 1

1 0 0

1

0 0n
x x

x
y y

y
f x h y k

n


  







  



!







 , . 

Rn se vika ostatok na Tajlorovata formula. 

 Ako se zadr`ime do ~lenovite {to sodr`at izvod do n-ti 

red, toga{ funkcijata sme ja aproksimirale so polinom od n-ta 

stepen, a ostatokot Rn ja dava gre{kata {to se pravi pri taa 
aproksimacija. 

 Od Tajlorovata formula pri  n=1 se dobiva teoremata za 
sredna vrednost za funkcija od dve nezavisno promenlivi: 

 f(x0+h,y0+k)  f(x0,y0) = 

  =
   

h
f x h y k

x
k

f x h y k

x

  



  


0 0 0 0 


 , ,

. 

 Ako vo Tajlorovata formula stavime x0=0, y0=0 se dobiva 
Maklorenovata formula, kako specijalen slu~aj: 

 f(x,y) = f(0,0)+  1

1
0 0

!
x

x
y

y
f














 , . . .  

 

 . . . , 










1
0 0

n
x

x
y

y
f

n

!





  

 

 












1

1

1

n
x

x
y

y
f x y

n

!







 , . 

 Primer 1. Da se napi{e Maklorenovata formula za 
funkcijata 

z = (x+1)ey 

zadr`uvaj}i se do ~lenovite od tret red zaklu~no. 

 Parcijalnite izvodi na dadenata funkcija do tret red se : 

  


f

x
e y ,     




2

2
0

f

x
 ,     




3

3
0

f

x
 , 

  


f

y




2

2

f

y
=



3

3

f

y
 (x+1)ey, 

  

 

2 f

x y
e y ,     


 

3

2

f

x y
e y ,     


 

3

2
0

f

x y
 . 

 Za  x = 0,  y = 0  imame 
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f(0,0) = 1,    


f

x







0

1 ,   


f

y







 

0

1 ,    




2

2

0

0
f

x







  ,    




2

2

0

1
f

y







  ,     


 

2

0

1
f

x y







  ,  

 



3

3
0

0
f

x









  ,    


 

3

2
0

0
f

x y









  ,    


 

3

2
0

1
f

x y









  ,    




3

3
0

f

y









  1. 

Ako zamenime vo Maklorenovata formula se dobiva 

 (x+1)ey = 1+x+y+    1

2
2

1

6
32 2 3xy y xy y   ...  . 

 Ovaa formula mo`e da ni koristi za presmetuvawe vrednosti 

na dadenata funkcija koga x i y se mali, t.e. bliski do x=0, y=0. 
 

Zada~i za ve`bawe 
 

 1. Da se razlo`i po formulata na Tajlor, zemaj}i gi ~lenovite 

do vtor red zaklu~no, funkcijata 

z = exsiny. 

 Da se iskoristi rezultatot za pribli`no presmetuvawe na 
izrazot 

   e0,1sin0,49. 
Odg.:  1,109. 

 2. Da se razlo`i po formulata na Tajlor funkcijata f(x,y)=xy 
vo okolinata na to~kata M0(1,1) zemaj}i gi ~lenovite do tret red 

zaklu~no, a potoa dobieniot rezultat da se iskoristi za pribli`no 

presmetuvawe na 0,981,03. 
Odg.:  1,009406. 

 3. Da se razlo`i funkcijata 

z = sinx cosy 

po stepenite na  x 
4

  i  y 
4

  zemaj}i gi ~lenovite od vtor stepen. 

 Odg.: sinx cosy =
1

2

1

2 4

1

2 4
 




 




x y

 
 

  





 










 

















1

2

1

2 4

1

2 4 4

1

2 4

2 2

!
x x y y

   
. 

 4. Da se razlo`i po Maklorenovata formula, zemaj}i gi 

~lenovite do tret red zaklu~no, funkcijata 
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z = exsiny. 

Odg.:  y+xy+
1

2

1

6
2 3x y y ...  . 

 5. Da se razlo`i po Maklorenovata formula funkcijata 

z = arctg
x y

xy


1

 

zemaj}i gi ~lenovite od petti red. 

Odg.: x  y  
x y x y3 3 5 5

3 5





...  . 

 6. Da se razlo`i po Maklorenovata formula funkcijata 

  
z

x y


 
1

1 1
. 

Odg.: 1+x+y+x2+xy+y2+... . 

 

9. EKSTREMNI VREDNOSTI 

 

 Definiciite za maksimum i minimum na funkcija od dve 
nezavisno promenlivi se analogni so definiciite za maksimum i 
minimum na funkcija od edna nezavisno promenliva. 

 Neka e dadena funkcijata z=f(x,y), koja e definirana vo 

oblasta D i neka to~kite M0(x0,y0) i M(x0+x,y0+y) pripa|aat 

vo oblasta D. 

 

 Vo to~kata M0(x0,y0) 
funkcijata z=f(x,y) ima maksimum ako postoi takva okolina na 

 

Sl. 1.13. 

 
 

Sl. 1.14.
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to~kata M0, {to za sekoja to~ka M {to pripa|a na taa okolina 

va`i neravenstvoto 

 f(x0+x,y0+y)  f(x0,y0) < 0. 

 Vo to~kata M0(x0,y0) funkcijata z=f(x,y) ima minimum ako 

postoi takva okolina na to~kata M0, {to za sekoja to~ka M {to 

pripa|a na taa okolina va`i neravenstvoto 

f(x0+x,y0+y)  f(x0,y0) > 0. 

 Ako zememe predvid deka razlikata na aplikatite na 

to~kite M i M0 e totalnoto narasnuvawe na funkcijata z=f(x,y) 
vo to~kata M0, koga nezavisno promenlivite x i y dobijat 

soodvetno narasnuvawa x i y, toga{ definiciite za maksimum 
i minimum mo`at da se iska`at so pomo{ na totalnoto 

narasnuvawe f: 

 10 Funkcijata z=f(x,y) dostignuva maksimum vo to~kata 

M0(x0,y0) , ako za dovolno mali narasnuvawa x i y na 

argumentite x i y, narasnuvaweto na funkcijata e negativno, 

f<0. 

 20. Funkcijata z=f(x,y) dostignuva minimum vo to~kata 

M0(x0,y0), ako za dovolno mali narasnuvawa x i y na 

argumentite x i y, narasnuvaweto na funkcijata e pozitivno, 

f>0. 

 Maksimumot i minimumot na funkcijata se vikaat 
ekstremi na funkcijata. 

 Vidot na povr{inata {to ja pretstavuva funkcijata vo 
okolinata na ekstremot e prika`an na sl. 1.13 i sl. 1.14. 
 

9.1. Potrebni uslovi za postoewe  
na ekstremna vrednost 

 

 Da pretpostavime deka funkcijata z=f(x,y) e neprekinata 
zaedno so svoite parcijalni izvodi od prv red vo okolina na 

to~kata M0(x0,y0) i neka vo taa to~ka dostignuva ekstrem. 

 10 Ako y=y0 , toga{ z=f(x,y0) e funkcija od edna 

promenliva, koja za da ima ekstrem za x=x0 potrebno e 

0
0











xxx

f
,   t.e.   0

0

0














yy
xxx

f
. 
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 20 Ako x=x0 , toga{ z=f(x0,y) e funkcija od edna 

promenliva, koja za da ima ekstrem za y=y0 potrebno e 



f

y
y y









 0

=0,  t.e.  


f

y y y
x x







 




0

0

0 . 

 So toa ja doka`avme slednava teorema: 

 Teorema. Ako funkcijata z=f(x,y) e neprekinata zaedno 
so svoite prvi parcijalni izvodi vo okolina na to~kata 
M0(x0,y0), taa ima ekstrem vo taa to~ka, ako i dvata 
parcijalni izvodi vo to~kata se nuli, t.e. 

  


f

x x x
y y





 




0

0

0 ,    


f

y x x
y y







 




0

0

0 .             (1) 

 Sekoja to~ka vo koja dvata parcijalni izvodi od prv red 
imaat vrednost nula se vika stacionarna to~ka na funkcijata 

f(x,y). To~kata vo koja funkcijata ima ekstrem e stacionarna 
to~ka. Obratnoto ne va`i, stacionarnata to~ka ne mora da bide 
to~ka na ekstrem, t.e. ako parcijalnite izvodi od prv red se nula 
vo nekoja to~ka, toa ne zna~i deka funkcijata vo taa to~ka ima 
ekstrem. 

 Uslovite (1) ne se dovolni funkcijata da ima ekstremna 

vrednost vo to~kata M0. Uslovite (1) velime deka se potrebni 
uslovi za ekstrem vo to~kata M0. 

 Na primer, funkcijata z=x3+y3
 ima parcijalni izvodi od prv 

red ednakvi na nula vo to~kata (0,0), no vo taa to~ka funkcijata ne 
dostignuva ekstrem, bidej}i prirastot na funkcijata vo okolina na 
(0,0) go menuva znakot. 

 Vo stacionarnite to~ki tangentnata ramnina e paralelna 

so xOy ramninata. 

 Neka e dadena tangentnata ramnina 

z  z0 =    





z

x
x x

z

y
y y





  







 

0
0

0

0 . 

Bidej}i vo stacionarnata to~ka va`i 







z

x

z

y




 







 

0 0

0 0, ,  

se dobiva deka ravenka na tangentnata ramnina vo stacionarnata 
to~ka e 

z  z0 = 0 
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{to pretstavuva ravenka na ramnina paralelna so xOy 
ramninata. 
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9.2. Dovolni uslovi za postoewe na  
ekstremni vrednosti 

 
 Potrebnite uslovi za ekstremni vrednosti na funkcijata 
ni ovozmo`uvaat nao|awe na tie vrednosti vo slu~aite vo koi 
odnapred sme uvereni za postoewe na maksimumot ili minimumot 
od prirodata na zada~ata. Vo sprotivno, potrebno e 
dopolnitelno ispituvawe. 

 Dovolni uslovi za maksimum i minimum na funkcija od 
dve nezavisno promenlivi }e dobieme koristej}i ja Tajlorovata 

formula vo okolinata na to~kata M0(x0,y0). 

 Za da utvrdime dali funkcijata f(x,y) vo to~kata M0 ima 

ekstrem, dovolno e da go ispitame znakot na totalnoto 
narasnuvawe 

f = f(x,y)  f(x0,y0) 

vo okolinata na to~kata M0. 

 Za taa cel funkcijata f(x,y) }e ja razvieme po Tajlo-rovata 
formula zadr`uvaj}i se na ~lenovite od vtor red, pa imame 

f =






f

x
h

f

y
k





 







 

0 0

 








 







 





















1

2
2

2

2

0

2
2

0

2

2

0

2

!





 




f

x
h

f

x y
hk

f

y
k +R2. 

Bidej}i vo to~kata M0 







f

x

f

y




 







 

0 0

0, 

totalnoto narasnuvawe na funkcijata e 

f=
1

2
2

2

2

0

2
2

0

2

2

0

2

!





 




f

x
h

f

x y
hk

f

y
k







 







 





















+R2, 

odnosno 

f =  1

2
22 2

!
A B Ch hk k  +R2, 

kade {to 

A=



2

2

0

f

x







 ,     V=


 

2

0

f

x y







 ,     S=




2

2

0

f

y







 . 
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 Izrazot vo srednata zagrada pretstavuva homogena 

funkcija od vtor stepen po h i k, a R2 od tret stepen. Ako 

narasnuvawata h i k se mnogu mali R2 e beskrajno mala golemina 
od povisok red vo odnos na izrazot vo zagradata. Zatoa, znakot na 

totalnoto narasnuvawe f zavisi od znakot na izrazot vo 
zagradata, t.e. od vtoriot diferencijal na funkcijata vo 

okolinata na to~kata M0. 

 Izrazot vo zagradata mo`e da se transformira vo vid 

k2 A
h

k

h

k




 





 











2

2B C  

{to pretstavuva kvadraten trinom po 
h

k
. 

 Vrz osnova na poznatite zavisnosti koi postojat me|u 
znakot na kvadratniot trinom i negovite koeficienti 
zaklu~uvame: 

 10 Kvadratniot trinom e pozitiven koga 

B2  AC < 0   i   A > 0 
t.e. koga 

AC  B2 > 0   i   A > 0 (C>0), 

pa toga{  f > 0  i funkcijata vo to~kata (x0,y0) ima minimum. 

 Ako B2  AC<0 i A<0 (S<0) kvadratniot trinom e 

negativen, pa i f<0 t.e. funkcijata vo to~kata (x0,y0) ima 

maksimum. 

 20 Ako B2  AC = 0, potrebni se ponatamo{ni ispituvawa, 
se zemaat ~lenovi od Tajlorovata formula od povisok red. 

 30 Ako B2  AC > 0, kvadratniot trinom go menuva znakot 
pa funkcijata nema ekstrem vo to~kata. 

 Spored toa mo`eme da zaklu~ime: za funkcijata z=f(x,y) 
koja e neprekinata zaedno so svoite izvodi od vtor red vo 

to~kata (x0,y0) i ima parcijalni izvodi od prv red ednakvi na nu-

la, 




z

x




 

0

0     i    



z

y







 

0

0, 

va`i: 

 a) ako ACB2>0 vo to~kata (x0,y0) funkcijata ima 
ekstrem i toa  
  ako  A > 0 (S>0)  ekstremot e minimum; 

  ako  A < 0, (S<0)  ekstremot e maksimum; 
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b) ako ACB2=0, ne mo`e ni{to da se ka`e; ekstrem mo`e 
da postoi, no ne mora; 

 v) ako AC-B2 <0, nema ekstrem. 

 
Primer 1. Da se najdat ekstremnite vrednosti na 

funkcijata 
z = x3 + y3  3xy. 

 Stacionarnite to~ki }e gi najdeme od potrebnite uslovi za 
ekstrem 




z

x
x y  3 3 02 ,      




z

y
y x  3 3 02 . 

Re{avaj}i go dobieniot sistem se dobivaat stacionarnite 

to~ki M(1,1) i O(0,0). 

 Izvodite od vtor red se  

 



2

2

z

x
 = 6x,     


 

2 z

x y
 = 3,     




2

2

z

y
 = 6y. 

 Vo to~kata M(1,1) imame: 

 A=



2

2

z

x










M

=6,     V=

 

2 z

x y










M

= 3,     C = 



2

2

z

y










M

=6; 

AC  B2 = 27 > 0,    A > 0 (C>0). 

Spored toa, vo to~kata M(1,1) dadenata funkcija dostignuva minimum i 

toj iznesuva 

zmin = 1. 

Vo vtorata stacionarna to~ka O(0,0) imame: 

A = 0,   V = 3,   S = 0;     AS - V2 = 9 < 0. 

Zna~i, vo to~kata O(0,0) dadenata funkcija nema ekstrem. 

 

 Primer 2. Da se najdat ekstremnite vrednosti na 
funkcijata 

z = x4 + y4 2x2 + 4xy 2y2. 

 Stacionarnite to~ki za dadenata funkcija }e gi najdeme od 
ravenkite 




z

x
x x y   4 4 4 03 ,  

(*) 
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


z

x
y x y   4 4 4 03 .  

Ako gi sobereme ravenkite 

x3  x + y = 0, 

y3 + x  y = 0, 
se dobiva 

x3 + y3 = 0   ili   (x+y)(x2 xy+y2 ) = 0 

od kade {to 

y = x. 
Ako zamenime vo prvata ravenka od sistemot (*) se dobiva 

x3 2x = 0   ili   x(x2 2) = 0 

pa e 

x1  = 0,  x2 2 ,  x3 2     i   y1 = 0,  y2 2  ,  y3 2 . 

Gi dobivme stacionarnite to~ki 

M1(0,0), M2  2 2,  i M3   2 2, . 

 Parcijalnite izvodi od vtor red se: 




2

2

z

x
=12x2 4,     


 

2 z

x y
= 4,     




2

2

z

y
 = 12y2 4 

. Za to~kata M1(0,0) imame: 

A=



2

2

z

x










M1

=4,   B =

 

2 z

x y










M1

=4,   S = 



2

2

z

y










M1

= 4; 

AS  V2 = 0, 

t.e. za ovaa to~ka od dovolniot uslov ne se dobiva odgovor dali ima 
ekstrem funkcijata vo taa to~ka. Potrebno e dopolnitelno 

ispituvawe. Ako kon to~kata M1 se dobli`uvame po pravata y=0, 
funkcijata z=x2(x22) za mali vrednosti na x ima negativna vrednost, a 

ako se dobli`uvame po pravata y=x, toga{ funkcijata z=x4
 za mali 

vrednosti na x ima pozitivna vrednost. Toa zna~i deka dadenata 

funkcija vo okolinata na to~kata M1 go menuva znakot t.e. vo taa to~ka 

nema ekstrem. 

 Za to~kite M2 i M3 

A = 20 > 0,   V = 4,   S = 20 > 0;   AS  V2 = 400 16 = 384 > 0. 
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 Zna~i, vo to~kite M2 i M3 funkcijata dostignuva minimum, 

zmin =  8. 

 

Zada~i za ve`bawe 

 

 1. Da se najdat stacionarnite to~ki na funkcijata 

z = x 3+ 3xy2  15x 12y. 

Odg.: M1(1,2),  M2(2,1),  M3(1,2),  M4(2,1). 

 2. Da se najdat ekstremnite vrednosti na funkciite 

  1)  z = x2 + xy + y2  2x  y; 

Odg.:  zmin = 1,  za  x = 1, y = 0. 

  2)  z = x3 + xy2 + 6xy; 

Odg.:  zmin = 6 3  za  x = 3 , y = 3;  zmax = 6 3  za  x =  3 , y = 3. 

  3)  z = x3 y2 (6xy),  (x>0, y>0); 

Odg.:  zmax = 108,  za  x = 3, y = 2. 

  4) 
1

1 2 2

 

 

x y

x y
.         

Odg.:  zmax = 3   za  x = 1,  y = 1 

. 3. Da se najdat ekstremnite vrednosti na funkcijata 

x2 + y2 + z2   2x + 4y 6z  11 = 0. 

Odg.: zmax = 8,  za  x = 1, y = 2, zmin = 2 za  x = 1,  y = 2. 

4. Da se najde to~ka vo ~etiriagolnikot so temiwa vo to~kite 

O(0,0), A(a,0), V(a,a) i S(0,2a) ~ija suma od kvadratite na 

rastojanijata do negovite temiwa ima najmala vrednost. 

Odg.: (
a a

2

3

4
, ). 
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10. USLOVEN EKSTREM 

 
Dosega opredeluvavme ekstremni vrednosti na funkcijata 

z=f(x,y) koga promenlivite x i y se menuvaat slobodno, nezavisno 
edna od druga. 

Neka e dadena funkcijata z=f(x,y), pri {to x i y ne se me|u 

sebe nezavisni, tuku se povrzani so nekoj dodaten uslov (x,y)=0. 
Ravenkata (x,y)=0 vo ramninata xOy pretstavuva nekoja kriva S 
koja e direktrisa na edna cilindri~na povr{ina. Taa ja se~e 

dadenata povr{ina po nekoja kriva L. Na{a cel e na krivata S da 

ja najdeme onaa to~ka M(x0,y0) vo koja funkcijata z=f(x,y) ima 

ekstremna vrednost. To~kata M(x0,y0) toga{ ja vikame to~ka na 
usloven ekstrem na funkcijata 

Primer 1. Slobodniot ekstrem na funkcijata 

z R x y  2 2 2 , 

{to pretstavuva  gorna polovina  na 

sfernata povr{ina, e 

zmax= z(0,0) =R 
              Na toj  ekstrem  mu odgovara 

 najvisokata to~ka  na  polusferata  

(0,0,R), (sl. 1.15). 

Istata funkcija pri uslov 
y=b (b<R), ima ekstrem vo to~kata 

M(0,b) kade {to 

zmax= R b2 2 .  

Na ovoj ekstrem mu odgovara to~kata M1(0,b, R b2 2 ) na 

povr{inata, a taa e najvisokata to~ka na polukru`nicata {to se 

dobiva koga dadenata polusfera }e se prese~e so ramninata y=b. Taa e 
to~ka na usloven ekstrem. 

Ekstremnata vrednost na funkcijata z=f(x,y) pri uslov 

(x,y)=0, mo`e da se najde na toj na~in {to y se izrazuva od 

ravenkata (x,y)=0 vo ekspliciten vid y=y(x) i se zamenuva vo 

funkcijata z=f(x,y). Taka se dobiva funkcija od edna promenliva 

z=f(x,y(x)). So toa zada~ata se sveduva na barawe sloboden 
ekstrem na funkcija od edna nezavisno promenliva. Izvodot na 

 
 

Sl. 1.15. 
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ovaa funkcija po promenlivata x vo to~kata na usloven ekstrem 

treba da e  
dz

dx
 = 0. 

 Me|utoa, mo`e eliminacijata na y da bide komplicirana, 

zatoa e po`elno da se ostane na funkciite f(x,y) i (x,y)=0 i to-
ga{ 

dz

dx
=






f

x

f

y

dy

dx
   0 .            (1) 

Izvodot 
dy

dx
 se dobiva so diferencirawe na uslovnata ravenka 

(x,y) = 0 po x, t.e. 





x y

dy

dx
   0 ,             (2) 

od kade {to 

dy

dx
 = 






x

y

. 

Ako 
dy

dx
 go zamenime vo (1) se dobiva: 







f

x

f

y
 






x

y

 = 0 

ili 













f

x y

f

y x
  

Ako napravime odnosi i koeficientot na proporcionalnosta go 

ozna~ime so  imame: 













f

x

x

f

y

y

   , 
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pri {to  e nekoja konstanta {to se vika Lagran`ov mno`itel. 

 

 Vrednostite za x, y i  za koi funkcijata ima ekstrem }e 
gi najdeme re{avaj}i go sistemot 

 

















f

x x
f

y y

x y

 

 



0

0

0

,

,

, .

             (3) 

Od ovie tri ravenki se nao|aat vrednostite za x, y i  za koi 
funkcijata mo`e da ima ekstrem pri dadeniot uslov. 

 Ovie uslovi se potrebni za usloven ekstrem vo to~kata 

M(x0,y0). So dopolnitelno ispituvawe ili vrz osnova na 

prirodata na zada~ata se zaklu~uva dali e taa to~ka na ekstrem 
maksimum ili minimum. 

 Levite strani na sistemot ravenki (3) mo`e da se smetaat 
za parcijalni izvodi na funkcijata 

F(x,y,) = f(x,y) + (x,y). 

 Zada~ata za barawe usloven ekstrem se uprostuva ako se 

sostavi pomo{nata funkcija F(x,y,) i potoa se baraat 
slobodnite ekstremi na taa funkcija. Potrebnite uslovi za 
sloboden ekstrem na pomo{nata funkcija se: 

 


























F

x

f

x x
F

y

f

y y

F
x y

  

  

 

0

0

0

,

,

, .

 

Izneseniot metod se vika Lagran`ov metod na 
neopredelen mno`itel. 

 Ovoj metod mo`e da se pro{iri i na funkcii od pove}e 
promenlivi, a isto taka i pri pove}e uslovi me|u promenlivite. 
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 Neka e dadena funkcijata  u = f(x,y,z)  pri {to x, y i z ne se 

me|u sebe nezavisni, tuku se povrzani so uslovot  (x,y,z) = 0. 

 

 Vo potrebnite uslovi za ekstrem 

























u

x

f

x

f

z

z

x
u

y

f

y

f

z

z

y

   

   

0

0

,

,
            (1') 

parcijalnite izvodi 



z

x
 i 




z

y
 se dobivaat so diferencirawe na 

uslovot  (x,y,z) = 0  po x i po y, 



















x z

z

x

y z

z

y

  

  

0

0

,

.

             (2') 

Od (2') imame: 









z

x
x

z

  ,      








z

y

y

z

  . 

 Ako zamenime vo (1') se dobiva: 























f

x

f

z
x

z

f

y

f

z

y

z

  

  

0

0

,

 

ili 
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











f

x z

f

z x
   ,     













f

y z

f

z y
   , 

od kade {to sleduvaat odnosite: 


















f

x

x

f

y

y

f

z

z

    . 

 Zapi{uvaj}i gi pooddelno sekoe od ravenstvata i zemaj}i 
go predvid uslovot se dobiva sistemot: 

 
























f

x x
f

y y

f

z z

x y z

 

 

 



0

0

0

0

,

,

,

, , .

             (3') 

Od sistemot (3') se dobivaat vrednostite za x, y, z i  za koi 

funkcijata u=f(x,y,z) pri uslov (x,y,z)=0 mo`e da ima ekstrem. 

 Levite strani na ravenkite (3') mo`e da se zemat kako 
parcijalni izvodi na funkcijata 

F(x,y,z,) = f(x,y,z) + (x,y,z). 

 So toa zada~ata za barawe usloven ekstrem na funkcijata 

u=f(x,y,z) pri uslov (x,y,z)=0 se uprostuva ako se sostavi po-

mo{nata funkcija F(x,y,z,) i potoa se baraat nejzinite slobodni 
ekstremi. 

 Potrebnite uslovi za sloboden ekstrem na pomo{nata 
funkcija se: 
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 




































F

x

f

x x
F

y

f

y y

F

z

f

z z
F

x y z

  

  

  

 

0

0

0

0

,

,

,

, , .

 

 
Primer 2. Da se najde to~kata M(x,y,z) vo ramninata 

2x+3y+z12 = 0  vo koja funkcijata  f(x,y,z) = 4x2 + y2 + z2  ima minimum. 

Ako od ravenkata na ramninata z = 12 2x 3y se zameni vo 
dadenata funkcija, se dobiva 

f(x,y,z) = F(x,y) = 4x2 + y2 + (122x3y)2. 

 Stacionarnite to~ki na funkcijata F(x,y) }e gi najdeme od 
ravenkite 

 

 






F

x
x x y

F

y
y x y

    

    

8 4 12 2 3 0

2 6 12 2 3 0

,

,
 

odnosno 

4x + 3y = 12, 

3x + 5y = 18, 

od kade {to  x = 
6

11
,  a  y = 

36

11
. 

 Za najdenite vrednosti na x i y 

A=



2

2
16

F

x
 ,      B=


 

2

12
F

x y
 ,     C=




2

2
20

F

y
 ,  

AC  B2 = 1620  122  > 0, 

t.e. stacionarnata to~ka e to~ka na minimum. Od ravenkata na 

ramninata se nao|a z=
12

11
 , pa baranata to~ka e M(

6

11
,
36

11
,
12

11
). 

 
Primer 3. Od site paralelopipedi, vpi{ani vo elipsoidot 
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x

a

y

b

z

c

2

2

2

2

2

2
1   , 

~ii rabovi se soodvetno paralelni so oskite na elipsoidot, da se 
opredeli onoj, ~ij volumen e najgolem. 

 So M(x,y,z) da go ozna~ime temeto na paralelopipedot koe se 
nao|a vo prviot oktant. 

 Volumenot na paralelopipedot e 

V = 2x2y2z = 8xyz. 
Na{ata zada~a e da go opredelime najgolemiot volumen pri 

uslov x, y i z da ja zadovoluvaat ravenkata na elipsoidot 

x

a

y

b

z

c

2

2

2

2

2

2
1   . 

]e ja formirame pomo{nata funkcija 

F(x,y,z,) = 8xyz +  x

a

y

b

z

c

2

2

2

2

2

2
1  









  

~ii izvodi se:  
















F

x
yz

x

a
F

y
xz

y

b

F

z
xy

z

c

  

  

  

8
2

0

8
2

0

8
2

0

2

2

2

,

,

,

 

x

a

y

b

z

c

2

2

2

2

2

2
1   . 

 Ako prvite tri ravenki gi pomno`ime so x, y i z pri 

pretpostavka x0, y0, z0 se dobiva: 

x

a

xyz2

2

4
 


,     

y

b

xyz2

2

4
 


,     

z

c

xyz2

2

4
 


 

ili 

x

a

y

b

z

c

2

2

2

2

2

2
  , 

od kade {to 

y
b

a
x2

2

2
2 ,      z

c

a
x2

2

2
2 . 
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Ako zamenime vo uslovnata ravenka se dobiva 

3 1
2

2

x

a
 ,  

pa sleduva 

x =
a

3
,     y =

b

3
,     z =

c

3
. 

 Ako barem edna od promenlivite x, y, z e ednakva na nula 

volumenot e najmal, V=0. Za  x =
a

3
,  y =

b

3
  i  z =

c

3
 volumenot }e 

bide najgolem i iznesuva 

Vmax = 
8

3 3

abc
 

 

Zada~i za ve`bawe 
 
 1. Da se najdat ekstremnite vrednosti na funkcijata 

1)  z = x2 + y2
   ako   3x + 2y = 6. 

Odg.:  zmin = 
36

13
. 

  2)  u = x 2y + 2z   ako   x2 + y2 + z2 = 9. 

Odg.:  umin = 9,  za   x =1, y = 2,  z=2;  umax=9  za  x=1, y=2, z=2. 

 2. Od site pravoagolni paralelopipedi so dijagonala 2 3  da se 

opredeli onoj koj ima najgolem volumen. 

Odg.: Kocka,  V=8. 

 3. Vo polusfera so radius R da se vpi{e paralelopiped so naj-

golem volumen. 

Odg.: Rabovite na paralelopipedot se: a=b=
2

3

R
, c=

R

3
, V=

4

3 3

3R
. 

 



 

 
 
 

GLAVA II 
 
 

DVOJNI I TROJNI INTEGRALI 
 

1. DEFINICIJA NA DVOEN INTEGRAL.  

VOLUMEN NA CILINDRI^NO TELO 
 

 Kako {to zada~ata za presmetuvawe plo{tina na krivo-
liniski trapez dovede do poimot za opredelen integral, taka i 
zada~ata za presmetuvawe volumen na telo doveduva do poimot za 
dvoen integral. 

Neka funkcijata 

z=f(x,y) e definirana i 
neprekinata vo sekoja to~ka od 

zatvorenata oblast D vo xOy 
ramninata, (sl. 2.1). 

Oblasta D so mre`a od 
krivi }e ja podelime na 
podoblasti  

D1, D2, ..., Dn. 

Plo{tinata na oblasta 

D }e ja ozna~ime so R, a na 

podoblastite Di so Ri. Vo 

sekoja podoblast Di izbirame 
po edna koja i da bilo to~ka 

(i,i), ja presmetuvame 

vrednosta na funkcijata vo 

izbranite to~ki f(ii i ja sostavuvame sumata In od proizvodite 
f i i( ) , Ri: 

In = f ( ) 1 1, R1+ f ( ) 2 2, R2+ ... + f n n( ) , Rn = 

         = i

n

i
ii P,f 

1

)( .    (1) 

Ovaa suma se vika integralna suma na funkcijata f(x,y) 
vo oblasta D. 

 

 
 

Sl. 2.1. 
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Ako funkcijata  f(x,y)  0  vo oblasta D, toga{ sekoj 

sobirok f i i( ) , Ri mo`e da pretstavuva volumen na eden mal 

cilindar so osnova Ri i visina f i i( ) , . 

Sumata   (1)   e   suma   od   volumenite   na   elementarnite  

cilindri, t.e. volumen na nekoe stepenesto telo. 

Za razli~ni podelbi na oblasta D ili pak pri koj i da 

bilo izbor na to~kite (i,i) se dobivaat razli~ni integralni 

sumi od vidot (1). ]e pretpostavime deka maksimalniot 

dijametar na podoblastite Di (i=1,2,...,n) te`i kon nula koga 

n. (Dijametar na dadena oblast se vika najgolemoto 
rastojanie me|u to~kite na nejzinata granica.) 

Ako funkcijata f(x,y) e neprekinata vo zatvorenata ob-

last D, toga{ postoi granica I na nizata od integralni sumi (1) 

koga maksimalniot dijametar na podoblastite Di te`i kon nula, 

a n. Taa granica I e ista za sekoja niza od integralni sumi (1), 

t.e. ne zavisi nitu od na~inot na delewe na oblasta D, nitu od 

izborot na to~kite (i,i) vo podoblastite Di. 

Taa granica se vika dvoen integral na funkcijata f(x,y) 
vo dadenata oblast D i pi{uvame 

I f P f x y dP
n
diamD

i i
i

n

i
D

i

 


 
 lim , , .

max 0 1

( ) ( )    

Oblasta D se vika oblast na integracija. 

 Ako funkcijata f(x,y)0, toga{ dvojniot integral na 

funkcijata f(x,y) vo oblasta D e ednakov na volumenot na teloto 

ograni~eno so povr{inata z=f(x,y), ramninata z=0 i cilin-

dri~nata povr{ina ~ii generatrisi se paralelni so z-oskata i 

direktrisa e granicata na oblasta D, (sl. 2.1), 

V f x y dP
D

  ( ), . 

 Ako f(x,y)=1, toga{ so dvojniot integral mo`e da se 
presmeta plo{inata na oblasta na integracija 

P dP
D

  .  
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 Kon sostavuvawe sumi od vidot (1) za funkcii od dve 
promenlivi i barawe nivna granica doveduva ne samo zada~ata za 
presmetuvawe volumen na telo tuku i drugi razli~ni zada~i. 

 Na slednite dva primera }e poka`eme kako se presmetuva 
dvojniot integral po definicija. 

 Primer 1. Da se presmeta dvojniot integral 

c dP
D

  

kade {to c e konstanta i D e pravoagolnik ~ii strani se paralelni 
so koordinatnite oski. 

 Oblasta D }e ja podelime na podoblasti Di so pravi paralelni 

na koordinatnite oski x i y. Vo sekoja podoblast (pravoagolnik) iz-

birame po edna koja i da bilo to~ka Mi(i,i). Vrednosta na funkcijata 

vo sekoja od izbranite to~ki e ista, f i i( ) , =c. Neka plo{tinata na 

podoblasta Di e  Ri, toga{ granicata na integralnata suma (1) e 

lim , lim

lim .

max max

max

n
diamD

i i
i

n

i
n
diamD

i

n

i

n
diamD

i
i

n

i i

i

f P c P

c P cP


  

 


 

 



 

 

0
1

0
1

0
1

( )   



 

Geometriski, funkcijata z=c pretstavuva ramnina paralelna 

na xOy ramninata. Ako c  0, toga{ integralot pretstavuva volumen na 

paralelopipedot so osnova D i visina c. 

Primer 2. Da se presmeta  integralot 

x dP
D

  

kade {to oblasta D e kvadrat so temiwa O(0,0), A(1,0), B(0,1) i 
C(1,1), (sl. 2.2). 

Funkcijata f(x,y)=x e neprekinata, zatoa dadeniot integral 

postoi. Oblasta D neka ja podelime so pravi paralelni na 

koordinatnite oski na n2 ednakvi kvadrati. Vo sekoj od niv za to~kata 

(i,i) go izbirame desnoto dolno teme. Plo{tinata na sekoj kvadrat e 

1
2n

, pa integralnata suma  
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In 

 f Pi i i
i

( ) , 
1

 

}e go primi vidot  

In = 
1
2n i

i

 . 

Bidej}i apscisite  i   gi imaat 

vrednostite 
1 2

n n

n

n
, ,... , , i sekoja od 

niv se javuva vo n kvadrati koi 
formiraat vertikalna  redica,  to-
ga{ sumata prima vid   
   

f i
i

i i
i

( ) =  ,   = (
1 2

n n

n

n
  . . . ) n = 

n n

n

2 1

2

( )
, 

a integralnata suma e  

In=
1

2 2

1

2

1

22

2

n

n n

n
( )    

Minuvaj}i na granica koga n se dobiva 

x dP
D

 = lim
n n

 ( )
1

2

1

2

1

2
. 

2. SVOJSTVA NA DVOEN INTEGRAL 

 Dvojniot integral ima analogni svojstva kako i 
opredeleniot integral na funkcija od edna promenliva. 

 ]e spomeneme nekoi svojstva na dvojniot integral bez da 
gi doka`eme. 

 1o Konstanten mno`itel na podintegralnata funkcija 
mo`e da se iznese pred znakot na dvojniot integral 

cf x y dP c f x y dP
D D

( ) ( ), , ,        (c=const). 

 

 
Cl. 2.2.
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 2o Dvoen integral od suma na dve funkcii e ramen na suma 
od dvojnite integrali na sekoja od tie funkcii: 

 f x y g x y dP f x y dP g x y dP
D D D

( ) + ( ) ( ) ( ), , , ,    . 

 3o Ako oblasta na integracija D e podelena na dve pod-
oblasti  D1 i D2  takvi {to  D1 D2 = D  i  D1 D2 = ,  toga{ 

f x y dP f x y dP f x y dP
D D D

( ) ( ) ( ), , , .   
1 2

 

 4o Ako  f(x,y)  g(x,y)  vo oblasta D, toga{ 

f x y dP g x y dP
D D

( ) ( ), , .   

Posebno, ako  g(x,y)  0  vo oblasta D, toga{ 

f x y dP
D

( ), . 0  

 5o Apsolutna vrednost na dvoen integral ne e pogolema 
od dvojniot integral od apsolutna vrednost na 
podintegralnata funkcija 

f x y dP f x y dP
D D

( ) ( ), , .   

 6o Neka funkcijata z=f(x,y) e neprekinata vo 
zatvorenata oblast D so plo{tina P, toga{ postoi to~ka 

(,) od dadenata oblast taka {to 

f x y dP f P
D

( ) ( ), , .    

(Ova svojstvo e poznato kako teorema za sredna vrednost kaj 
dvojnite integrali.) 
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3. PRESMETUVAWE NA DVOEN INTEGRAL 

 

Pri presmetuvawe na dvojniot integral  f x y dP
D

,  vo 

Dekartovi koordinati oblasta na integracija D ja delime na 

podoblasti so pravi paralelni so koordinatnite oski, x=const, 
y=const. Toga{ podoblastite se pravoagolnici. Plo{tinata na 

sekoj takov pravoagolnik }e bide ednakva na proizvodot xiyk. 
Zatoa vo Dekartov pravoagolen koordinaten sistem za element 

na povr{inata  zemame dP=dxdy, i 

 f x y dP
D

, =  f x y dxdy
D

, . 

 10 Neka oblasta na integracija D e pravoagolnik 

a  x  b,    c  y  d. 

 Pri presmetuvawe na dvojniot integral }e go imame 
predvid faktot deka toj pretstavuva volumen na cilindri~no 

telo so osnova D, ograni~eno odozgora so povr{inata  z=f(x,y), 

V =  f x y dxdy
D

, .             (1) 

 Poznato ni e od porano deka volumen na telo so poznat 

napre~en presek  S(x)  se presmetuva so formulata 

V =  S x dx
a

b

.               (2) 

 Ovaa formula sega }e ja koristime za presmetuvawe na 
dvoen integral. 

 Ako razgleduvanoto telo (sl. 2.3) go prese~eme so ram-

nina  x=const  se dobiva krivoliniski trapez ~ija plo{tina S(x) 
se presmetuva so integral od funkcijata f(x,y) smetaj}i ja kako 

funkcija od promenlivata y koja se menuva od  s do d,  t.e. 

S(x) =  f x y dy
c

d

, . 

S(x) e plo{tinata na napre~niot presek na teloto, a x=a i x=b se 
ramnini {to go ograni~uvaat teloto. 
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 Primenuvaj}i ja formulata (2) se dobiva 

V=   
b

a

dxxS   dxdyyxf
b

a

d

c
  








,  

ili se pi{uva 

 f x y dxdy
D

, =  dx f x y dy
a

b

c

d

  ,             (3) 

 Ako teloto go prese-

~eme so ramnina y=const se 
dobiva napre~en presek ~ija 
plo{tina e 

S(y) =  f x y dx
a

b

, . 

Pri ovaa integracija y se 
smeta za konstanta. 

 Volumenot na teloto, 
pri poznat napre~en presek 

S(y) i ramninite y=c, y=d 
{to go ograni~uvaat, }e go 
presmetame po formulata 

V =  S y dy
c

d

  

  

  








 f x y dx dy

a

b

c

d

,  

ili pi{uvame 

 f x y dxdy
D

, =  dy f x y dx
c

d

a

b

  , .            (4) 

 Za razlika od (3) vo (4) e izmenet redosledot na 
integrirawe. Vo (4) integracijata se izveduva prvo po 

promenlivata x, smetaj}i deka promenlivata y e konstanta. So 

taa integracija zamenuvaj}i gi granicite x=a i x=b se dobiva 

funkcija od promenlivata y, a potoa, dobienata funkcija od y se 

integrira vo granici od c do d i se dobiva vrednosta na 
integralot. 
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Vrednosta na integralot ne zavisi od redosledot na 
integriraweto. Vo slu~aj koga oblasta na integriraweto e 
pravoagolnik seedno e koj redosled na integracija }e se izbere. 
Promenata na redosledot ima bitno zna~ewe vo olesnuvawe na 
presmetuvaweto na dvojnite integrali koga oblasta na integ-
racija ne e pravoagolnik. 

 Spored toa, presmetuvaweto na dvojniot integral se 
sveduva na posledovatelno presmetuvawe na dva obi~ni 
opredeleni integrali. 

 Primer 1. Da se presmeta integralot 

x

y
dxdy

D

2

21 ,  

kade {to oblasta D  e pravoagolnikot 

0  x  2,    0  y  1. 

 Imame 

x

y
dxdy

D

2

21 
 dx

x

y
dy x dx

dy

y0

2 2

2
0

1
2

0

2

2
0

1

1 1   



  

                  x arctgy dx x dx2

0

1 2

0

2

0

2

4

2

3

 
. 

 20 Neka oblasta na integracija D e ograni~ena so kri-
vite S1  i S2 zadadeni soodvetno so ravenkite y=y1(x) i y=y2(x) i 
pravite x=a i x=b. Da pretpostavime deka funkciite y1(x) i 

y2(x) se neprekinati na segmentot a,b i y1(x)  y2(x),  (sl.2.4). 

        Neka funkcijata z=f(x,y) e 

neprekinata vo oblasta D. Vo 
ovoj slu~aj imame cilindri~no 
telo ograni~eno so 
cilindri~nite povr{ini 

y=y1(x), y=y2(x) i ramninite 

x=a, x=b, povr{inata z=f(x,y) 
i ramninata z=0. Ako teloto 
go prese~eme so ramninata 

x=const se dobiva 
krivoliniski trapez ~ija 

plo{tina S(x) se presmetuva so 

integralot od funkcijata f(x,y) 
razgleduvaj}i ja kako funkcija 

od edna promenliva y koja se menuva od ordinatata y1(x) na 

 

 
Sl. 2.4. 
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to~kata R do ordinatata y2(x) na to~kata Q (to~kata R e to~ka na 

krivata S1, a to~kata Q e to~ka na krivata S2 za izbrana 

vrednost na x). 

   
 

 

S x f x y dy
y x

y x

  ,
1

2

. 

 Spored formulata (2) volumenot na teloto e 

V =  S x dx
a

b

  
 

 

f x y dy dx
y x

y x

a

b

,
1

2










  

ili pi{uvame 

 f x y dxdy
D

,  =  
 

 

dx f x y dy
a

b

y x

y x

  ,
1

2

.            (5) 

 Pri presmetuvawe na dvojniot integral po formulata (5) 
prvo se presmetuva vnatre{niot integral so promenlivi 

granici, smetaj}i ja pritoa promenlivata x za konstanta, a potoa 

dobienata  funkcija  od  x  se  integrira  po  x  vo  granicite  od a 

do b. 

 Analogno se presmetuva 
dvojniot integral od 

funkcijata z=f(x,y) vo oblasta 

D, ograni~ena so krivite ~ii 
ravenki se neprekinati 

funkcii  x=x1(y)  i  x=x2(y),  
pravite y=c i y=d . Pretposta-

vuvame deka na segmentot c,d,  
x1(y)x2(y),  (Sl. 2.5). 

 Vo ovoj slu~aj imame 
cilindri~no telo ograni~eno 
so cilindri~nite povr{ini  

x=x1(y), x=x2(y), ramninite y=c, y=d, povr{inata z=f(x,y) i 

ramninata z=0. 

 Ako teloto go prese~eme so ramnina y=const plo{tinata 
na napre~niot presek e 

   
 

 

S y f x y dx
x y

x y

  ,
1

2

. 

 

Volumenot na teloto e 
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   
 

 

V S y dy f x y dx dy
c

d

x y

x y

c

d

 












  ,
1

2

 

ili pi{uvame 

 f x y dxdy
D

, =  
 

 

dy f x y dx
x y

x y

c

d

,
1

2

 .            (6) 

 Pri presmetuvawe na dvoen integral po formulata (6) 
prvin se presmetuva vnatre{niot integral so promenlivi 

granici, pritoa smetaj}i promenlivata y da e konstanta i potoa 

dobienata funkcija od y se integrira po promenlivata y vo 

granici od c do d. 

 30 Neka oblasta D e ograni~ena so zatvorena kriva ~ija 

ravenka e F(x,y)=0, koja so pravi paralelni so koordinatnite 
oski se se~e najmnogu vo dve to~ki. 

 Na krivata povlekuvame tangenti paralelni so 
koordinatnite oski 

 Na primer, ako povle~eme tangenti paralelni so y-os-
kata, toga{ krivata se podeluva na dve krivi ~ii ravenki se 

y=y1(x) i y=y2(x), (sl. 2.6) i spored prethodniot slu~aj imame 

 f x y dxdy
D

, =  
 

 

dx f x y dy
a

b

y x

y x

  ,
1

2

. 

 

 

 
 

  Sl. 2.6.   Sl. 2.7. 
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 Ako povle~eme pravi paralelni so x-oskata, toga{ 

krivata se razbiva na dve krivi ~ii ravenki se  x=x1(y)  i  

x=x2(y), (sl. 2.7). Vo ovoj slu~aj imame 

 f x y dxdy
D

, =  
 

 

dy f x y dx
x y

x y

c

d

,
1

2

 . 

 Primer 2. Da se presmeta dvojniot integral 

 x y dxdy
D

 , 

kade {to D e oblasta ograni~ena so pravata y=x i parabolata 
y=x2 . 

 Oblasta na 

integracija D e pretstavena 
na sl. 2.8. So re{avawe na 
sistemot ravenki  

y = x   i y = x2
 

se dobivaat prese~nite 
to~ki na pravata i 

parabolata O(0,0) i A(1,1). 

 To~kata M(x,y) }e 

pripa|a na oblasta D  ako 

pri fiksno x (0  x  1), 
promenlivata y se menuva od 
parabolata do pravata, t.e.  

x2
  y  x,  pa imame 

 x y dxdy
D

 =  dx x y dy xy
y

dx
x

x

x

x

0

1 2

0

1

2 2
2

    








   

   =
3

2 2

3

20
2 3

4

0

1

x x
x

dx 








  . 

 Primer 3. Da se presmeta volumenot na teloto ograni~eno 
so cilindri~nata povr{ina  z = 4x2,  koordinatnite ramnini i 
ramninata  2x+y=4,  (x  0). 

Teloto e pretstaveno na sl. 2.9. 

 Oblasta na integracija  e triagolnik ograni~en so pravite 

2x+y=4 , x=0, y=0, (sl. 2.10). 
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Volumenot na teloto e 

V=    z dxdy dx x dy y x y dy
x

x      



4 42

0

4 2
2

0

4 2

0

2

0

2

 

         =  16 8 4 2
40

3
2 3

0

2

    x x x dx . 

 Primer 4. Da se presmeta plo{tinata na likot ograni~en so 
pravite  y =1,   x+y = 0  i kru`nicata x2 + y2 + 2y = 0. 

Likot e pretstaven so 
isen~eniot del na sl. 2.11. Od 
ravenkata na kru`nicata sleduva 

 x y   1 1
2

. 

Plo{tinata na likot }e ja 
presmetame po formulata 

P dxdy
D

  . 

 Vo ovoj slu~aj poednostav-

no }e bide ako za promenlivata y 

zememe konstantni granici, t.e. 

1  y  0, 

promenlivata x }e se menuva od  x =   1 1
2 y  do  x = y. 

 
 

 

 
 

 

Sl. 2.10. 
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Spored toa imame 

   

P dy dx x dy

y

y

y

y

  
   



   



  
1

0

1 1 1

0

1 12 2

 

               





    
 

 y y dy
y

y dy1 1
2

1 1
2

2

1

0
2

1

0

1

0

. 

Ovoj integral }e go re{ime so smenata 

y+1 = sint,    dy = cost dt. 

Ako gi promenime granicite se dobiva  za  y =1,  t = 0,  a  za 

y = 0,  t =

2

  pa imame 

P t dt
t t

    






  1

2

1

2 2

2

4

1

2 4
2

0

2

0

2

cos
sin/ / 


. 

 Ako go promenime redot na integracija, t.e. ako za 

promenlivata x zememe konstantni granici, toga{ oblasta D }e ja 

podelime na dve oblasti ~ii plo{tini se R1  i  R2. Spored slikata 
imame: 

P = P1 + P2 . 

P dx dy y dx x dx
x x

1
1

0

1

1 1

1

0

1

1 1

2

1

02
2

1   
 

  

 

  



    . 

So smenata x=sint, dx=cost dt  i promena na granicite na integracija se 
dobiva: 

P t dt
t

dt1
2

2

0

2

0 1 2

2 4
 




 

 cos
cos

/ / 


; 

  P dx dy y dx x dx
x x

2
1 0

1

0

1

1 0

1

1
1

2
     









   , 

i kone~no 

P  

4

1

2
. 
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Zada~i za ve`bawe 
 

 1. Da se presmetaat dvojnite integrali 

  a)   xy dxdy
D

 , 

kade {to D e oblasta ograni~ena so krivite  y =x2
  i  y2

 =x ; 

  b)    x y dxdy
D

 , 

kade {to D e oblasta ograni~ena so pravite  y = 0,  y = x,  x + y = 2. 

Odg.:  a) 
1

12
;    

b)  
2

3
. 

 2. Vo integralot 

0

2

1

 dxdy
ex

 

da se promeni redot na integracija, a potoa da se presmeta negovata 
vrednost. 

Odg.:  e2  3. 

 3. Da se presmeta volumenot na teloto ograni~eno so 

cilindri~nite povr{ini  z = 4  y2
, y

x


2

2
 i ramninata  z = 0. 

Odg.:  
256

21
. 

 4. Da se presmeta volumenot na teloto ograni~eno so 

cilindrite  x2 + y2 = a2 
 i  x2 + z2  = a2

 . 

Odg.:  
16

3

3a
. 

 5. Da se presmeta volumenot na teloto ograni~eno so parabo-

loidot  y2 + z2 = 4x,  cilindarot  y2 = x  i ramninata  x = 3.  

Odg.:   3 4 3 3  . 
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4. DVOEN INTEGRAL VO 

 POLARNI KOORDINATI 
 

 Dvojniot integral 
D

dPy,xf )(  dosega go presmetuvavme 

vo Dekartov pravoagolen koordinaten sistem. Neka sega zememe 
polaren koordinaten sistem ~ij pol e vo koordinatniot po~etok, 

a polarnata oska se sovpa|a so x-oskata. Za da se presmeta 

dvojniot integral od funkcijata z=f(x,y) vo oblasta D vo 
polarni koordinati, taa oblast ja razbivame na parcijalni 

oblasti Di so dve sistemi na linii =const i =const. 

Liniite  =const  se  koncentri~ni kru`nici so  centar 

vo polot, a liniite  =const  se zraci ~ij  po~etok  e vo polot  
(sl. 2.12).  

Plo{tinite na parci-

jalnite oblasti Di neka gi 

ozna~ime soodvetno so Pi 
Parcijalnite povr{ini se 
krivoliniski ~etiriagolnici 
ograni~eni so laci na 
koncentri~nite kru`nici i so 
nivnite radiusi. Poznato ni e 
deka plo{tinata na kru`en 
ise~ok se presmetuva so 
formulata 

P
r


2

2


. 

Ovaa formula }e ja primenime pri presmetuvawe plo{tina na 

parcijalnite oblasti Di: 

Pi= P P
i i i iON M ON M 


1 1

, 

Pi=  1

2

1

2 2

2 2  i i i i i i
i

i i   




  


  ,  

ili  

Pi = i'i i   kade {to   i'=i
i


2

, 

a toa e aritmeti~ka sredina od radiusite i   i   i+1. 
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 Neka e dadena funkcijata z=f(x,y) koja e neprekinata vo 

oblasta D. Za taa funkcija }e ja sostavime integralnata suma 
izbiraj}i gi za proizvolni to~ki od parcijalnite oblasti 

to~kite ( i , i ) 

 I f Pn i i i
i

n



  , 

1

, 

 I fn i i i i i i i
i

n

     

     cos , sin  

1

, 

 I Fn i i i i i
i

n

   

   ,  

1

. 

Desnata strana e integralna suma za funkcijata F(, ) 

po promenlivite  i  . 

Granicata na ovaa suma koga maksimalniot dijametar na 

podoblasta Di te`i kon nula pri koja i da bilo podelba, koga 

brojot na delewe n te`i kon  i pri koj i da bilo izbor na 

to~ite ( i , i ) e dvojniot integral 

I =  F d d
D

    , . 

Elementot na plo{tinata vo Dekartovi koordinati e dP= 
dx dy, a vo polarni koordinati e  dP =  d d . 

Zna~i , ako e daden dvojniot integral 

 f x y dxdy
D

,  

vo Dekartovi koordinati, }e se transformira vo polarni 

koordinati koga }e se zamenat x i y vo podintegralnata funkcija 

soodvetno so  x =  cos   i  y =  sin , a proizvodot  dx dy se 

zameni so   d d ,  t.e. imame 

I =  f x y dxdy
D

, =  f d d
D

      cos , sin = 

         =  F d d
D

    , . 
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4.1. Presmetuvawe na dvoen integral  
vo polarni koordinati 

 
 Presmetuvaweto na dvojniot integral vo polarni 
koordinati, isto kako i vo Dekartovi koordinati, se sveduva na 
presmetuvawe na dva posledovatelni opredeleni integrali po 

promenlivite  i . 

 Postojat dve mo`nosti pri presmetuvawe na dvoen inte-
gral vo polaren koordinaten sistem {to zavisat od toa dali 
polot pripa|a vo oblasta na integracija ili ne pripa|a. 

 1) Neka polot ne e vo oblasta na integracija i neka 

liniite =const i  =const ne ja se~at granicata na oblasta D vo 

pove}e od dve to~ki. Zracite  = 1 i  = 2 ja delat granicata 

na oblasta (sl.2.13) na dve krivi  

 = 1( )   i    = 2( ),             (1( )  2( )). 

 Integrirame prvin po  vo granici od 1( ) do 2( ) ze-

maj}i go   za konstanta, a potoa po  vo granici od  1 do  2, t.e. 

 f x y dxdy
D

, =  F d d
D

    , =  
 

 

d F d    




 

 

1

2

1

2

  , . 

 

 2) Neka polot e vo oblasta na integracijata, a ravenkata 

na krivata {to ja ograni~uva taa oblast e  =( ),  i neka sekoj 

polaren radius ja se~e  granicata  na taa oblast vo edna  to~ka 

(sl. 2.14). Toga{ promenlivite  i   se menuvaat vo granici 

0    2,     0    ( ), 

pa imame: 

 
Sl. 2.13. 

 
Sl. 2.14.
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 F d d
D

    ,  =  
 

d F d    
 

,
00

2

 . 

 Ako oblasta na integracija e del od kru`en prsten 

R1    R2  i   1      2, 

toga{ granicite na integriraweto se konstantni po dvete 
promenlivi 

I =  d F d
R

R

    




1

2

1

2

  , . 

 Posebno, ako  F(, ) = 1,  toga{ so dvojniot integral se 

presmetuva plo{tinata na oblasta na integracija, t.e. 

P =   d d
D

 . 

 
 Primer 1. Neka oblasta D  e krugot so centar vo polot i 
radius R t.e.   = R  e ravenkata na kru`nicata {to ja ograni~uva 
oblasta D,  toga{ imame 

I =  d f d
R

      


cos , sin
00

2

 . 

 
 Primer 2. Oblast na integracija neka e krugot 

x2+y2    ax. 

 Ravenkata na kru`nicata {to ja ograni~uva oblasta na 

integracija vo polarni koordinati e   = acos ,  a promenlivite se 

menuvaat vo granici 

  





2 2
,     0    acos , 

pa imame 

I =  d f d
a

      






cos , sin
cos

0
2

2




. 
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Primer 3. Da se prasmeta integralot 

I =  x y dxdy
D

2 2 ,  

kade {to oblasta na integracija D e krugot  x2 + y2  2y  0. 
 

Integralot }e go re{ime 
minuvaj}i vo polarni koordinati 

x =  cos ,    y =  sin ,   

 dxdy =  d d . 

Ravenkata na kru`nicata vo polarni 
koordinati e 

 = 2 sin , 

pa oblasta D (sl. 2.15) e opredelena so 
neravenstvata 

0    ,     0    2 sin . 

 Za integralot dobivame 

I d d d d
D

         


2 3

0

2

0

sin 


 
4

0 0

2

4









 

sin

d     

  =4 sin
cos4

0

2

0

4
1 2

2
 




 

d d







    

   =
3

2
2

4

8

3

20




 


 






 sin

sin
. 

 

Primer 4. Da se presmeta volumenot na teloto ograni~eno 
so povr{inite 

x2 + y2 + z2 = a2,     x2 + y2 = ax    (vo cilindarot). 

 Volumenot na teloto ograni~eno so sferata  x2 + y2 + z2 = a2
  i 

cilindarot  x2 + y2 = ax   (sl. 2.16) e 

V z dx dy a x y dxdy
DD

   2 2 2 2 2
, 

kade {to D e oblasta vo xOy ramninata ograni~ena so kru`nicata 

x2+y2=ax, (sl. 2.17). Bidej}i teloto e simetri~no vo odnos na xOy i xOz 
ramninite, toga{ ako se zadr`ime na prviot oktant imame 

 

x 

y 

1 

O 

Sl. 2.15. 
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V
a x y dxdy

D
4

2 2 2

1

   , 

D1 e isen~eniot del od krugot (sl. 2.17). 

 

Minuvame vo polarni koordinati 

x =  cos ,    y =  sin ,    dxdy =  d d . 

Ravenkata na kru`nicata  x2 + y2 = ax  vo polarni koordinati e 

 = acos . Za oblasta D1 promenlivite    i    se menuvaat vo 

granicite 

0
2

 


,     0    a cos , 

pa sleduva 

 V
d a d a d

a

a

4

1

3
2 2 2 2 3 2

0

2

0 00

2

    






      






/
cos

cos

 

      =  a
d

a3
3

0

2 3

3
1

3 2

2

3
  







 sin  




, 

V
a

 





4

3 2

2

3

3 
. 

 

 

 
Sl. 2.16.   Sl. 2.17. 
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Zada~i za ve`bawe 
 
1. Minuvaj}i vo polarni koordinati da se presmetaat 

integralite 

 a) 1 2 2  x y dxdy
D

 

ako oblasta na integracija D e delot od krugot x2+y2  1 vo prviot 

kvadrant. 

Odg.:  

6

. 

  b) arctg
y

x
dxdy

D
  

kade {to oblasta D e  x2 + y2  9,  x2 + y2  1, y x
1

3
,  y x 3 . 

Odg.:  
 2

6
. 

 2. Da se presmeta plo{tinata na likot ograni~en so krivite 

x2 + y2 = 2x,     x2 + y2 = 4x,     y = x,     y = 0. 

Odg.:   3

4
2  . 

 3. Da se presmeta volumenot na teloto ograni~eno so 

povr{inite  4z = 16 x2 y2,  z = 0,  x2 + y2 = 4   (nadvor od cilindarot). 

Odg.  18  . 

 4. Da se presmeta volumenot na teloto ograni~eno so 

povr{inite   az = x2 + y2
   i   x2 + y2  ay = 0 . 

Odg.: 
3

32

3a 
. 

 5. Da se presmeta volumenot na teloto ograni~eno so 

povr{inite   x2 + y2 + z2  = a2  i  (x2+y2)2  = a2(x2y2). 

Odg.:   2

3

8

9
4 2 53 3a a  . 

 6. Da se presmeta volumenot na elipsoidot 
x

a

y

b

z

c

2

2

2

2

2

2
1   . 

Upatstvo:  Se voveduvaat poop{teni polarni koordinati 

x=a cos ,  y=b sin , dP = ab d d  . 

Odg.:  
4

3

abc
. 
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5. PRESMETUVAWE PLO[TINA NA POVR[INA 
 

 Neka e dadena edna povr{ina  so ravenka z=f(x,y), kade 

{to f(x,y) e neprekinata funkcija i ima neprekinati parcijalni 

izvodi od prv red vo oblasta D od xOy ramninata. 

Se postavuva zada~a: da se presmeta plo{tinata na delot 

od povr{inata z=f(x,y) koj go 
otsekuva cilindri~nata povr-
{ina ~ii generatrisi se para-

lelni so z-oskata, a 
direktrisata e granicata na 

oblasta D. 

 Oblasta D ja delime na n 
podoblasti 

D1, D2, ..., Dn 

~ii plo{tini soodvetno gi 
ozna~uvame so 

P1, P2, ..., Pn. 

 Vo sekoja od tie podob-

lasti Di izbirame po edna koja i 

da bilo to~ka (i,i). Na sekoja taka izbrana to~ka (i,i) i 

odgovara to~ka Mi(i,i,f(i,i)) na povr{inata. Vo to~kata Mi 
povlekuvame tangentna ramnina ~ija ravenka e:  

z  f(i,i) = f x (i,i)·(xi) + f y (i,i)·(yi). 

Na taa ramnina zemame elementarna povr{ina Ti  {to ja sodr`i 

to~kata Mi(i,i,i) i se proektira vo xOy ramninata vo 

podoblasta Di (sl. 2.18). Taa elementarna povr{ina pribli`no e 

ednakva na elementarnata povr{ina Si na povr{inata z=f(x,y) 
koja, isto taka, se proektira vo podoblasta Di, (TiSi). So 

oznakite Ti i Si neka se ozna~eni soodvetno i plo{tinite na 
tie elementarni povr{ini. 

 Sumata od plo{tinite na site tie elementarni povr{ini 

Ti e: 

Ti
i

n




1

, 

i pribli`no e ednakva na plo{tinata S na povr{inata. 

 
Sl. 2.18. 
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 Grani~nata vrednost na ovaa integralna suma koga n  i 

max diam Si  0 se zema za plo{tina na delot od povr{inata 

z=f(x,y) koj se proektira vo oblasta D od xOy ramninata 

S T
n
diam S

i
i

n

i




 
lim

max 


0 1

.            (1) 

Od elementarnata geometrija e poznato: ako dve ramnini 
gradat agol  i ako figurata so plo{tina T od ednata ram-
nina se proektira vo figurata so plo{tina P vo drugata 
ramnina, toga{ va`i 

P = T cos. 

Bidej}i Pi e proekcija na Ti vrz ramninata xOy imame 

Pi = Ti  cosi   ili   Ti = 
Pi

icos 
            (2) 

i e agolot {to go zagraduvaat xOy ramninata i tangentnata 

ramnina vo to~kata Mi. Vektorot  k


= (0,0,1)  e normalniot 

vektor na xOy ramninata, a vektorot  in


 = ( f x (i,i), f y (i,i), 1) 

e normalniot vektor na tangentnata ramnina vo to~kata Mi . 

   Od vektorska algebra e poznato deka 

 
i

i
i

nk

n,k
cos 


  

t.e. 

   
cos

, ,


   
i

x i i y i if f




   

1

12 2
.            (3) 

 Od (2) i (3) sleduva 

T i=    1 2 2   f fx i i y i i   , ,  Pi.           (2') 

Zamenuvaj}i go (2') vo (1) se dobiva 

   S f f
n

diam S

x i i y i i
i

n

i

    


 
lim , ,

max  0

2 2

1

1     Pi . 
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Grani~nata  vrednost  na ovaa suma koga  n   i koga 

maxdiam Si  0, po definicija, pretstavuva dvoen integral 

S
z

x

z

y
dxdy

D

 






 









 1

2 2






.           (4) 

So pomo{ na Mon`ovite oznaki formulata za 
presmetuvawe plo{tina na povr{ina (4) mo`e da se zapi{e vo 
vid 

S p q dxdy
D

   1 2 2 . 

Neka ravenkata na povr{inata e dadena vo impliciten 

vid F(x,y,z)=0. Vo izrazot (4) zamenuvaj}i gi izvodite 



z

x
 i 




z

y
 so 

izrazite dobieni so diferencirawe na implicitnata funkcija 

F(x,y,z)=0, 




z

x
 = 

 
 




F x y z

F x y z
x

z

, ,

, ,
,     




z

y
 = 

 
 




F x y z

F x y z

y

z

, ,

, ,
 

se dobiva 

S

F

x

F

y

F

z

F

z

dxdy







 









 























2 2 2

. 

 Primer 1. Da se presmeta 
plo{tinata na delot od 

povr{inata z
x


2

2
 {to go 

otsekuvaat ramninite  

y
x


2

, y x 2  i x  2 2 . 

 Plo{tinata na delot od 
povr{inata (sl. 2.19) }e ja 
presmetame po formulata 

S p q dxdy
D

   1 2 2
. 

Parcijalnite izvodi na 

funkcijata  z
x


2

2
  se: 

 
Sl.2.19. 
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p
z

x
x q

z

y
   







, 0 .  

Oblasta na integracija D e likot ograni~en so pravite 

y
x


2

, y x 2  i x  2 2 , t.e. 

0  x  2 2 ,   
x

y x
2

2  , 

pa sleduva 

S dx x dy x y dx

x

x

x

x

     
0

2 2
2 2

0

2 2

2

2

2

2

1 1

//

 

  =  3

2
1

1

2
1 132 2 3

0

2 2

0

2 2

x x dx x    . 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

 1. Da se presmeta plo{tinata na delot od ramninata x+y+z=2a, 

koj {to le`i vo prviot oktant i e ograni~en so cilindarot x2+y2=a2. 

Odg.:  
a 2

4
3 . 

 2. Da se presmeta plo{tinata na delot od paraboloidot 

2z=x2+y2
  {to go otsekuva cilindarot  x2 + y2 = 1. 

Odg.:   2

3
2 2 1


 . 

 3. Da se presmeta plo{tinata na delot od cilindarot x2+z2=R2
 

{to se nao|a vo cilindarot  x2 + y2 = R2. 
Odg.:  8R2. 

 4. Da se presmeta plo{tinata na delot od konusot z2=x2+y2
 {to 

go otsekuva ramninata z
x

 





2
2

1 , a le`i nad  xOy  ramninata. 

Odg.:  8  . 

 5. Da se presmeta plo{tinata na delot od konusot 

z x y 2 2
 {to go otsekuvaat ramninite  x = 0,  y = 0,  x+y = 1, 

x+y=2  i le`i vo prviot oktant. 

Odg.:  
3

2
2 . 
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6. PRIMENA NA DVOEN INTEGRAL  

VO MEHANIKATA 

 

6.1. Masa na ramna plo~a so promenliva gustina 

 

 Neka vo oblasta D vo xOy ramninata e raspredelena 

nekoja materija. Ako P e plo{tinata na edna elementarna 

podoblast od oblasta D na koja i odgovara masa m, odnosot 



m

P
 

se vika sredna povr{inska gustina na materijata vo 

podoblasta P. Povr{inskata gustina na materijata vo 

to~kata M(x,y) se vika granicata na odnosot 



m

P
, koga 

podoblasta P te`i kon to~kata M(x,y), t.e. 

 


lim
P 0




m

P
. 

 Povr{inskata gustina  vo toj slu~aj }e zavisi od po-

lo`bata na to~kata M(x,y) t.e. 

 = (x,y). 

 Ako gustinata e postojana (konstantna), toga{ imame 
homogena plo~a ~ija masa }e bide 

M =P, 

kade {to P e plo{tinata na plo~ata t.e. plo{tinata na oblasta 

D {to ja zafa}a plo~ata. 
 

 Neka imame nehomo-
gena plo~a, ~ija gustina e ne-

prekinata funkcija = (x,y) 

(sl. 2.20). 

 Oblasta D {to ja zav-

zema plo~ata vo xOy 
ramninata ja delime na 
podoblasti 

D1, D2, ..., Dn , 

~ii plo{tini soodvetno se  

P1, P2, ..., Pn . 

 
 

Sl. 2.20. 
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 Vo sekoja od tie podoblasti Di izbirame po edna koja i da 

bilo to~ka Mi(i,i). 

 Vo sekoja podoblast }e smetame deka gustinata vo sekoja 

to~ka e ednakva so gustinata vo izbranata to~ka, (i,i). 
Proizvodot (i,i) Pi pribli`no e ednakov na masata na 

podoblasta Di . 

 Masata na plo~ata pribli`no e ednakva na sumata od 

proizvodite  (i,i) Pi , (i=1,2,...,n), t.e. 

 M Pn i i i
i

n



  , 

1

. 

 Grani~nata vrednost na ovaa integralna suma koga n i 
sekoja podoblast se namaluva, taka {to te`i kon to~ka, }e ja dade 

masata na plo~ata {to ja zafa}a oblasta D: 

   M x y dP x y dxdy
D D

   , , . 

6.2. Stati~ki momenti i koordinati na te`i{teto  

na ramna plo~a 
 

 Stati~kite momenti na plo~ata vo odnos na 
koordinatnite oski }e gi najdeme ako zamislime deka masata na 

podoblastite Di e skoncentrirana vo to~kite Mi(i,i). 
Statisti~kite momenti na dobieniot sistem od materijalni 

to~ki vo odnos na oskite x i y soodvetno se: 

 M x
n      i i i i

i

n

P, 



1

,     
 M y
n      i i i i

i

n

P, 



1

. 

Minuvaj}i na grani~ni vrednosti koga dijametrite na site 

podoblasti Di te`at kon nula koga n   se dobiva: 

 M y x y dxdyx
D

   , ,      M x x y dxdyy
D

   , . 

 Koordinatite na te`i{teto se nao|aat po formulite: 

 

 x
M

M

x x y dxdy

x y dxdy

y D

D

T  








,

,
,     

 

 y
M

M

y x y dxdy

x y dxdy
x D

D

T  








,

,
. 
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 Ako plo~ata e homogena t.e. (x,y)=const, toga{ 

koordinatite na te`i{teto se presmetuvaat po formulite: 

x

x dxdy

P
D

T 


,     y

y dxdy

P
D

T 


, 

kade {to P e plo{tina na plo~ata. 

6.3. Momenti na inercija na ramna plo~a 

 Moment na inercija na materijalna to~ka M so masa m 
po odnos na nekoja oska ili koordinatniot po~etok se vika 
proizvodot od masata i kvadratot na rastojanieto r na taa 
to~ka do taa oska, odnosno koordinatniot po~etok (I=mr2). 

 Moment na inercija na sistem od materijalni to~ki so 

masi m1, m2, ..., mn vo odnos na nekoja oska, odnosno 
koordinatniot po~etok O(0,0) e ednakov na sumata od momentite 
na inercija na tie to~ki 

I m ri i
i

n



 2

1

. 

 Neka imame ramna plo~a ~ija gustina na masata e ednakva 
na edinica vo site to~ki . 

 Ako plo~ata ja podelime na podoblasti Di so plo{tini 

Pi  (i=1,2,...,n), toga{ momentot na inercija na podoblasta Di vo 
odnos na koordinatniot po~etok e : 

Ii = (i
2+i

2) Pi. 

 Ako ja sostavime sumata od tie momenti 

  i i i
i

n

P2 2

1



  , 

taa pretstavuva integralna suma na funkcijata 

f(x,y) = x2 + y2 

vo oblasta D. 

 Momentot na inercija na plo~ata }e go najdeme kako 

granica na taa suma koga n   i dijametarot na site podoblasti 

Di te`i kon nula, 
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   I P x y dxdy
n
diamD

i i i
i

n

D
i

0

0

2 2

1

2 2   


 
 lim

max

   . 

 Momenti na inercija na plo~ata po odnos na 

koordinatnite oski x i y soodvetno se: 

I y dxdyx
D

  2
,     I x dxdyy

D

  2
. 

 

 Primer 1. Da se najde 
masata na plo~ata koja ima 
forma na kru`en prsten, ako 
povr{inskata gustina, vo se-
koja nejzina to~ka e obratno 
proporcionalna so kvadratot 
na rastojanieto na taa to~ka 
od centarot na prstenot. 

 Centarot na prstenot 
neka e vo koordinatniot po~e-
tok, a radiusite na kru`nicite 
{to  go  ograni~uvaat  neka  se  

r  i R, (sl. 2.21). 

 Povr{inskata gustina e 

(x,y) = 
k

x y2 2
, 

kade {to k e koeficient na proporcionalnost. 

 Masata na plo~ata e 

 M x y dxdy
k

x y
dxdy

DD

 


 , 2 2 , 

kade {to D e oblasta vo ramninata xOy {to ja zafa}a plo~ata. 

 Integralot }e go presmetame minuvaj}i vo polarni 

koordinati. Oblasta D e opredelena so neravenstvata 

0 2     , r R . 

Vo toj slu~aj imame 

M k d
d

k k
R

rr

R

r

R

    


  


0

2

2 2ln ln . 

 

 
 

Sl. 2.21. 
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 Primer 2. Da se najdat koordinatite na te`i{teto na 
gornata polovina od krugot x2+ y2   R2, ako gustinata na masata e 
konstantna vo sekoja to~ka. 

 Koordinatite na te`i{teto }e gi presmetame po formulite 

x
M

M

x dxdy

dxdy

y D

D

T  




,     y

M

M

y dxdy

dxdy

x D

D

T  




. 

 Integralite }e gi presmetame minuvaj}i vo polarni 

koordinati. Oblasta D e opredelena so neravenstvata 

0 0     , R ;     dxdy =  d d , 

pa imame 

I x dxdy d d
D

R R

1
0

2

0 0

3

0
3

0         
 

cos sin , 

 I y dxdy d d
R

D

R R

2
0

2

0 0

3

0

3

3

2

3
          

 

sin cos . 

 Bidej}i oblasta D e polukrug so radius R 

dxdy
R

D

 
 2

2
. 

 Spored toa, koordinatite na te`i{teto se : 

xT = 0,     yT =
4

3

R


. 

 Primer 3. Da se presmeta momentot na inercija na elipsata 

x

a

y

b

2

2

2

2
1   vo odnos na koordinatnite oski i vo odnos na 

koordinatniot po~etok, ako povr{inskata gustina e  (x,y) = 1. 

 Baranite momenti na inercija }e gi najdeme po formulite 

I y dxdyx

D

  2
,   I x dxdyy

D

  2
,    I x y dxdy I Ix y

D
0

2 2    . 

 Integralite }e gi presmetame minuvaj}i na poop{teni 
polarni koordinati 

x = a  cos ,   y = b  sin ,  dP = ab   d d . 
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Ravenkata na elipsata 
x

a

y

b

2

2

2

2
1   minuva vo ravenkata =1. Oblasta 

na integracija D e opredelena so neravenstvata 

0 2 0 1     , . 

Vo toj slu~aj imame 

 I y dxdyx
D

  2
=ab d d3 2 3

0

1

0

2

sin    


 = 

          =
ab

d
ab ab3

4

0

2

0

1
3

0

2 3

4

1 2

2 8

2

2 4


 







  cos sin

  
  

; 

 I x dxdyy

D

  2
=a b d d3 2 3

0

1

0

2

cos    


  = 

      =
a b

d
a b3

4

0

2

0

1
3

4

1 2

2 4


 cos 

 


; 

  I0  = Ix + Iy =  ab
a b

4
2 2 . 

 

Zada~i za ve`bawe 
 
 1. Da se najde masata na plo~ata koja ima forma na elipsa ako 

povr{inskata gustina vo sekoja to~ka na plo~ata e proporcionalna so 

rastojanieto od malata oska na elipsata (k-koeficient na 

proporcionalnost). 

Odg.:  
4

3
2a bk . 

 2. Da se najde stati~kiot moment na polukrugot x2+y2<R2
, y0, 

vo odnos na pre~nikot, ( = 1). 

Odg.:  
2

3
3R . 

 3. Da se opredelat koordinatite na te`i{teto na ~etvrtina od 

elipsata
x

a

y

b

2

2

2

2
1  , ako  (x,y) = 1. 

Odg.:  xT =
4

3

a


,   yT =

4

3

b


. 
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 4. Da se najdat koordinatite na te`i{teto na figurata 

ograni~ena so krivata  y = sinx  i pravite  y = 0,  x =

4

, ako  (x,y) = 1. 

Odg.  xT =  1
4

2 1








,  yT =  1

8 2
1 2 2








 . 

 5. Da se najde momentot na inercija na krugot  x2 + y2 < x vo 

odnos na x-oskata, ako  (x,y) = 1. 

Odg.:  Ix =

64

. 

 6. Da se presmeta momentot na inercija na likot ograni~en so 

parabolata y=x2
 i pravata y=x+2 vo odnos na y-oskata, ako  (x,y) = 1. 

Odg.:  
63

20
. 

 
7. NEPRAVI INTEGRALI 

 
 Kaj dvojnite integrali dosega zemavme oblasta na 
integracija da bide ograni~ena i vo taa oblast funkcijata 

z=f(x,y) da bide neprekinata. Ovde }e razgledame dvojni 
integrali pri koi nekoj od navedenite uslovi ne e ispolnet. 
 

7.1. Integrali pri koi oblasta na integracija  

e beskone~na 
 

 Neka funkcijata f(x,y) e neprekinata vo koja i da bilo 

kone~na oblast    {to le`i vo beskone~nata oblast D. 

 ]e go razgledame integralot 

   I f x y dxdy


  ,  

zemen po kone~nata oblast  . 

 Oblasta na integracija    }e ja pro{iruvame taka {to vo 

nea da pripadne sekoja to~ka od razgleduvanata oblast D, t.e.   
se stermi kon D. 

 Neprav dvoen integral od funkcijata f(x,y) vo oblasta D 

se vika granicata na integralot I() koga   D, (  ). 



Gl. II  Dvojni i trojni integrali 

 

99

 Zna~i, 

   f x y dxdy f x y dxdy
D

, lim , 




. 

 Ako postoi ovaa granica se vika deka nepraviot inte-
gral postoi, e konvergenten, a ako taa granica ne postoi za 
integralot se vika deka ne postoi, e divergenten. 

 Oblasta D, po koja se zema nepraviot integral mo`e da 

bide i celata  xOy  ramnina. 

 
 Primer 1. Da se presmeta integralot 

I e dxdyx y  










2 2

. 

 Ovoj integral }e go presmetame po krugot  so radius R 
minuvaj}i vo polarni koordinati 

e d d d e d
R

    




     
2 2

00

2

 

=      
1

2
1

2 2

0
0

2

e d e
R

R


  . 

 I e dxdyx y  










2 2

= 

       


lim .
R

Re 1
2

       Sl.2.22. 

 Dadeniot integral }e go presmetame u{te edna{ zemaj}i za 

kone~na oblast kvadrat so strana 2a, (sl. 2.22), 

e dxdy e dx e dy e dxx y x

a

a
y x

a

a

a

a
  



 



   










2 2 2 2 2

2



. 

I = lim
a

x

a

a
xe dx e dx













 








 









 

2 2

2 2

e dxdyx y 










2 2

 , 

 

 

a 

a 

y

x 
O 
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od kade {to sleduva 

e dxx






2

 , 

a toa e integralot na Ojler-Puason. 

 Ovoj integral se sre}ava vo teorijata na verojatnost i vo 
statistikata. Zabele`uvame deka ovoj integral ne mo`e da se presmeta 
so pomo{ na neopredelen integral bidej}i podintegralnata funkcija 

e x 2

ne mo`e da se pretstavi so elementarni funkcii. 

 

7.2. Integrali pri koi podintegralnata funkcija  

e neograni~ena 

 Neka podintegralnata funkcija f(x,y) stanuva beskrajna 

vo nekoja to~ka od kone~nata oblast D, a vo site drugi to~ki na 

oblasta D e neprekinata. 

 ]e go razgledame integralot 

   I f x y dxdy


  ,  

kade {to  e oblast dobiena od oblasta D so otstranuvawe na 

koja i da bilo oblast {to le`i vo D i ja sodr`i to~kata vo koja 

funkcijata f(x,y) e prekinata. Taa oblast ja stesnuvame taka {to 

nejziniot dijametar da te`i kon nula; toga{ oblasta  se stremi 

kon oblasta D. 

 Neprav integral po oblasta D od funkcijata f(x,y) {to 
e prekinata vo to~ka od oblasta D se vika granicata na 
integralot I() koga   D, t.e. 

   f x y dxdy f x y dxdy
D

D
, lim , 




. 

 Ako postoi ovaa granica za nepraviot integral se vika 
deka postoi, konvergira i ako taa granica ne postoi za 
nepraviot integral se vika deka ne postoi ili deka e 
divergenten. 
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 Primer 2. Da se presmeta integralot 

I x y dxdy
D

  ln 2 2 , 

kade {to D e krugot  x2 + y2  R2. 

 Podintegralnata funkcija e prekinata vo to~kata O(0,0), zatoa 

za oblast na integracija }e ja zememe oblasta  vo koja 
podintegralnata funkcija e neprekinata, (sl. 2.23). 

 Integralot }e go presmetame minuvaj}i vo polarni koordinati 

zemaj}i go po oblasta  opredelena so neravenstvata 

 

0 2     , r R  

(  D koga r 0). 

ln x y dxdy
D

2 2   

    ln ln       




d d d d
r

R

0

2

 

 = 2
2 4 2 4

2 2 2 2

 R
R

R r
r

r
ln ln  









 . 

 Spored toa 

I
R

R
R r

r
r

R R
R

r
   









  












lim ln ln ln

0

2 2 2 2
2

2

2
2 4 2 4 2

  . 

 
 

Zada~i za ve`bawe 
 
 1. Da se presmetaat integralite: 

  1)   
x

x y
dxdy

D

2

2 2 , 

kade {to D e krugot  x2 + y2  1. 

Odg.:  

2

. 

 
 

Sl. 2.23. 
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  2) 
dxdy

x y1 2 2 







 . 

Odg.: Integralot e divergenten. 

 2. Da se presmeta volumenot na teloto ograni~eno so 

povr{inata z
x y



1

2 2
 i onoj del od ramninata xOy koj le`i nadvor 

od krugot x2 + y2 < 1  

Odg.:  . 
 

8. DEFINICIJA NA TROEN INTEGRAL 

 
 Neka e dadena funkcijata  u=f(x,y,z)  vo ograni~ena i 

zatvorena prostorna oblast V. Oblasta V }e ja podelime na koj i 

da bilo na~in na n-parcijalni oblasti V1, V2, ..., Vn. So isti-
te oznaki }e go ozna~uvame i volumenot na parcijalnite oblasti. 

Vo sekoja parcijalna oblast Vi izbirame po edna koja i da bilo 

to~ka Pi(i,i,i). Potoa ja presmetuvame vrednosta na funkcijata 

f(x,y,z) vo tie to~ki i ja sostavuvame sumata od proizvodite 

n  = f(1,1,1) V1+ f(2,2,2) V2  + ... +f(n,n, n) Vn  = 

     =  f Vi i i i
i

n

  , , 



1

.              (1) 

Ovaa suma se vika integralna suma na funkcijata f(x,y,z) 
vo oblasta V. 

 Ako postoi granicata na ovaa integralna suma koga 
najgolemiot dijametar na parcijalnite oblasti te`i kon nu-
la, koga n  i taa e edna i ista nezavisno od na~inot na koj se 
vr{i podelbata na oblasta V i nezavisno od izborot na 
to~kite Pi(i,i,i), toga{ taa granica se vika troen integral 
na funkcijata f(x,y,z) vo oblasta V i pi{uvame: 

I = lim
max

n
diam Vi


 0

 f Vi i i i
i

n

  , , 



1

=  f x y z dV
V

, , . 

 Kone~na granica }e postoi ako funkcijata e neprekinata 

vo zatvorenata i ograni~ena oblast V. 
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 Ako funkcijata f(x,y,z) e gustina na masata vo prostornata 

oblast V, toga{ trojniot integral od taa funkcija }e ja dade 

masata na teloto so volumen V. So pomo{ na troen integral 
mo`e da se najdat koordinatite na te`i{teto, stati~kite 
momenti i momentite na inercija na dadeno telo. 

 

9. SVOJSTVA NA TROEN INTEGRAL 
 
 Trojnite integrali imaat sli~ni svojstva kako i dvoj-
nite integrali. 

 10 Ako oblasta V e unija od dve disjunktni oblasti, t.e. 

V = V1  V2,    V1  V2 = , 
toga{  

 f x y z dV
V

, , =  f x y z dV
V

, ,
1

 +  f x y z dV
V

, ,
2

  

 20 Ako  k = const  toga{ 

 k f x y z dV
V

, , =  k f x y z dV
V

, , , 

t.e. konstanten mno`itel mo`e da se iznese pred znakot na 
integralot. 

 30 Ako podintegralnata funkcija e zbir ili razlika od 
dve funkcii, toga{ 

        f x y z g x y z dV f x y z dV g x y z dV
V VV

, , , , , , , ,    . 

 40 Ako f(x,y,z)  g(x,y,z) vo oblasta V, toga{ 

 f x y z dV
V

, ,    g x y z dV
V

, , . 

Posebno, ako g(x,y,z)0 vo oblasta V, toga{ f(x,y,z)  0 i 

 f x y z dV
V

, ,   0. 

 50    f x y z dV
V

, ,    f x y z dV
V

, , . 
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 60    f x y z dV
V

, , = V 

kade {to m    M, a m i M se soodvetno dolna i gorna granica 
na funkcijata f(x,y,z) vo oblasta V. 

 Ova svojstvo e poznato kako teorema za sredna vrednost 
na funkcijata f(x,y,z) vo oblasta V. 
 

10. PRESMETUVAWE NA TROEN INTEGRAL 
 
 Trojniot integral se presmetuva kako i dvojniot integral 
so presmetuvawe na tri posledovatelni (obi~ni ) integrali. 
Oblasta na integracija neka e pravilna. 

 Oblasta V se vika pravilna vo odnos na xOy ramninata 

ako sekoja prava paralelna so z-oskata ima najmnogu dve 
zaedni~ki to~ki so povr{inata {to ja ograni~uva oblasta. 

 Okolu dadenata oblast V neka opi{eme cilindri~na 

povr{ina so generatrisi paralelni so z-oskata. Tie ja dopiraat 

oblasta V po nekoja kriva L koja povr{inata {to ja ograni~uva 

oblasta V ja deli na dve povr{ini. Ravenkata na dolnata 

povr{ina neka e  z=z1(x,y),  a ravenkata na gornata povr{ina 

z=z2(x,y), (sl. 2.24). 

 Cilindri~nata povr-

{ina vo xOy ramninata ja 

otsekuva oblast D koja 
pretstavuva ortogonalna 

proekcija na oblasta V vo 

ramninata xOy. Linijata L se 
proektira vo granicata na 

oblasta D. 

 Ako oblasta V se pode-
li na podoblasti so ramnini 
paralelni na koordinatnite 
ramnini, toga{ elementot na 
volumenot e 

 dV = dxdydz 

i pi{uvame 

 f x y z dV
V

, , =  f x y z dxdydz
V

, , . 

 
 

Sl. 2.24. 
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 Integracijata }e se izvede prvin po promenlivata z. Za 

dadeni x i y, promenlivata z se menuva od z1(x,y) do z2(x,y). Se 

dobiva funkcija koja zavisi od promenlivite x i y. 

F(x,y) =  
 

 

f x y z dz
z x y

z x y

, ,
,

,

1

2

 . 

Pri ovaa integracija x i y se smetaat za konstanti. Potoa 

se presmetuva dvojniot integral od funkcijata F(x,y) pri uslov 

to~kata M(x,y) da se menuva vo oblasta D. 

   
 

 

F x y dxdy f x y z dz dxdy
z x y

z x y

DD

, , ,
,

,















1

2

. 

Oblasta D e ograni~ena so liniite 

x = a,   x = b,   y = y1(x),   y = y2(x). 

Ako dvojniot integral po oblasta D go svedeme na dva 
posledovatelni opredeleni integrali imame 

 f x y z dxdydz
V

, , =  
 

 

dx F x y dy
y x

y x

a

b

, 
1

2

 

            =  
 

 

 

 

dx dy f x y z dz
z x y

z x y

y x

y x

a

b

, ,
,

,

1

2

1

2

 . 

Ovaa formula va`i i vo slu~ajot koga oblasta V e 
ograni~ena so cilindri~nata povr{ina ~ii generatrisi se 

paralelni so z-oskata i odozgora i odozdola soodvetno so 

povr{inite  z = z1(x,y)  i  z = z2(x,y). 

Ako oblasta na integracija V e paralelopiped ~ii strani 
se paralelni so koordinatnite ramnini t.e. 

a1  x  a2,   b1  y  b2,   c1  z  c2, 

toga{  

 f x y z dxdydz
V

, , =  dx dy f x y z dz
a

a

b

b

c

c

1

2

1

2

1

2

   , , . 
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 Ako funkcijata f(x,y,z)=1, toga{ trojniot integral go 
dava volumenot na oblasta V, 

V= dxdydz
V
 . 

 

 Primer 1. Da se presmeta trojniot integral 

 
dxdydz

x y zV 1
3   , 

kade {to V e oblasta ograni~ena so ramninite 

x = 0,   y = 0,   z = 0   i   x+y+z = 1,   (sl. 2.25). 

 To~kata M(x,y,z) }e pripa|a 

na oblasta V ako   0  x  1,   

0 y  1x  i  0  z  1xy. 

Spored toa imame 

 
dxdydz

x y zV 1
3   = 

=
 

dx d y
dz

x y z

x x y

0

1

0

1

3
0

1

1
  

  

  
= 

 

=
 

dx
x y z

dy

x y
x

0

1

2

0

1

0

1 1

2 1
  

  

 


= 

=
   dx

x y
d y

y

x y
dx

x
x

0

1

2
0

1

0

1

0

1
1

8

1

2 1 8

1

2 1
   

 









   

 











 

= 

=
 

 x

x
dx

x x
x


 









   








  







 1

8

1

4

1

2 1 16

3

8

1

2
1

1

2
2

5

8

2

0

1

0

1

ln ln . 

 

 
 

Sl. 2.25. 
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 Primer 2. Da se presmeta volumenot na teloto ograni~eno 
so cilindrite  z = 4y2,  z = y2 +2   i ramninite  x = 1,  x = 2. 

 

 

 
 

 
Sl. 2.27. 

 

 Ako gi izedna~ime desnite strani na ravenkite na cilindrite 
t.e. 

y2 +2 = 4  y2 

se dobiva  y =  1,  {to zna~i deka proekciite na prese~nite linii se 

pravite  y = 1  i  y = 1,  (sl. 2.26). 

 Proekcijata na teloto {to go ograni~uvaat cilindrite i 

dadenite ramnini vo xOy ramninata e oblasta D, opredelena so 

neravenstvata  

1 x  2,   1  y  1,   (sl. 2.27). 

 Spored toa imame 

V = dxdydz
V
 = dx dy dz

y

y

2

4

1

1

1

2

2

2






 = dx z dy

y

y

 




1

1

1

2

2

4

2

2

= 

=  dx y y dy y
y

dx x
   
      









  

1

2
2 2

3

1

2

1

1

1

1

1

2

4 2 2
2

3

8

3
8. 

 

 

 

 
Sl. 2.26. 
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11. POLARNO-CILINDRI^EN  

KOORDINATEN SISTEM 

 
 Vo prostorot pokraj Dekartoviot koordinaten sistem 
~esto se koristat cilindri~niot i sferniot koordinaten 
sistem. 

 Da zamislime edna fiksna ramnina , vo taa ramnina edna 

to~ka O-pol, edna oska p-polarna oska i niz to~kata O normalno 

na ramninata  ja povlekuvame z-oskata. 

  Polo`bata na dadena 

to~ka M vo odnos na polarno -

cilindri~niot koordinaten 
sistem se opredeluva na 
sledniot na~in: 

  To~kata M ja 

proektirame vo ramninata , 

paralelno so z-oskata. 
Nejzinata proekcija M' vo 

ramninata  e opredelena so 

svoite polarni koordinati  i 

 . Ako zememe u{te deka 

otse~kata   M M z, toga{  po-

lo`bata  na  to~kata 

 Sl. 2.28.   M napolno }e bide 

opredelena so broevite ,  i z ;  -se vika polaren radius,  se 

vika polaren agol i z se vika aplikata (kota). Broevite ,  i z 

se vikaat polarno-cilindri~ni koordinati na to~kata M, i se 

ozna~uva M(,,z), (sl. 2.28). 

 Za da se dobijat to~kite od celiot prostor, dovolno e 

 0 2,  ,  0, , a  z(,+). 

 Geometriskoto mesto na to~ki vo prostorot za koi edna 
od koordinatite e konstanta, a drugite dve se promenlivi se vika 
koordinatna povr{ina. Postojat tri koordinatni povr{ini, 
(sl. 2.29). 

 1) Ako =const, a  i z se promenlivi, koordinatnata 

povr{ina e kru`na cilindri~na povr{ina so oska z-oskata; 

 2) Ako =const, a  i z se promenlivi, koordinatnata 

povr{ina e ramnina {to minuva niz z-oskata; 

 

M

z

p 
M' 

z 

0 

 
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 3) Ako z=const, a  i  se promenlivi, koordinatnata 

povr{ina e ramnina  paralelna so  ramninata  , na rastojanie 

z= const. 
 Vo presekot na ovie 
tri spomnati povr{ini se 

nao|a to~kata M. 

 So presek na dve koor-
dinatni povr{ini e oprde-
lena koordinatna linija. Za 
to~kite na edna koordinatna 
linija dve koordinati se 
konstantni, a edna e 
promenliva. 

 1) Ako =const i 

=const, a z e promenliva, 
koordinatnata linija e prava 
(izvodnica na cilindar); 

 2) ako =const i z=const, a  e promenliva, koordinatnata 
linija e kru`nica; 

 3) ako =const, z= const, a  e promenliva, koordinatnata 

linija e prava normalna na z-oskata. 

 Da izbereme Dekartov pravoagolen koordinaten sistem vo 

prostorot taka {to x-oskata da se sovpadne so polarnata oska,  z-

oskata  da  bide ista i  y-oskata da e  normalna na niv, (sl. 2.30). 

 Ako x, y i z se Dekartovi 

koordinati na to~kata M, a ,  i 

z polarno-cilindri~ni 
koordinati na istata to~ka, to-
ga{ od slikata se gleda deka 

x =  cos, 

y =  sin,          () 

        z = z. 

 Ovie formuli ja davaat 
vrskata pome|u Dekartovite 

pravoagolni koordinati i nejzinite polarno-cilindri~ni 
koordinati. So ovie relacii ako se poznati polarno-
cilindri~nite koordinati na to~kata mo`e da se opredelat 
Dekartovite koordinati. 

 

 
 

Sl. 2.29. 

 
Sl. 2.30. 
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Od formulite () sleduva 

x2+y2 = 2,     
y

x
tg  , 

odnosno 

z x y arctg
y

x
z z   2 2 , , .  

 So ovie formuli mo`e da se odredat polarno-
cilindri~nite koordinati na to~kata ako se poznati nejzinite 
Dekartovi koordinati. 

 

12. PRESMETUVAWE NA TROEN INTEGRAL VO  

CILINDRI^NI KOORDINATI 
 

 Neka oblasta na integracija V pri trojniot integral 

 f x y z dxdydz
V

, ,  

ja razgleduvame vo odnos na cilindri~en koordinaten sistem. 
Ako zaemnata polo`ba na Dekartoviot i cilindri~niot sistem e 
kako na sl. 3.30, toga{ vrskata me|u Dekartovite i 

cilindri~nite koordinati na to~kata M e dadena so odnosite: 

x = cos,   y = sin,   z = z. 

 Oblasta V neka ja 
podelime na parcijalni 
oblasti so koordinatnite 

povr{ini =const, =const i 

z=const koi soodvetno se 
kru`ni cilindri, poluramnini 

{to minuvaat niz z-oska i 

ramnini normalni na z-oska. 

Parcijalnite oblasti 

Vi  }e bidat krivoliniski 

prizmi, (sl. 2.31). Osnovata 
na tie prizmi pribli`no e 

ednakva na i*ii, a visinata 

e zi, pa Vi=i*iizi. 

Elementot na volumenot e 

dV =  d d dz. 

 
 

Sl. 2.31. 
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 Zna~i, za da pomineme od troen integral vo Dekartovi 
koordinati vo troen integral vo cilindri~ni koordinati 
potrebno e vo podintegralniot izraz da se zameni 

x =  cos,   y =  sin,   z = z,      dV =  d d dz. 

Spored toa se dobiva 

 f x y z dxdydz
V

, , =  f z d d dz
V

      cos , sin , . 

 Presmetuvaweto na trojniot integral vo cilindri~ni 
koordinati se sveduva, kako i vo slu~ajot na Dekartovi 
koordinati, na posledovatelno re{avawe na tri obi~ni 

integrali, po promenlivite ,  i z. 

 Na primer, ako oblasta na integracija e cilindarot 

0    2,   0    R,   0  z  h, 

imame 

 f x y z dxdydz
V

, , =  d d f z dz
hR

      


cos , sin ,
000

2

 . 

 

Primer 1. Da se presmeta integralot 

x y dx dy dz
V

2 2 , 

kade {to oblasta V e del od prostorot ograni~en so konusnata 
povr{ina x2+y2 = z2  i  ramninata  z = 1. 

 Dadeniot integral }e go 
transformirame vo polarno-
cilindri~ni koordinati 
zamenuvaj}i 

x = cos,   y =  sin,   z = z, 

dxdydz =  d d dz. 

Imame 

I = x y dx dy dz
V

2 2 = 

        =     d d dz
V

. 

 

 
 

Sl. 2.32. 
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Oblasta V se proektira vo ramninata  xOy  vo  krugot    1, (sl. 
2.32). 

To~kata M(,,z) pripa|a na oblasta V ako 

0    2,   0    1,     z  1 

pa imame 

I d d dz d z d  

 


       








2

1

0

1

0

2
2 1

0

1

0

2

 

=  d d    
  

2
3 4

0

1

0

1

0

2

1 2
3 4 6

  








  . 

 Primer 2. Da se presmeta volumenot na teloto ograni~eno 
so povr{inite 

x2 + y2  = 4az,   x2 + y2 = cx   i   z = 0. 

 Volumenot na teloto }e go najdeme so pomo{ na trojniot inte-
gral 

V= dxdydz
V
 . 

Ako mineme vo 
cilindri~ni koordinati 
ravenkata na paraboloidot i 
ravenkata na cilindarot 
soodvetno minuvaat vo 

z
a

c 


 
2

4
, cos . . 

 Oblasta na 

integracija V soglasno sl. 
2.33 e opredelena so 
neravenstvata 

    





 
2 2

0, cos ,c  

0
4

2

 z
a


,  

pa imame: 

 

 
 

Sl. 2.33 
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         V d d dz
V

      

= d d dz d z d
ac

a
c

     













0

4

02

2

2

2

0

4

0

2
2

/cos

/

/

/

/
/

cos

   

 




 

 = d
a

d
c







 



  
/

/ cos

2

2 3

0
4

 

=














 4

0

4 2

2

2

2

2

16 16

1 2

2a
d

c

a
d

c cos

/

/

/

/
cos




















  

=
c

a

c

a

4

2

2 4

64

3

2
2

4

8

3

128




 





 






 


sin
sin

.
/

/

 

 

Zada~i za ve`bawe 

 

 1. Da se presmeta trojniot integral 

dx dy xyz dz
x x y

0

1

0

1

0

1

  
  

. 

Odg.:  
1

720
. 

2. Da se presmeta trojniot integral 

 x y z dxdydz
V

   

ako oblasta V e ograni~ena so ramninite 

x=0,   x=1,   y=0,   y=1,   z=0,   z=1. 

Odg.:  
3

2
.  

 3. Da se presmeta trojniot integral 

z x y dxdydz
V

2 2  

ako oblasta V e ograni~ena so povr{inite 

x2  + y2  = 2x,   z = 0,   z = a,   y  0. 
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Odg.:  
8

9
2a .  

 4. Da se presmeta volumenot na teloto ograni~eno so sferata 

x2 +y2 +z2  = R2  i  paraboloidot  x2 + y2  = R(R2z);  (z  0). 

Odg.:  
5

12

3R
.  

 

 5. Da se presmeta volumenot na teloto ograni~eno so parabo-

loidot  z = 6  x2  y2
  i  konusot  z2   = x2 + y2   (z  0). 

Odg.: 
32

3


.  



 

 
 
 

GLAVA III 

 
 

KRIVOLINISKI I POVR[INSKI 
INTEGRALI 

 
1. PROSTORNI KRIVI 

 
1.1. Vovedni poimi 

 
 Vidovme deka kriva vo ramninata xOy mo`e da bide zada-

dena so ravenkata y=f(x) ili implicitno so ravenkata F(x,y)=0 i 
so parametarski ravenki vo pravoagolniot koordinaten sistem 

x=x(t), y=y(t). Kriva vo ramnina razgledavme u{te i kako grafik 

na funkcijata =() vo polaren koordinaten sistem. 

 Kriva vo prostor mo`e da bide zadadena kako presek na 
dve povr{ini, 

(C)
 
 









F x y z

F x y z
1

2

0

0

, , ,

, , .
              (1) 

 Drug ednostaven na~in na zadavawe prostorna kriva e 

parametarskiot, kako geometrisko mesto na site to~ki M(x,y,z) 
{to se dobivaat so davawe vrednosti na t vo ravenkite 

x = x(t),    y = y(t),    z = z(t),              (2) 

kade {to x, y, z se funkcii od t i  21 t,tt  . 

 Primer 1. Dadena e krivata ( Vivijanova kriva) 

x 2 + y 2 + z 2 = 16, 

x 2 + y 2 = 4x. 
 Dadenata kriva e presek na sfera so centar vo 
koordinatniot po~etok O(0,0,0) i radius R=4 i eden prav cilindar 
~ija direktrisa vo xOy ramninata e kru`nicata 

(x2) 2 + y 2 = 4. 
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 So eliminacija na promen-

livata y od ravenkite na krivata 
se dobiva proekcijata na krivata 

vo xOz ramninata 

z2  = 16  4x,   y = 0 
{to pretstavuva parabola so teme 

vo to~kata A(4,0,0). 

 Za pretstavuvawe na 
krivata, to~ka po to~ka, mo`eme 
da gi zememe to~kite: 

x = 0,   y = 0,   z = 4; 

x = 2,   y = 2,   z = 2 2 ; 

x = 4,   y = 0,   z = 0. 

Na sl. 3.1 krivata e 

pretstavena za z  0. 
 
 Primer 2. Krivata zadadena so parametarski ravenki 

x = a cost,   y = a sint,   z = bt, 

se vika vintova linija (zavojnica). 

 Proekcii na krivata vo koordinatnite ramnini se: 

 a) proekcija vo xOy ramninata e kru`nicata 

x = a cost,   y = a sint,   z = 0; 

 b) proekcija vo xOz ramninata e 

x = a cost,   z = bt,   y = 0, 

ili so eliminacija na parametarot t se dobiva 

t
z

b
 ,   x = a cos

z

b
   ili   z = b arccos

x

a
,   y = 0; 

 v) proekcija vo yOz ramnina e  

y = a sint,   z = bt,   x = 0 

ili so eliminacija na parametarot t se dobiva 

y = a sin
z

b
,     x = 0. 

 So eliminacija na parametarot t od prvite dve ravenki na 
krivata se dobiva ravenkata 

x 2 + y 2 = a2, 

 
Sl. 3.1. 
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a taa e ravenka na cilindri~na povr{ina na koja le`i dadenata kriva. 

 Ako vtorata ravenka se podeli so prvata, se dobiva 

y

x
tg t .  

So eliminacija na parametarot t od ovaa ravenka i tretata ravenka na 
krivata se dobiva ravenkata 

y

z
tg

z

b
  

{to pretstavuva ravenka na helikoidna povr{ina. Ako t > 0, 
zavojnicata e nad xOy ramninata, a za t < 0 pod xOy ramninata. 

 Koga parametarot t se menuva od 0 do 2 se opi{uva prviot 

zavoj na zavojnicata (sl. 3.2). 

 Za  t = 0;   x = a,  y = 0,   z = 0. 

 Za  t =
 
4

2

2

2

2 4
; , ,x

a
y

a
z

b
   . 

 Za  t =

2

,     x = 0,     y = a,          z = 
b
2

. 

 Za  t =;       x =  a,        y = 0,           z = b. 

 Za  t =
3

2


,   x = 0,           y =  a,        z =

3

2

b
. 

Za  t = 2;    x = a,           y = 0,           z = 2b. 

 

 

 
  Sl. 3.2.   Sl. 3.3.
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Primer 3. Krivata e zadadena so ravenkite 

x 2 + y 2 = a 2,   x 2 + z 2 = a 2. 

Da se pretstavi vo prviot oktant. 

 Za taa cel }e gi pretstavime cilindrite. Lacite na nivnite 
direktrisi vo koordinatnite ramnini }e gi podelime na ednakov broj 
delovi (~etiri). Vo delbenite to~ki }e gi povle~eme generatrisite na 
tie cilindri. Prese~nite to~ki na tie generatrisi se to~ki {to 
le`at na krivata, (sl. 3.3). 

 

1.2. Dol`ina na lak na prostorna kriva 
 

 Neka e dadena prostorna kriva C so parametarskite 
ravenki 

x = x(t),    y = y(t),    z = z(t),     (  t  ).           (1) 

Koga parametarot t se menuva od  do , soodvetnata to~ka 

na krivata neka go opi{e lakot AB. 

Ako funkciite x(t), y(t), z(t) se neprekinati i imaat 

neprekinati izvodi na segmentot ,, toga{ dol`inata na 

lakot AB na krivata se presmetuva po formulata 

s x y z dt     2 2 2





. 

 Dokaz: Lakot AB neka go podelime na n delovi so to~kite 

A  M0, M1, M2, ... , Mn   B. 

Na sekoja to~ka Mi(xi,yi,zi) i odgovara opredelena 

vrednost na parametarot  t=ti:  xi=x(ti),  yi=y(ti),  zi=z(ti). 
To~kite   t0, t1, t2, ..., tn   }e go podelat segmentot ,  na n 

delovi. Vo lakot AB neka vpi{eme poligonalna linija so strani 

M Mi i1  (i=1,2,...,n). Dol`inata na taa poligonalna linija e 

sumata od tetivite M Mi i1   (i=1,2,...,n), 

     L x x y y z zn i i
i

n

i i i i i i
i

n

       


  


 M 1
1

1

2

1

2

1

2

1

  

 

          =               x t x t y t y t z t z ti i i i i i
i

n

      

 1

2

1

2

1

2

1

. 
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 So primena na teoremata na Lagran` za sredna vrednost 
na funkcija vo diferencijalno smetawe se dobiva: 

        L x y z tn i i i i
i

n

  

     1

2

2

2

3

2

1

       (2) 

kade {to 

ti  = ti  ti-1 ,   a   1i , 2i , 3i , 

se nekoi broevi me|u ti1  i ti . 

 ]e ja razgledame sumata 

Ln* =        x y z ti i i
i

n

i
2 2 2

1

   

              (3) 

koja e integralna suma za funkcijata  

  x y z2 2 2  , 

koja e neprekinata na segmentot ,, pa zatoa ima granica 

  x y z dt2 2 2 




. 

 ]e poka`eme deka istata granica ja ima i sumata (2) koga 
najgolemata strana na poligonalnata linija te`i kon nula. 

 Za taa cel dovolno e da se doka`e deka 

 lim
max M Mi i

L Ln n
 

 
1 0

0 . 

 Vo dokazot }e go koristime neravenstvoto 

a a a b b b1
2

2
2

3
2

1
2

2
2

3
2     

     


    

    


a b a b a b

a a a b b b

1
2

1
2

2
2

2
2

3
2

3
2

1
2

2
2

3
2

1
2

2
2

3
2

 


       

    


a b a b a b a b a b a b

a a a b b b

1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3

1
2

2
2

3
2

1
2

2
2

3
2

 

     a b a b a b1 1 2 2 3 3 . 
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Ova neravenstvo va`i zatoa {to 

a a a ak   1
2

2
2

3
2

,   b b b bk   1
2

2
2

3
2

,     (k=1,2,3). 

 Spored toa vo na{iot slu~aj imame: 

L Ln n 
 

                 

      x y z x y z ti i i i i i
i

n

i
2

1
2

2
2

3
2 2 2

1

        

 

                 

      x x y y z z ti i i i i i i
i

n

     1 1 1
1

 . 

 Bidej}i funkciite  ,  , x y z  se neprekinati na  segmentot  

,, site razliki na desnata strana mo`at da se napravat 

pomali od koj i da bilo mal broj  


 1 3












 , pa zatoa i 

razlikata na levata strana na neravenstvoto mo`e da se napravi 
po `elba mala 

 L L t tn n i
i

n

i
i

n

  





 

 
 3 1

1 1




 


 
    . 

 Spored toa 

lim lim
max maxM M M Mi i i i

L Ln n
  


1 10 0

 

t.e. 

s L x y z dt
n

n   


lim   2 2 2





. 

So toa dokazot e zavr{en. 

 Neka zememe edna to~ka M na lakot AB {to odgovara na 

vrednosta t na parametarot. So s(t) }e ja ozna~ime dol`inata na 

lakot me|u to~kite A i M t.e. 

 s t x y z dt
t

     2 2 2



, 
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 Izvodot e 

s'(t) =  s t    x y z2 2 2  , 

a za diferencijalot na lakot se dobiva 

ds =   x y z2 2 2  dt. 

 Ako krivata e zadadena so ravenkite 

F1(x,y,z) = 0   i   F2(x,y,z) = 0             (1) 

toga{ zemaj}i go x za parametar, dol`inata na lakot vo 

intervalot  x1, x2 e 

s
dy

dx

dz

dx
dx

x

x

 






 







 1

2 2

1

2

, 

ili se minuva vo parametarski ravenki zemaj}i  x = t ili x = f(t) 
(vo zavisnost od slu~ajot), a potoa dadenite ravenki se re{avaat 

po y i z. 

 Kriva koja vo sekoja to~ka ima tangenta se vika glatka 
kriva. 

 

Primer 4. Da se najde dol`inata na lakot na krivata 

x = a cost,   y = a sint,   z = bt  0  t  2. 

 Zamenuvaj}i vo formulata za dol`ina na lak se dobiva 

   s x y z dt a t a t b dt           sin cos2 2 2 2 2 2

0

2



 

 

      a b t a b2 2

0

2
2 22


 . 

 Primer 5. Da se najde dol`inata na lakot na krivata 

z2  = 2ax,   9y2 = 16xz 

od T1(0,0,0)  do  T2(2a,
8

3
2

a
a, ). 
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Ako stavime x=t2 }e gi dobieme parametarskite ravenki na 
krivata 

x = t2,     y a t z t a t a   
4

3
2 2 0 24 3 2/ , , ,  

od kade {to imame: 

 ,  , /x t y a t z a  2 2 2 24 1 2 . 

Zamenuvaj}i vo formulata za dol`ina na lak na kriva se 
dobiva: 

 s t t a a dt t a dt
a a

      4 4 2 2 2 22

0

2
2

0

2

 

         =  t a t a
a2

0

2
2 4  . 

 

Primer 6. Da se najde dol`inata na lakot na krivata 

x = t 2,   y = t,   z = t 3     za     0  t  1. 

 Koristej}i ja formulata za dol`ina na lak na kriva se dobiva 

s x y z dt t t dt        2 2 2 2 4

0

1

4 1 9




. 

 Ovoj integral ne mo`e da go re{ime vo kone~en vid. 

So pomo{ na formulata na Simpson dol`inata na lakot 
mo`eme pribli`no da ja presmetame. 

 Za n = 4 se dobiva: 

  s
x

y y y y y     

3

20 4 1 3 2  

   =   1

12
1 3 74 4 113 2 47 2 1 60 186     , , , , , . 
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2. KRIVOLINISKI INTEGRAL PO LAK  
NA KRIVA (PRV VID) 

 
Nekoi prakti~ni problemi, a i teoriski pri~ini 

doveduvaat do voop{tuvawe na poimot opredelen integral. Pri 

opredeleniot integral se zema segmentot a,b i se definira in-

tegral nad segmentot a,b. Poop{tuvawe se vr{i vo taa smisla 

{to sega se zema lak od nekoja kriva C. 

Neka e dadena kriva C vo ramnina so ravenka  y = y(x)  ili 

vo parametarski vid  x = x(t), y = y(t).  Funkcijata  f(M) = f(x,y) 
neka e zadadena vo to~kite od lakot AB na krivata C. 

Lakot AB na krivata C 

(sl. 3.4) go delime na n delovi 
so to~kite 

A  A0, A1, A2, ..., An   B. 

Na sekoj elementaren lak 

s1, s2, ..., sn 

izbirame po edna koja i da 

bilo to~ka Mi(i,i) Si 

(i=1,2,…,n) ja presmetuvame 
vrednosta na funkcijata vo taa 
to~ka,  

 f(Mi) = f(i,i)  i ja sostavuvame sumata 

   f s f si i
i

n

i i i
i

n

M  
 
 

1 1

 , ,            (1) 

kade {to si e dol`inata na lakot Ai-1Ai. 

 Granicata na ovaa suma koga n i maxsi  0 se vika 

krivoliniski integral na funkcijata  f(M) = f(x,y)  po lakot 
AB ili krivoliniski integral od prv vid i se ozna~uva so 

 f dsM
AB

    ili    f ds
C

M .             (2) 

Se ozna~uva u{te i so 

 f x y ds,
AB

      ili    f x y ds
C

, . 

 
 

Sl. 3.4. 
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 Ako C e zatvorena kriva, toga{ za krivoliniskiot inte-
gral se upotrebuva znakot 

 f x y ds
C

, . 

 Krivoliniskiot integral postoi ako f(x,y) e neprekinata 

funkcija, a krivata C e glatka (t.e. postojat izvodite     , x t y t ). 

 Vrednosta na krivoliniskiot integral po lak na kriva ne 
zavisi od nasokata na integriraweto t.e. 

 f x y ds,
AB

 =  f x y ds
A

,
B

 . 

 Sli~no se voveduva i integral po lakot na prostornata 

kriva C, 
 f ds

C

M  =  f x y z ds
C

, , . 

 Do poimot krivoliniski integral doveduvaat razli~ni 
problemi od mehanikata. 

 Ako funkcijata f(x,y) e linearna gustina na ramninskata 

kriva C , toga{ vrednosta na integralot 

 f x y ds
C

,  

}e ja dade masata na krivata, t.e. 

M =  f x y ds
C

, . 

 Isto taka so krivoliniskiot integral mo`e da se 
opredelat stati~ki momenti, te`i{te na kriva i dr. 

 

2.1. Presmetuvawe na krivoliniski integral od prv vid 
 

 Presmetuvaweto na krivoliniskiot integral od prv vid 
se sveduva na presmetuvawe na obi~en opredelen integral. 

 1) Ako krivata e zadadena so ravenkata y=y(x), (a  x  
b), toga{ bidej}i elementot na lakot e 

ds y dx  1 2
, 

pa imame 

 f x y ds,
AB
 =   f x y x y dx

a

b

, 1 2  . 
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 2) Ako krivata e zadadena so parametarskite ravenki 
x=x(t), y=y(t), (  t  ), toga{ elementot na lakot se zamenuva 
so 

   ds x t y t dt  2 2
 

i imame 

 f x y ds,
AB
 =         f x t y t x t y t dt,  2 2





. 

 3) Ako e dadena prostorna kriva so ravenkite x=x(t), 
y=y(t),  z=z(t),  (  t  ), toga{  elementot na lakot e 

     ds x t y t z t dt    2 2 2
 

i imame 

 f x y z ds, ,
AB

 =             f x t y t z t x t y t z t dt, ,   2 2 2 




. 

 Primer 1. Da se presmeta krivoliniskiot integral x ds2

AB
 , 

kade {to AB e lakot na krivata  y = lnx,  1  x  2. 

 Elementot na lakot e 

ds y dx
x

dx
x

x dx      1 1
1 1

12
2

2 , 

pa imame 

x ds2

AB
 = x

x
x dx x x dx2 2

1

2
2

1

2
1

1 1    . 

Ako ja vovedeme smenata  1+x2 = t2,  se dobiva 

x ds2

AB
 =    t dt

t
x

t

t

t

t

2
3

2 3 2

1

2

3

1

3
1

1

3
5 5 2 2

1

2

1

2

    
/

. 
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 Primer 2. Da  se  presmeta  krivoliniskiot  integral 

xy ds
C

 , ako C e ~etvrtinata od elipsata 
x

a

y

b

2

2

2

2
1  , {to le`i vo 

prviot kvadrant. 

 Parametarskite ravenki na elipsata se  x = a cost,  y = b sint. 

Za lakot od elipsata vo prviot kvadrant  0
2

 t


, pa imame 

xy ds
C

 =ab t t a t b t dtcos sin sin cos
/

2 2 2 2

0

2

 


 

       =  ab t t a b a t dtcos sin cos
/

2 2 2 2

0

2

 


. 

Ako zamenime: 

a2 + (b2  a2) cos2t = z2,    (a2  b2) cost sint dt = z dz 

se dobiva: 

xy ds
C

 =
ab

a b
z dz

ab

a b

z

Z

Z

Z

Z

2 2
2

2 2

3

1

2

1

2

3



   

=
     

 
ab

a b
a b a t

ab a ab b

a b3 32 2

2 2 2 2
3

0

2
2 2


 



 

 


cos

/

. 

Primer 3. Da se najdat koordinatite na te`i{teto na 
homogeniot lak na cikloidata  x = t  sint,   y = 1  cost,   (0  t  ). 

Koordinatite na te`i{teto }e gi presmetame po formulite: 

 




M

M

y C

C

x ds

ds
,  




M

M
x C

C

y ds

ds
, 

kade {to masata 

M =  ds x y dt t t dt
C

         cos sin2 2

0

2 2

0

1
 

 

   = 2
2

4
2

4
0 0

sin cos
t

dt
t

 

    . 
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Spored toa koordinatite na te`i{teto se: 

 


    1

4

1

4
2

2
0

x ds t t
t

dt
C

sin sin
1

2 2 2
0

t
t t

t dtsin sin sin






 



 

            






1

2
2

2
4

2

4

3 2

4

3
3

0

t
t t t

cos sin sin


; 

       
 

       1

4

1

4
1 2

2 2 2
0

2

0

y ds t
t

dt
t t

dt
C

cos sin sin sin  

         = 1
2 2

2
2

2

3 2

4

3
2 3

0 0







  





 cos sin cos cos
t t

dt
t t

 

. 

 

2.2 Geometrisko zna~ewe na  

krivoliniskiot integral od prv vid 
 

Neka e dadena cilindri~nata povr{ina ~ii generatrisi 

se paralelni so z-oskata, a nejziniot presek so xOy ramninata e 

krivata C, (sl. 3.5). Taa cilindri~na povr{ina neka e prese~ena 

so povr{inata z=f(x,y) , (f(x,y)  0) po krivata L. 

 Lakot na krivata C go 

delime na n elementarni laci 

s1, s2, ..., sn. 

 Na sekoj elementaren 

lak si (i=1,2,…,n) izbirame po 

edna to~ka Mi(i,i). 

 Vrednosta na funkcijata 
vo tie to~ki ja mno`ime so 
dol`inata na soodvetniot lak i 
ja sostavuvame sumata od 
plo{tinite  na  elementarnite 

delovi na cilindri~nata povr{ina. 

i = f(i,i) si, 

 Sn =   i
i

n

i i i
i

n

f s
 
 

1 1

 , . 

 

 
 

Sl. 3.5. 
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 Granicata na ovaa suma, koga n   i site elementarni 
laci si  0, e krivoliniskiot integral 

S=  f x y ds,
AB

 . 

Ovoj integral e ednakov na plo{tinata na delot od 

cilindri~nata povr{ina {to go otsekuvaat xOy ramninata i 

povr{inata z=f(x,y). 

 Primer 4. Da  se  najde  plo{tinata na kru`niot cilindar 

x2 + y2  = R2  me|u xOy ramninata i povr{inata  z = R+
x

R

2

,  (sl. 3.6). 

 Parametarskite ravenki na kru`nicata se  

x = R cost,     y = R sint, 

a elementot na lakot  ds = R dt. Spored toa 

 S z ds R
x

R
ds R t dt

C

  








   

2
2 2

0

2

1 cos


AB

 

      = R
t t

R2

0

2
23

2

2

4
3






cos



 . 

 

 

 
 

  Sl. 3.6.   Sl. 3.7. 
 

x 
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 Primer 5. Da  se  presmeta plo{tinata na paraboli~niot 

ci-lindar  y2 =2px me|u ramninite z=y,  x = 
8

9
p  i xOy ramninata, (sl. 

3.7). 

 Koristej}i ja formulata za plo{tina na del od cilindri~na 
povr{ina imame: 

S zds y y dx px p dx
p p

        1 22

0

8 9
2

0

8 9/ /

OA

          

=  1

3
2

98

81
2 3 2

0

8 9

2

p
px p p

p

 
/

/

. 

Zada~i za ve`bawe 
 

1. Da se presmetaat slednive krivoliniski integrali od prv 

vid: 

  1) xyds
C
   po obikolkata na pravoagolnikot ograni~en 

so pravite  x = 0,  y = 0,  x = 4,  y = 2. 

Odg.:  24. 

  2) y ds
C

2 , kade {to C e gornata polovina na 

kru`nicata x2 + y2  = a2 . 

Odg.:  
a 3

2
. 

  3) x y ds
C

2 2 , kade {to C e kru`nicata  x2 + y2 = ax. 

Odg.:  2a2 . 

  4) y ds
C

2 , kade {to C e lakot na cikloidata 

x = a (tsint),   y = a (1cost),   (0  t  2). 

Odg.: 
256

15
3a . 
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  5)  x y z ds
C

2 2 2  , kade {to C e del od vintovata 

linija 

x = a cost,   y = a sint,   z = bt,  (0  t  2). 

Odg.:   2

3
3 42 2 2 2

a b a b  . 

  6) 2 2 2y z ds
C

 , kade {to C e kru`nicata  

x2 + y2 + z2 = a2 ,   x = y. 

Odg.:  2a2 . 

 2. Da se najde masata na lakot na parabolata y2=2px 

0
2

 





x
p

, ako linearnata gustina na masata vo sekoja to~ka na 

parabolata e (x,y)= y . 

Odg.:   2

3
2 2 1

2p
 . 

 3. Da se najdat koordinatite na te`i{teto na homogenata kriva 

x = e tcost,   y = e tsint,   z = e t ,     (  < t  0). 

Odg.:  x y zT T T 



2

5

1

5

1

2
, , . 

 

 4. Da se presmeta plo{tinata na cilindri~nata povr{ina 

x2+y2=ax, {to se nao|a vo sferata x2 + y2 + z2 = a2 . 

Odg.:  4a2 . 

 

 5. Da se presmeta plo{tinata na cilindri~nata povr{ina 

x

a

y

b

2

2

2

2
1   me|u ramninite  z = kx  i   z = 0  (z  0). 

Odg.: ka b
a

c

b c

b c















2

2
ln . 
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3. KRIVOLINISKI INTEGRAL PO KOORDINATI 

(VTOR VID) 

 

 Osven krivoliniskite integrali po dol`ina na lak na 
kriva vo matematikata i vo primenetite nauki se razgleduvaat i 
krivoliniski integrali od vtor vid. 

 Pri ovie integrali se pretpostavuva krivata C da bide 
orientirana, t.e. potrebno e da se uka`e koja od krajnite to~ki 
na lakot e po~etok, a koja e zavr{etok. Ednata nasoka }e ja 
zememe za pozitivna, a drugata za negativna. 

 Zatvorenata linija C koja le`i vo ramninata xOy e pozi-
tivno orientirana ako dvi`eweto po nea e vo nasokata 

sprotivna od dvi`eweto na strelkite na ~asovnikot. Oblasta D 

{to ja ograni~uva krivata C ostanuva na levata strana na 

posmatra~ot. Vo sprotivno se vika deka krivata C e negativno 
orientirana. 

 Neka se dadeni krivata C 

i edna funkcija f(x,y) {to e 
definirana za site to~ki od taa 
kriva, (sl. 3.8). 

 Lakot AB na krivata so 
to~kite 

 A  A0, A1, A2, ..., An   B 

go delime na n delovi (parci-

jalni laci)  si  (i=1,2,...,n). Na 

sekoj parcijalen lak si 
izbirame po edna koja i da bilo 

to~ka Mi(i,i) i ja presmetuvame vrednosta na dadenata funkcija 

vo taa to~ka  f(Mi) = f(i,i). Vrednosta na funkcijata vo sekoja 

izbrana to~ka }e ja pomno`ime so proekcijata na elementot si 

na x-oskata t.e. so xi i ja sostavuvame sumata 

 f xi i i
i

n

 , 



1

, 

koja se vika integralna suma na funkcijata f(x,y) na krivata C 
po koordinatata x. 

 

 

Sl. 3.8. 
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 Ako postoi edna ista grani~na vrednost na 
integralnata suma pri koja i da bilo podelba na lakot AB i 
pri koj i da bilo izbor na to~kite Mi koga n   i max xi  0, 
toga{ taa grani~na vrednost se vika krivoliniski integral 
od vtor vid po koordinatata x na funkcijata f(x,y) zemen po 
krivata C i se ozna~uva so 

   f x y dx f x
n

x

i i i
i

n

i

, lim ,
maxAB

 


 


0 1

  . 

Sli~no se definira i integralot 

 f x y dy,
AB

 . 

 Ako vo to~kite od krivata C se definirani funkciite 

P(M) = P(x,y)  i  Q(M) = Q(x,y) i postojat integralite 

I1  =  P x y dx,
AB

    i   I2  =  Q x y dy,
AB

 , 

toga{ vo praktikata ~esto se koristi i zbirot na integralite 

       P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy, , , ,
AB AB AB

      

koj se vika op{t vid na krivoliniski integral po koordinati. 

 Ako krivata C po koja se vr{i integracijata e zatvorena, 
se upotrebuva simbolot 

   P x y dx Q x y dy
C

, , . 

 Krivoliniskiot integral od vtor vid gi ima slednive 
svojstva: 

 10     k f k g dx1 2M M
AB

 =    k f dx k g dx1 2M M
AB AB
   . 

Istoto va`i i za koordinatata y. 

 20 Pri promena na nasokata na integracijata 
krivoliniskiot integral od vtor vid go menuva znakot, t.e. 

 P x y dx,
AB

  =   P x y dx,
BA

 ,     Q x y dy,
AB

 =   Q x y dy,
BA

  

i 
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       P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy
C C

, , , ,
 

     , 

kade {to C +
 ozna~uva pozitivna nasoka na krivata C, a C 

 spro-
tivna (negativna) nasoka. 

 Ova svojstvo sleduva od definicijata na krivoliniskiot 

integral od vtor vid. Funkcijata se mno`i so proekcijata xi 
(yi), a taa go menuva znakot so promena na nasokata na krivata. 

 30 Ako krivata C se sostoi od kone~en broj glatki krivi 

C1, C2, ..., Ck , toga{ 

P dx Q dy P dx Q dy P dx Q dy
C CC k

       ...
1

. 

 Sli~no se voveduva poim za krivoliniski integral od 
vtor vid po prostorna kriva. Ako e zadadena funkcijata 

f(M)=f(x,y,z) {to e definirana vo to~kite od prostornata kriva 

C, toga{ se formira sumata 

 f xi i i i
i

n

  , , 



1

. 

Grani~nata vrednost na ovaa suma koga n i max xi 
0 se vika krivoliniski integral od vtor vid po koordinatata 
x zemen po krivata C i se ozna~uva so 

 f x y z dx
C

, , . 

Sli~no se definiraat i integralite 

 f x y z dy
C

, ,     i     f x y z dz
C

, ,  

 Isto taka se razgleduva i integralot od op{t vid po 

koordinatite x, y i z po krivata C 

     P x y z dx Q x y z dy R x y z dz
C

, , , , , ,     

=      P x y z dx Q x y z dy R x y z dz
C C C

, , , , , ,    . 

 Za krivoliniskite integrali od vtor vid po prostorna 
kriva isto taka va`at svojstvata  10, 20 i 30. 
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3. 1. Presmetuvawe na krivoliniski  

integral po koordinati 

 

 Presmetuvaweto na krivoliniskiot integral po 
koordinati se sveduva na presmetuvawe na opredelen integral. 

 1) Ako krivata C e dadena so ravenka y=f(x), a  x  b pri 

{to f(x) i f '(x) se neprekinati funkcii na segmentot a,b, a 

funkciite P(x,y) i Q(x,y) se neprekinati vo to~kite na lakot AB 

na krivata C, toga{ 

           P x y dx Q x y dy P x f x dx Q x f x f x dx
a

b

, , , ,
AB

       

         =         P x f x Q x f x f x dx
a

b

, ,  . 

 2) Ako krivata C e dadena so parametarskite ravenki 

x=x(t), y=y(t),   t   pri {to x, y, x i y  se neprekinati na 

segmentot , i P(x,y) i Q(x,y) se neprekinati vo to~kite na 

lakot AB od krivata C, toga{ 

                  P x y dx Q x y dy P x t y t x t Q x t y t y t dt, , ,  ,  .
AB

   




 

 3) Ako e zadadena prostorna kriva so parametarski 
ravenki 

x = x(t),   y = y(t),   z = z(t),       t   

pri {to x, y, z, x , y , z  se neprekinati na segmentot , i 

P(x,y,z), Q(x,y,z) i R(x,y,z) se neprekinati vo to~kite na lakot AB 

od krivata C, toga{ 

     P x y z dx Q x y z dy R x y z dz, , , , , ,
AB

     

                        P x t y t z t x Q x t y t z t y R x t y t z t z dt, ,  , ,  , ,  .




 

 Integracijata se izveduva vo nasokata po koja 

promenlivata na integracijata x odnosno t raste. 
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 Primer 1. Da se presmeta integralot 

I =  x y dx xy dy
C

   

po krivata C {to gi svrzuva to~kite O(0,0) i A(1,2) ako za kriva C 
se zeme: 

 a) otse~kata na pravata {to gi svrzuva to~kite O(0,0) i 
A(1,2); 

 b) lakot na parabolata  y = 2x2   {to gi svrzuva tie to~ki. 

 a) Ravenkata na pravata {to minuva niz to~kite O(0,0) i 

A(1,2), (sl. 3.9) e  y = 2x,  a  dy = 2dx. Za otse~kata OA  x se menuva vo 

intervalot  0  x  1,  pa imame 

 I x x dx   3 4
17

6
2

0

1

. 

 b) Na parabolata  y = 2x2
,  dy = 4xdx,  za da se opi{e lakot OA, 

x se menuva vo intervalot  0  x  1  pa imame 

 I x x x dx    2 8 2 52 4

0

1

, . 

   Primer 2. Da se 
presmeta krivoliniskiot inte-
gral 

  I x dx y dy x y dz
C

     1 , 

 kade {to C e otse~kata na 
pravata {to gi svrzuva 
to~kite  

Sl. 3.9.  A(1,1,1) i B(2,3,4). 

 Ravenkite na pravata {to minuva niz to~kite A i B se 

x y z





1

1

1

2

1

3
 

ili zapi{ani vo parametarski vid se: 

x = 1+t,    y = 1+2t,    z = 1+3t. 

Za otse~kata AB , 0  t  1. Od parametarskite ravenki na pravata gi 

opredeluvame diferencijalite 

dx = dt,    dy = 2dt,    dz = 3dt. 

 

1 

y 

x 

A 

O 
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Spored toa imame 

     I t dt t dt t t dt            1 1 2 2 1 1 2 1 3 13
0

1

. 

 Primer 3. Da se presmeta integralot 

y dx z dy x dz
C

2 2 2   

po krivata 

x2 + y2 + z2  = a2,   x2 + y2 = ax. 

 Dadenata kriva }e ja zapi{eme vo parametarski ravenki. Od 
vtorata ravenka imame: 

 x
a

t y
a

t  
2

1
2

cos , sin .  

Ako vo prvata ravenka na krivata zamenime za x i y za z se dobiva 

z2 = a2 x2 y2 = a2   a
t

a
t a

t2
2

2
2 2 2

4
1

4 2
  cos sin sin  

t.e. 

z = a
t

sin .
2

 

Granicite na integracija se dobivaat od proekcijata na 

krivata vo xOy ramninata, pa sleduva    t  . 

 Od parametarskite ravenki na krivata sleduva 

dx x dt
a

t dt dy y dt
a

t dt dz z dt
a t

dt       sin ,  cos ,  cos .
2 2 2 2

 

 Vrz osnova na najdenite podatoci sleduva: 

y dx z dy x dz
C

2 2 2  = 

     








 



 a
t

a t
t

a
t

t
dt

3
3

3
2

3
2

8 4 2 8
1

2
sin sin cos cos cos





 

=  a
t t t

t
dt

a3
3 5

3

8
2 1 4

2 8
   






 


 sin cos cos cos .


 
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Zada~i za ve`bawe 
 

Da se presmetaat krivoliniskite integrali 

1.   x y dx y dy
C

  2  

 a)  po otse~kata AB , 

 b)  po lakot AB na parabolata  y = x2+1,  kade {to 

A(0,1), B(2,5). 

Odg.: a)  16,   b)  
52

3
.  

2.  y dx
dy

x
C

2
22 


, 

kade {to C e konturata na triagolnikot ACB so temiwa vo to~kite 

A(1,0), C(1,1), B(0,1). 
Odg.:  0. 

 3.  y dx x dy
C

 , 

kade {to C e lakot na cikloidata 

x = 2(tsint),    y = 2(1cost),     (0  t  2). 

Odg.:  24. 

 4.    x y dx x y dy
C

   , 

kade {to C e elipsata 
x

a

y

b

2

2

2

2
1  . 

Odg.:  0. 

 5. x dx y z dy x y dz
C

2 2 23  , 

kade {to C e otse~kata na pravata koja {to gi svrzuva to~kite O(0,0,0) 

i A(3,2,1). 

Odg.:  
87

4
.  

 6.  y dx z dy x dz
C

  , 

kade {to C e vintovata linija 

x = a cost,   y = a sint,   z = bt,    (0  t  2). 

Odg.:   a2. 
 



MATEMATIKA II 

 

138

4. GRINOVA FORMULA 
 
 Grinovata formula ja dava vrskata me|u dvojniot inte-

gral nad dadena ramninska oblast D i krivoliniskiot integral 

od vtor vid po krivata C {to ja ograni~uva taa oblast. 

 Neka oblasta D e edna zatvorena pravilna  oblast  vo  xOy 
ramninata zadadena so 
neravenstvata   

(a  x  b),     y1(x)  y  y2(x), 
(sl. 3.10). 

 Oblasta se vika 
pravilna ako sekoja prava 
paralelna so koordinatnite 
oski ja se~e granicata na taa 
oblast najmnogu vo dve 
to~ki. 

 Ako funkciite P(x,y) i 

Q(x,y) se neprekinati i imaat 
neprekinati parcijalni 
izvodi od  prv  red vo  

zatvorenata oblast D, toga{ va`i formulata 

   





Q

x

P

y
dxdy P x y dx Q x y dy

CD








   , , .  

 ]e go razgledame dvojniot integral 



P

y
dxdy

D

.  

Ako integrirame prvo po y, a potoa po x se dobiva: 



P

y
dxdy

D
  

 

 

 

 

   dx
P

y
dy P x y dx

a

b

y x

y x

y x

y x

a

b 


,
1

2

1

2

 

       =       P x y x P x y x dx
a

b

, ,2 1   

    =      P x y x dx P x y x dx
a

b

a

b

, , .2 1           (1) 

Sl. 3.10. 
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Ovie dva integrala mo`e da se pretstavat kako 
krivoliniski 

    P x y x dx P x y dx
a

b

, , ,2  
ANB

       P x y x dx P x y dx
a

b

, , ,1  
AMB

 

Ako zamenime vo (1) se dobiva 



P

y
dxdy

D
 =    P x y dx P x y dx, , 

ANB AMB

. 

Promenuvaj}i ja nasokata na integracijata vo vtoriot integral 
se dobiva 

   P x y dx P x y dx, ,
AMB BMA
   , 

pa zatoa 



P

y
dxdy

D
 =    P x y dx P x y dx, ,  

ANB BMA

 

     =    P x y dx P x y dx
C C

, ,
 

 
 
  .  

 (2) 

Analogno postapuvame so dvojniot integral 



Q

x
dxdy

D
  

t.e. 



Q

x
dxdy

D
 =  

 

 

 

 
dy

Q

x
dx Q x y dy

c

d

x y

x y

x y

x y

c

d 


  ,
1

2

1

2

 

        =       Q x y y Q x y y dy
c

d

2 1, ,   

        =      Q x y y dy Q x y y dy
c

d

c

d

2 1, ,  , 

kade {to  x = x1(y)  e ravenkata na krivata MAN,  x = x2(y)  e 

ravenka na krivata MBN. 

 Ako dobienive dva integrala, kako i vo prethodniot 
slu~aj, se pretstavat kako krivoliniski, se dobiva 
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

Q

x
dxdy

D
 =    Q x y dy Q x y dy, ,

MBN MAN
  = 

      =    Q x y dy Q x y dy, , .
MBN NAM
   

Sumata na dvata integrala na desnata strana od poslednoto 

ravenstvo }e ja zamenime so eden integral po celata kontura C 
zemen vo pozitivna nasoka: 



Q

x
dxdy

D
 =  Q x y dy

C

, .    

 (3) 

 Ako od ravenstvoto (3) go odzememe ravenstvoto (2) se 
dobiva 

   





Q

x

P

y
dxdy P x y dx Q x y dy

CD








   , , .  

 Dobienata formula se vika Grinova formula. 

 Primer 1. Da se presmeta krivoliniskiot integral 

   I x y dx x y dy
C

     2 2 3 2 4 ,  

kade {to C e konturata na likot, ograni~en so koordinatnite oski 
i lakot na elipsata 4x2+9y2=36  vo prviot kvadrant, (sl. 3.11): 

 a) direktno (neposredno); 

 b) so pomo{ na Grinovata formula. 

 a) Obikoluvaj}i go likot 

vo pozitivna nasoka dadeniot 
krivoliniski integral e zbir od 
krivoliniskite integrali: 

   2 2 3 2 4x y dx x y dy
C

     .  

    
OA AB BO

.  

 Na otse~kata OA : 

y = 0,  dy = 0;   0  x  3, 

 
 

Sl. 3.11. 
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i zatoa 

   
OA
     2 3 3 02

0

3

0

3

x dx x x .  

 Na otse~kata BO : 

x = 0,   dx = 0;     2  y  0,  

i zatoa 

BO
     4 2 82

2

0

2

0

ydy y .  

 Parametarskite ravenki na elipsata se 

x = 3 cost,   y = 2 sint. 

Po lakot AB od elipsata,  0
2

 t


, pa imame 

 
AB
       34 12 9 12 82 2

0

2

cos sin sin sin cos
/

t t t t t dt


. 

 Vrednosta na dadeniot krivoliniski integral e 

I      
OA AB BO

0. 

b) Spored Grinovata formula, 

   P x y dx Q x y dy
Q

x

P

y
dxdy

C D

, ,  






 







, 

imame 

     2 2 3 2 4 2 2 0x y dx x y dy dxdy
C D

        . 
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4. 1. Presmetuvawe plo{tina na ramninska figura 
so pomo{ na krivoliniski integral 

 

 Ako funkciite P(x,y) i Q(x,y) gi izbereme taka {to 







Q

x

P

y
  1, 

od Grinovata formula se dobiva formulata za presmetuvawe 

plo{tina na oblasta na integracija D, 

P dxdy
D

  . 

 Ako zememe  P(x,y) = 0,  Q(x,y) = x  se dobiva 

P x dy
C

  .    

 (4) 

Ako zememe  P(x,y) = y,  Q(x,y) = 0  se dobiva 


C

dxyP     

 (5) 

 Poluzbirot od (4) i (5) ja pretstavuva plo{tinata na 

oblasta D, 

P x dy y dx
C

 1

2
.   (6) 

 Primer 2. So primena na krivoliniski integral da se 
presmeta plo{tinata na likot ograni~en so astroidata 

x2/3  + y2/3  = a2/3. 

 Plo{tinata na astroidata }e ja presmetame po formulata 

P x dy y dx
C

 1

2
. 

 Parametarskite ravenki na astroidata se  

x = a cos3t,   y = a sin3t,      0 2 t  . 

Ako gi diferencirame ravenkite na astroidata 

dx = x dt = 3a cos2t sint dt,    dy = y dt =3a sin2t cost dt 

i gi zamenime vo formulata se dobiva: 
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 P a t t a t t dt  1

2
3 32 4 2 2 4 2

0

2

cos sin sin cos


 

 3

8
2

3

8
2 2

0

2
2a t dt asin .



  

 

Zada~i za ve`bawe 

 

1. Primenuvaj}i ja Grinovata formula da se presmetaat 

integralite: 

 1)     1 12 2   x ydx x y dy
C

, 

kade {to C e kru`nicata  x2+y2=R2 . 

Odg.:  
R 4

2
. 

  2)    xy x y dx xy x y dy
C

     , 

kade {to C e elipsata  
x

a

y

b

2

2

2

2
1  . 

Odg.:  0. 

 2. So primena na krivoliniski integral da se presmeta 

plo{tinata na elipsata  
x

a

y

b

2

2

2

2
1  . 

Odg.:  ab. 
 
 

5. USLOV ZA NEZAVISNOST NA  
KRIVOLINISKIOT INTEGRAL OD PATOT 

NA INTEGRACIJA 
 
 Vo op{t slu~aj krivoliniskiot integral 

   P x y dx Q x y dy
C

, ,  

pri zadaden podintegralen izraz i zadadeni po~etna i krajna 

to~ka na krivata C zavisi od krivata {to gi svrzuva tie to~ki. 
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 Se postavuva pra{awe: pri koj uslov vrednosta na krivo-

liniskiot integral ne zavisi od krivata C po koja se izveduva 
integracijata, a zavisi od po~etnata i krajnata to~ka na krivata 
po koja se izveduva integracijata. 

 ]e go razgledame integralot 

P dx Q dy
m


M N

 

zemen po nekoja kriva m {to gi svrzuva to~kite M i N. 

 Neka funkciite P(x,y) i 

Q(x,y) se neprekinati i neka 
imaat neprekinati parcijalni 

izvodi od prv red vo oblasta D 

vo xOy ramninata. 

 ]e pretpostavime deka 
krivoliniskiot integral ne 
zavisi od patot na 
integracijata {to gi svrzuva 

to~kite M i N, (sl. 3.12) t.e. 

 

P dx Q dy
m


M N

= P dx Q dy
n


M N

  

 (1) 

ili 

P dx Q dy
m


M N

  P dx Q dy
n


M N

= 0. 

Od svojstvata na krivoliniski integral po koordinati sleduva: 

P dx Q dy
m


M N

+ P dx Q dy
n


N M

= 0. 

Sumata na integralite na levata strana pretstavuva 

krivoliniski integral po zatvorenata kontura C i 

P dx Q dy
C

  0 .    (2) 

Zna~i, ako krivoliniskiot integral ne zavisi od krivata {to 
gi svrzuva to~kite M i N, tuku samo od polo`bata na tie 
to~ki, sleduva deka krivoliniskiot integral po koja i da bilo 
zatvorena kriva koja le`i vo oblasta D e ednakov na nula. 

 
Sl. 3.12. 
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 To~no e i obratnoto tvrdewe: ako krivoliniskiot inte-
gral po koja i da bilo zatvorena kriva e ednakov na nula, toga{ 
toj ne zavisi od formata na krivata {to gi svrzuva dvete 
to~ki, tuku zavisi samo od polo`bata na tie dve to~ki. 

 Odgovor na pra{aweto {to go postavivme dava slednava 

Teorema: Neka funkciite P(x,y) i Q(x,y) se neprekinati 
i neka imaat neprekinati parcijalni izvodi od prv red vo ob-
lasta D. Za krivoliniskiot integral po zatvorena kriva C 
koja le`i vo oblasta D da bide ramen na nula t.e. 

P dx Q dy
C

  0 ,   (2) 

potrebno i dovolno e vo site to~ki od oblasta D da bide 
ispolneto ravenstvoto 







P

y

Q

x
 .                                    (3) 

 Dokaz: Za krivoliniskiot integral po zatvorena kriva 
va`i Grinovata formula 

   P x y dx Q x y dy
Q

x

P

y
dxdy

C D

, ,  






 







. 

 Ako uslovot (3) e ispolnet, toga{ dvojniot integral na 
desnata strana e identi~no ramen na nula, pa sleduva deka i 
integralot na levata strana }e bide ramen na nula t.e. 

 P dx Q dy
C

  0 . 

So toa e doka`ano deka uslovot (3) e dovolen. 

 ]e doka`eme deka uslovot (3) e potreben. 

 Neka pretpostavime deka ravenstvoto (2) va`i koga 
uslovot (3) ne e ispolnet, t.e. 







P

y

Q

x
  

barem vo edna to~ka od oblasta D. Na primer, vo to~kata 

M0(x0,y0) neka e 







Q

x

P

y








 

M0

0 . 
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Bidej}i parcijalnite izvodi se neprekinati, toa neravenstvo }e 

va`i i vo site to~ki na nekoja dovolno mala oblast D'D, {to ja 

sodr`i to~kata M0, toga{ 







Q

x

P

y
dxdy

D








 


 0 . 

Spored Grinovata formula levata strana na poslednoto 
neravenstvo e ramna na krivoliniskiot integral po krivata C' 
{to ja ograni~uva oblasta D', pa i toj nema da bide ednakov na 
nula, {to e sprotivno na pretpostavkata deka toj e nula. Zna~i, 
na{ata pretpostavka za neispolnuvawe na uslovot (3) ne e to~na 
t.e. doka`avme deka e ispolnet uslovot 







P

y

Q

x
  

vo site to~ki na oblasta D. 

 So toa teoremata e doka`ana. 

 Bidej}i uslovot (3) e potreben i dovolen za 
podintegralniot izraz 

P dx + Q dy 

da bide totalen diferencijal na nekoja funkcija u(x,y) (vidi 

Gl.V t.8), doka`anata teorema mo`e da bide iska`ana i vo vid: 

 Krivoliniski integral po zatvorena kriva C koja le`i 
vo oblasta D e nula odnosno 

P dx Q dy
C

  0  

ako podintegralniot izraz e totalen diferencijal na nekoja 
funkcija u(x,y),t.e.  

P dx+Q dy = du. 

 Vo ovoj slu~aj, vrednosta na krivoliniskiot integral 

I = Pdx Q dy
m


M N

 

po koja i da bilo kriva {to gi svrzuva to~kite M i N i le`i vo 
oblasta D e ednakov na razlikata od vrednostite na 
funkcijata vo tie to~ki. 
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 Navistina, neka  Pdx+Qdy  e totalen diferencijal na 

funkcijata  u(x,y). toga{ 

P =


u

x
, Q =



u

y
 

i krivoliniskiot integral go dobiva vidot 

I
u

x
dx

u

y
dy 





MN

. 

 Krivata {to gi svrzuva to~kite M i N neka ima para-
metarski ravenki 

x = x(t),   y = y(t), (t1  t t2). 

Na vrednosta na parametarot t1 neka odgovara to~kata M, a na t2 

to~kata N. 

 Krivoliniskiot integral se sveduva na 

    I
u

x

dx

dt

u

y

dy

dt
dt

du

dt
dt u x t y t

t

t

t

t

t

t

 








    





,
1

2

1

2

1

2

 

      = u(x(t2),y(t2))  u(x(t1),y(t1)) = u(N)  u(M). 

Integralite ~ija vrednost ne zavisi od patot na integra-

cijata odnosno od krivata {to gi svrzuva to~kite M i N se 
ozna~uvaat i so 

P dx Q dy
M

N

     ili     
 

 
P dx Q dy

x y

x y


0 0

1 1

,

,

. 

 Pri 
presmetuvaweto na ovie 
integrali, seedno e po koja 
kriva {to gi svrzuva 

to~kite M i N }e se 
integrira, no 
najednostavno e za pat na 
integracija da se zemat 
otse~kite {to se para-
lelni so koordinatnite 

oski, t.e. patot  MM1N  ili  

MN1N (sl. 3.13). 

  

 

 
Sl. 3.13. 
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Pdx Qdy
M

N

= Pdx Qdy Pdx Qdy   
MM M N1 1

. 

Bidej}i po otse~kite 

:MM1    y=y0,    x0 x x1,     dy=0,       

M N1 :    x=x1,    y0 y y1,      dx=0, 

imame: 

Pdx Qdy
M

N

=    P x y dx Q x y dy
x

x

y

y

, ,0 1

0

1

0

1

  . 

 

 Primer 1. Ubeduvaj}i se deka podintegralniot izraz 
pretstavuva totalen diferencijal, da se presmeta integralot 

   
 

 
I x y y dx x xy dy    3 32 3 3 2

1 1

3,2

,

. 

 Vo ovoj integral 

P(x,y) = 3x 2 y  y 3 ,     Q(x,y) = x 3  3xy 2 . 

Ako gi diferencirame po y i x soodvetno funkciite P i Q, se dobiva 



P

y
 3x2  3y2 ,     



Q

x
 3x2  3y2 

od kade {to sleduva: 



P

y



Q

x
, 

t.e. podintegralniot izraz e totalen diferencijal. Zatoa imame: 

   I x y y dx x x y dy
y

y

x

x

    3 32
0 0

3
1

3
1

2

0

1

0

1

 

odnosno 

   I x dx y dy     3 1 27 92 2

1

2

1

3

 

          =    x x y y3

1

3
3

1

2
27 3 30    . 
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 Primer 2. Da se presmeta integralot 

I
x dy y dx

x yC





 2 2 , 

kade {to C e kru`nicata so radius R i centar vo koordinatniot 
po~etok. 

 Ovde 

P(x,y) = 

y

x y2 2
, Q(x,y) = 

x

x y2 2
, 

a so potrebnoto diferencirawe se dobiva 



P

y

 

y x

x y

2 2

2 2 2




   i   



Q

x

 

y x

x y

2 2

2 2 2




. 

Iako uslovot za nezavisnost od patot na integracijata, 


P

y



Q

x
, e 

ispolnet, }e vidime deka integralot ne e ramen na nula. 

 Parametarskite ravenki na kru`nicata  x2 + y2 = R2  se: 

x = R cost,   y = R sint, 

pa se dobiva 

 
I

R t R t R t R t

R t R t
dt dt

   


 

sin sin cos cos

cos sin2 2 2 2
0

2

0

2

2


 . 

Integralot ne e nula kako {to bi trebalo da sleduva od teoremata, 

zatoa {to ne se ispolneti uslovite funkciite P(x,y) i Q(x,y) da se 
neprekinati vo site to~ki vo oblasta ograni~ena so dadenata 

kru`nica t.e. tie se prekinati vo to~kata O(0,0). Po sekoja druga 

kontura {to ne go sodr`i koordinatniot po~etok integralot }e ima 
vrednost nula. 

 

Zada~i za ve`bawe 

 
 Ubeduvaj}i se deka podintegralniot izraz pretstavuva totalen 
diferencijal, da se presmetaat integralite: 

 1)  

 

 
xdx ydy

0 1

3,4

,

. 

Odg.:  12. 
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 2)  
 

 
ydx xdy

y


 2

1 2

2 1

,

,

, 

zemen po pat koj ne ja se~e x oskata. 

Odg.:  
3

2
. 

 3)    
 

 

x xy dx x y y dy4 3 2 2 4

2 1

3 0

4 6 5  
 

,

,

. 

Odg.:  62. 

 

6. POVR[INSKI INTEGRAL OD PRV VID 
 

 Kako {to krivoliniskiot integral e obop{tuvawe na 
opredeleniot integral, taka povr{inskiot integral e obop{-
tuvawe na dvojniot integral. Pri dvojniot integral oblasta na 
integracija be{e del od ramnina (ramninska oblast), a pri 
povr{inskiot integral oblasta na integracija e del od nekoja 

povr{ina S.  

 Neka e dadena edna povr-

{ina S so ravenka z=z(x,y) i 

nekoja funkcija f(x,y,z) {to e 
opredelena vo to~kite na taa 
povr{ina. 

 Povr{inata S na koj i da 
bilo na~in ja delime na 

parcijalni povr{ini Si 

(i=1,2,...,n) (sl. 3.14) ~ii 
plo{tini }e gi ozna~ime 
soodvetno so istite simboli  

 S1, S2, ..., Sn. 

Na sekoja parcijalna povr{ina 

Si (i=1,2,...,n) izbirame koja i 

da bilo to~ka Mi(i,i,i) i ja presmetuvame vrednosta na 

funkcijata vo taa to~ka, f(i,i,i). Vrednosta na funkcijata vo 
sekoja taka izbrana to~ka ja mno`ime so plo{tinata na 
parcijalnata podoblast vo koja pripa|a taa to~ka i ja 
sostavuvame integralnata suma 

 

 
Sl. 3.14. 
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n = f(1,1,1) S1 + ... + f(i,i,i) Si + ... + f(n,n,n) Sn = 

   =  f Si i i
i

n

i  , ,



1

 . 

 Ako postoi grani~nata vrednost na ovaa integralna 
suma koga n   i maxdiam Si  0 pri kakva i da bilo podelba 
na povr{inata S i kakov i da bilo izbor na to~kite Mi, se vika 
povr{inski integral od prv vid po povr{inata S i se bele`i 

   lim , , , ,
max

n
diam S

i i i i
Si

n

i

f S f x y z dS


 
 




0 1

    

kade {to dS e element na plo{tinata od povr{inata S dadena so 

ravenkata  z = z(x,y). 

 Povr{inskiot integral od prv vid se presmetuva so 

sveduvawe na dvoen integral nad oblasta D, kade {to D e 

proekcija na povr{inata S vo xOy ramninata, t.e. 

    f x y z dS f x y z x y z z dxdy
S

x y
D

, , , , ,     1 2 2 . 

 Ako  f(x,y,z) = 1, toga{ povr{inskiot integral 

dS
S
  

}e ja dade plo{tinata na povr{inata S. 

 So pomo{ na povr{inski integral mo`e da se presmeta 

masa na nekoja materijalna povr{ina, ako funkcijata (x,y,z) 
pretstavuva povr{inska gustina na masata, t.e.  

M =   x y z dS
S

, , . 

 Stati~kiot moment na povr{inata vo odnos na xOy 
ramninata e 

M x yO   z x y z dS
S

 , , , 

a vo odnos na yOz i xOz soodvetno e 

M y zO   x x y z dS
S

 , , , M x zO   y x y z dS
S

 , , . 
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 Koordinatite na te`i{teto se presmetuvaat po 
formulite: 

 

 
x

M

M

x x y z dS

x y z dS

y z S

S

0  



O





, ,

, ,
,   y

M

M
x z

0  O
,   z

M

M
x y

0 
O

. 

 
 Primer 1. Da se presmeta povr{inskiot integral 

 I x y z dS
S

   , 

kade {to S  e povr{inata  x2 + y2 + z2 = a2,   z  0. 

 Elementot na plo{tinata vo ovoj slu~aj e 

dS z z dx dy
a dx dy

a x y
x y   

 
1 2 2

2 2 2
' ' , 

zatoa 

I a
x y

a x y
dxdy

D




 












 2 2 2

1  

kade {to D e krugot  x2 + y2   a2 . 
 Minuvaj}i vo polarni koordinati se dobiva: 

 
I a d

a
d

a

















 

  


 

 cos sin

2 2
00

2

1 . 

Integralot 

I
d

a

a

1

2

2 2
0





 


 

}e go presmetame so smenata 

 = a sint,   d = a costdt,     0
2

 t


 

t.e. 

I a t dt a
t

dt
a

1
2 2 2

2

0

2

0

2 1 2

2 4
 


 sin

cos// 

, 

pa imame 

 I a
a

d a

a

  













2 2

00

2
3

4 2


 


 



cos sin . 
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 Primer 2. Da se opredeli masata na sferata so radius R, ako 
povr{inskata gustina vo sekoja to~ka e ednakva na rastojanieto od 
taa  to~ka do nekoj fiksen radius na sferata. 

 Neka fiksen radius e onoj {to se sovpa|a so z -oskata, pa rasto-

janieto na to~kata M(x,y,z) do nego e  d = x y2 2 , t.e. povr{inskata 

gustina e dadena so funkcijata 

 = x y2 2 . 

Masata na sferata e simetri~na vo odnos na xOy ramninata, pa zatoa 

M = 2 dS x y dS
S S

  2 2 2 . 

Preminuvaj}i vo polarni koordinati se dobiva 

M = 2 d
R

R
d R

d

R
R

R R

 


  
 






2 2
0

2

2 2

2 3

00

2

2 2


 


  . 

 Primer 3. Da se opredeli te`i{teto na delot od sferata 

x2 + y2 + z2 = a2
,   x  0,   y  0,   z  0, 

ako povr{inskata gustina na masata e konstantna vo sekoja to~ka 
na taa povr{ina. 

 Zemaj}i predvid deka gustinata e konstantna, specijalno mo`e 

da zememe   = 1, pa masata na ozna~eniot del na sferata e 

M
a a

 
4

8 2

2 2 
. 

 Za stati~kite momenti se dobiva: 

M xdSy z
S

O   = a d
a

d
a

a


 




 2

2 2

3

00

2

4

cos
/


 , 

M ydSx z
S

O   a d
a

d
a

a

sin
/

 





 2

2 2

3

00

2

4
 , 

M zdSx y
S

O   a d
a

a
d

a
a





 

 2 2

2 2

3

00

2

4






/

. 

Koristej}i gi formulite za koordinati na te`i{teto se dobiva: 

x y z
a

0 0 0 2
   ,   t.e.   T

a a a

2 2 2
, ,







. 
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Zada~i za ve`bawe 
 

 1. Da se presmetaat povr{inskite integrali od prv vid: 

  1) x y dS
S

2 2 , 

kade {to S e gornata polovina od sferata x 2 + y 2 + z 2 = R 2 . 

Odg.:  
2 3

2

R
. 

  2)   6 4 3x y z dS
S

  , 

kade {to S e delot od ramninata 
x y z

2 3 4
1    vo prviot oktant. 

Odg.:  12 61 . 

3)   x y dS
S

2 2 , 

kade {to S e povr{inata {to go ograni~uva teloto x y z2 2 1   . 

Odg.:   
2

1 2 . 

 2. Da se najde masata na del od paraboloidot 2z=x2+y2 ,  0 z 1 
ako povr{inskata gustina vo sekoja to~ka e proporcionalna na 

nejzinata aplikata, t.e.   = kz. 

 Odg.:   2

15
1 5 3

k
 . 

 3. Da se najde te`i{teto na polusferata x 2 + y 2 + z 2 = R 2 , z  
0 ako vo sekoja nejzina to~ka povr{inskata gustina e ednakva na 
rastojanieto na taa to~ka od radiusot {to e normalen na osnovata na 
polu-sferata. 

Odg.:  x0  = 0,   y0 = 0,   z0 =
4

3

R


. 

 4. Da se najde te`i{teto na homogenata paraboli~na povr{ina 

y2+z2=x  {to ja otsekuva ramninata  x = 1. 

Odg.:   x0

25 5 1

10 5 5 1





, y0 = z0 = 0. 
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7. POVR[INSKI INTEGRAL PO KOORDINATI 

(VTOR VID) 

 

 Neka e dadena povr{inata S. Na taa povr{ina izbirame 

edna koja i da bilo to~ka M. Povlekuvame normala na 
povr{inata vo taa to~ka i izbirame opredelena nasoka. Ako 

to~kata M ja  dvi- 
`ime po povr{inata opi{u-
vaj}i zatvorena kriva, bez da 
ja prese~e granicata na taa 
povr{ina, toga{ 
neprekinato se menuva i 
pravecot na normalata. Koga 
}e se vratime vo po~etnata 
polo`ba ako normalata ja 
zadr`i istata nasoka, za 
povr{inata vikame deka e 
dvostrana, (sl. 3.15). 

Primeri za takvi 
povr-{ini se: ramnina, 

sfera, elipsoid, paraboloid i drugi. 

 Ako pak normalata si ja promeni nasokata vo sprotivna, 
za povr{inata vikame deka e ednostrana. Primer za ednostrana 
povr{ina e Mebiusoviot list. Model za Mebiusov list se 

dobiva koga na pravoagolnikot ABCD }e se zalepat temiwata A 

so D i B so C, (sl. 3.16). 

 
Sl. 3.15. 

 

 
 

Sl. 3.16. 
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Nie }e razgleduvame samo dvostrani povr{ini. 

 Ako izbranata nasoka na 

normalata so z-oskata gradi 
ostri agli, taa strana e gorna 
strana na povr{inata, a ako 
aglite {to gi gradi normalata 

so z-oskata se tapi, taa  strana  
na  povr{inata e dolna strana 
na povr{inata, (sl. 3.17). 

 Ako povr{inata zagra-
duva nekoe telo, normalata se-
koga{ ja zemame naso~ena kon 
nadvor od toa telo. 

Povr{inata na koja sme 
izbrale strana se vika orientirana povr{ina. 

 Neka e zadadena povr{inata S so ravenka z=z(x,y) i edna 

funkcija f(M)=f(x,y,z) {to e opredelena vo to~kite na taa 

povr{ina. Povr{inata S ja delime na parcijalni povr{ini 

S1, S2, ..., Sn. 

So istite simboli neka se ozna~eni i plo{tinite na tie 
parcijalni povr{ini. 

 Na sekoj element Si izbirame po edna koja i da bilo 

to~ka Mi(i,i,i). Vrednosta na funkcijata vo izbranite to~ki 

Mi ja mno`ime so proekcijata na soodvetniot element Si vo xOy 
ram ninata, t.e. 

prxOySi = Pi 

i ja sostavuvame integralnata suma 

    n i i i
i

n

if P

 , ,

1

 . 

 Grani~nata vrednost na ovaa integralna suma, ako 
postoi, koga n   i max diamSi  0 se vika povr{inski in-
tegral po koordinati po izbranata strana na povr{inata S 
(povr{inski integral od vtor vid) od funkcijata f(x,y,z) i se 
ozna~uva 

   lim , , , ,
max

n
diam S

i i i i
i

n

S
i

f P f x y z dxdy


 
 




0 1

   . 

 
 

Sl. 3.17. 
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 Ako integralot se zeme po drugata strana na povr{inata 
toj }e go promeni znakot. 

 Sli~no se dobivaat i integralite 

 f x y z dxdz
S

, ,      i      f x y z dydz
S

, , . 

 Vo praktikata se sre}ava kombinacija od site tri vida, 
t.e. op{t vid na povr{inski integral po koordinati e: 

     P x y z dydz Q x y z dxdz R x y z dxdy
S

, , , , , ,  . 

 Ovie integrali se presmetuvaat so sveduvawe na dvojni 
integrali 

    R x y z dxdy R x y z x y dxdy
DS

, , , , ,  , 

kade {to D e proekcijata na povr{inata S vo xOy ramninata i 

agolot    me|u normalata na povr{inata i pozitivnata nasoka na  

z -oskata e ostar. 

 Ako agolot  e tap, toga{ 

    R x y z dxdy R x y z x y dxdy
DS

, , , , ,  . 

 Proekcijata na elementot dS na ramninata xOy e ednakva 
na proizvodot od plo{tinata na toj element i kosinusot od 

agolot  {to go gradi normalata na toj element so pozitivnata 

nasoka na oskata z. Taa proekcija e pozitivna ako agolot  e 
ostar i negativna ako toj agol e tap, t.e. 

prxOydS = dScos = dxdy. 

 Proekciite na elenentot dS vo koordinatnite ramnini 

xOz i yOz soodvetno se: 

prxOzdS = dScos = dxdz, 

pryOzdS = dScos = dzdy. 

 Vrskata me|u povr{inskiot integral od prv vid i 
povr{inskiot intrgral od vtor vid e dadena so formulata 

 P dydz Q dxdz R dxdy P Q R dS
S S

      cos cos cos   . 
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 Primer 1. Da se presmeta integralot 

 I z R dxdy
S

 
2

 

po gornata strana na polusferata  x2 + y2 + z2 = 2Rz.  

Povr{inata S ima ravenka z R R x y   2 2 2
, pa imame 

 I z R dxdy
S

 
2

=  R x y dxdy
D

2 2 2  , 

kade {to D e krugot x2 + y2  R2.. 

 Minuvaj}i vo polarni koordinati se dobiva 

 I d R d
R

R

      


2 2
4

00

2

2
. 

 

 Primer 2. Da se presmeta povr{inskiot integral 

xy dydz yz dxdz xz dxdy
S

   

kade {to S e nadvore{nata strana na tetraedarot ograni~en so 

ramninite  x=0,  y=0,  z=0,  x+y+z=1, (sl. 3.18). 

 Sekoj od sobirocite na 
povr{inskiot integral }e go 
re{avame pooddelno. 

I xy dy dz
S

1   . 

Site strani na tetra-

edarot gi proektirame vo yOz 
ramninata. Proekciite na tria-

golnicite AOC i AOB se 
otse~ki, pa  integralite po niv se 
nula.  

Triagolnikot BOC se 
proektira sam vo sebe. 

Integralot po nego e nula, bidej}i podintegralnata funkcija xy e nula 

za x=0, (ramninata vo koja le`i triagolnikot BOC). Triagolnikot 

ABC se proektira vo triagolnikot BOC. Triagolnikot ABC le`i vo 

ramninata  x = 1  y  z,  a cos>0, pa imame 

   I y y z dydz y y z
yz

dy

y

1

2

0

1

0

1

1 1
2

     








 



BOC

 

 
Sl.  3.18. 
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=      y y
y y

dy y y y dy1
1

2

1

2
2

1

24
2

2

0

1
2 3

0

1

 












     . 

 Za vtoriot integral 

I yz dxdz
S

2   , 

proekciite na triagolnicite OBC i AOB vo xOz ramnina se otse~ki, 

pa integralot po niv e nula; triagolnikot AOC se proektira sam vo 

sebe i y=0, pa zatoa integralot po nego e nula, a triagolnikot ABC se 

proektira vo triagolnikot  AOC,  cos > 0,  y = 1  x  z, pa imame 

   I z x z dxdz dz z x z dx
z

2
0

1

0

1

1 1
1

24
        



AOC

. 

 Za tretiot integral 

I xz dxdy
S

3   , 

proekciite na triagolnicite AOC i BOC vo ramninata xOy se otse~ki 

(integralite po niv se nula); triagolnikot AOB se proektira sam vo 

sebe i z=0, zatoa integralot po nego e nula i triagolnikot ABC se 

proektira vo tiagolnikot  AOB,  z = 1  x  y  i  cos > 0,  pa imame 

   I x x y dxdy dx x x xy dy
x

3
0

1
2

0

1

1
1

24
        



AOB

. 

 Spored izvr{enite presmetki dadeniot integral 

I = I1 + I2 + I3 = 
1

8
. 

 
 

Zada~i za ve`bawe 
 

 Da se presmetaat povr{inskite integrali od vtor vid: 

 1)  z dxdy
S

 , 

kade {to S e nadvore{nata strana na sferata  x2 + y2 + z2 = R2 . 

Odg.:  
4

3
3R . 
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2)  x dydz dxdz xz dxdy
S

  2
, 

kade {to S e nadvore{nata strana na delot od sferata  x2 + y2 +z2 = 1 
{to se nao|a vo prviot oktant. 

Odg.:  
5

12

2

15


 . 

 3)  x dydz y dxdz z dxdy
S

  , 

po gornata strana na delot od ramninata  x+2z = 2, {to le`i vo prviot 

oktant i go otsekuva ramninata  y = 4. 
Odg.:  8. 

 4)  2 2dxdy y dxdz x z dydz
S

  , 

ako S e nadvore{nata strana na delot od elipsoidot 4x2 + y2 + 4z2 = 1, 
{to se nao|a vo prviot oktant. 

Odg.:  
1

24
7

1

5
 







 . 

 

8. [TOKSOVA FORMULA 

 
 Za povr{inskite integrali va`i formula analogna na 
Grinovata formula, koja ovozmo`uva presmetuvaweto na povr-

{inskiot integral po povr{inata S da se svede na presmetuvawe 

na krivoliniski integral po krivata L, {to ja ograni~uva taa 
povr{ina. 

 Neka e dadena povr{i-

nata S koja so sekoja prava 

paralelna na z-oskata se se~e 
samo vo edna to~ka, (sl. 3.19). 

Konturata na povr{inata S 

da ja ozna~ime so L. 

 Za pozitivna nasoka 
na normalata 


n  }e ja zememe 

onaa koja so  pozitivnata  

nasoka na z-oskata gradi 
ostar agol. Pozitivnata 

strana na povr{inata S e onaa na koja i odgovara pozitivnata 
nasoka na normalata. 

 
 
  

 
 

Sl. 3.19. 
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 Nasokata na obikoluvaweto po konturata L e vo 
soglasnost so pozitivnata nasoka na normalata, t.e. ako 
posmatra~ot gleda od krajot na normalata 


n , toga{ 

obikoluvaweto na krivata L e vo nasoka sprotivna od nasokata 
na dvi`eweto na strelkite na ~asovnikot ili takvo {to 
povr{inata da ostanuva na levata strana od posmatra~ot. 

 Neka povr{inata S e zadadena so ravenkata  z = f(x,y). 

 Ravenkata na tangentnata ramnina vo to~kata M0(x0,y0,z0) 
glasi: 

z  z0  p(xx0)  q(yy0) = 0. 

Kosinusite na pravecot na normalata zemaj}i ja 
pozitivnata nasoka se: 

cos , 


 

p

p q1 2 2
    cos , 



 

q

p q1 2 2
    cos , 

 

1

1 2 2p q
 

Proekcijata na krivata L vo ramninata xOy neka e krivata C, a 

proekcija na povr{inata S neka e oblasta D. 

]e pretpostavime deka povr{inata so site to~ki se nao|a 

vo nekoja prostorna oblast V. Vo oblasta V neka se zadadeni 

funkciite P(x,y,z), Q(x,y,z) i R(x,y,z) koi se neprekinati vo taa 
oblast zaedno so nivnite parcijalni izvodi od prv red. 

Krivoliniskiot integral 

 P x y z dx
L

, ,  

mo`eme da go pretstavime so krivoliniski integral po krivata 

C, zatoa {to na krivata L imame z=f(x,y) , kade {to x i y se 

koordinati na to~ki na krivata C vo xOy ramninata, t.e. imame 

 P x y z dx
L

, ,  =   P x y f x y dx
C

, , , . 

 So primena na Grinovata formula, zemaj}i predvid deka 

P(x,y,f(x,y)) e slo`ena funkcija od y, se dobiva 

  P x y f x y dx
C

, , ,  = 
  



P x y f x y

y
dxdy

D

, , ,
  

      = 


















P

y

P

f

f

y
dxdy

P

y

P

z

z

y
dxdy

D D

 






    







  . 
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 Vektorite 






z

x

z

y
, ,







1  i (cos, cos, cos) se paralelni, 

pa nivnite koordinati se proporcionalni, t.e. 







 

z

x

z

y

cos cos cos
 

 1
, 

od kade {to sleduva 







z

y
 

cos

cos
. 

Zemaj}i go toa predvid imame 

         P x y f x y dx
C

, , ,  = 









P

y

P

z
dxdy

D

 








  cos

cos
 

=


















P

z

P

y

dxdy P

z

P

y
dS

D S

cos cos
cos

cos cos






  







    

   =






P

z
dzdx

P

y
dxdy

S

 , 

t.e. 

 P x y z dx
L

, , =






P

z
dzdx

P

y
dxdy

S

 .  (1) 

Analogno se dobiva (so cikli~na permutacija) 

 Q x y z dy
L

, , =






Q

x
dxdy

Q

z
dydz

S

   (2) 

i 

 R x y z dz
L

, , =






R

y
dydz

R

x
dzdx

S

 .  (3) 

So sobirawe na ravenstvata (1), (2) i (3) se dobiva: 

     P x y z dx Q x y z dy R x y z dz
L

, , , , , ,    

=


















R

y

Q

z
dydz

P

z

R

x
dxdz

Q

x

P

y
dxdy

S








  





  







 . 
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Toa e [toksovata formula {to ja dava vrskata me|u 

povr{inskiot integral po povr{inata S i krivoliniskiot in-

tegral po krivata L, koja e granica na taa povr{ina. 

O~igledno e deka Grinovata formula e poseben slu~aj na 

ovaa formula. Ako z=const, toga{ dz=0, pa se dobiva Grinovata 
formula. 

Od [toksovata formula sleduva: 

Ako se ispolneti uslovite 



















P

z

R

x

Q

x

P

y

R

y

Q

z
  , , , 

toga{ krivoliniskiot integral po koja i da bilo prostorna 
zatvorena kriva L od prostornata oblast V e ramen na nula, 

     P x y z dx Q x y z dy R x y z dz
L

, , , , , ,   0. 

 Isto taka, toga{ e 

   P dx Q dy R dz du u u     
M

N

M

N

N M , 

t.e. podintegralniot izraz e totalen diferencijal na 
funkcijata u(x,y,z) i vrednosta na integralot ne zavisi od 
patot na integracijata. Najlesno e vo toj slu~aj da se 
presmeta integralot po otse~kata {to gi svrzuva to~kite M 

i N. 

 [toksovata formula mo`e da se napi{e i vo vid 

P dx Q dy R dz
x y z

P Q R

dS
SL

   
cos cos cos  









 

   =

dydz dxdz dxdy

x y z
P Q R

S








 . 
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Primer 1. So primena na [toksovata formula da se 
presmeta krivoliniskiot integral 

I x y dx dy z dz
L

   2 3 , 

ako konturata L e kru`nicata  x2 + y2 = a2 , z = 0,  a za S da se zeme 
polusferata  x2 + y2 + z2 = a2 ,  z  0. 

 Povr{inata S }e ja zememe po nadvore{nata strana, a 
konturata }e ja obikoluvame vo sprotivna nasoka od nasokata na 
dvi`ewe na strelkite od ~asovnikot. 

 So primena na [toksovata formula se dobiva 

     I dydz dzdx x y dxdy
S

       0 0 0 0 0 3 2 2
 

    =   3 32 2 2 2x y dxdy x y dxdy
S D

, 

kade {to D e krugot  x2 + y2  a2. Minuvaj}i vo polarni koordinati se 
dobiva 

I d d d d
a

aa

    3
3

4
2

8
4 2 2 2 5

6

00

2

00

2

          


cos sin sin .  

 Primer 2. Da se poka`e so pomo{ na [toksovata formula 
deka integralot 

I yz dx xz dy xy dz
L

   , 

kade {to L e proizvolna zatvorena kriva, e ramen na nula. Da se 
proveri toa presmetuvaj}i go integralot po konturata na 
triagolnikot  OAB  so temiwa vo to~kite  O(0,0,0), A(1,1,0)  i  
B(1,1,1), (sl. 3.20). 

 Vo dadeniot integral 

P = yz,   Q = xz,   R = xy. 
So primena na [toksovata formula, zemaj}i go integralot po koja i da 

bilo povr{ina S ograni~ena so krivata L, se dobiva 

yz dx xz dy xy dz
L

    

   
 









  







xy

y

xz

z
dydz

S

       















yz

z

xy

x
dxdz

xz

z

yz

y
dxdy









  









   

=      x x dydz y y dxdz z z dxdy
S

      0. 
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 Spored slikata 

 I     
OA AB BO

. 

Pravata OA ima ravenki 

x y z





0

1

0

1

0

0
, 

t.e. 

x = t,   y = t,   z = 0. 

 So diferencirawe na 
ravenkite na pravata se dobiva 

dx = dt,   dy = dt,   dz = 0. 

Za otse~kata  OA , 0  t  
1,  pa zatoa se dobiva: 

OA
  0 . 

 Pravata niz to~kite A, B ima ravenki 

x y z





1

0

1

0

0

1
=t 

ili 

x = 1,   y = 1,   z = t. 

So diferencirawe na ravenkite na pravata se dobiva 

dx = 0,   dy = 0,   dz = dt. 

Za otse~kata AB  imame  0  t  1, 

pa se dobiva 

    1 1 1
0

1

0

1

dt t .
AB

 

 Pravata BO ima ravenki 

x y z
t













1

0 1

1

0 1

1

0 1
 

ili 

x = 1  t,   y = 1  t,   z = 1  t. 

So diferencirawe na ravenkite na pravata se dobiva: 

dx = dt,.   dy = dt,   dz = dt. 

 
 

Sl. 3.20 
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Za otse~kata BO  imame  0  t  1, pa se dobiva: 

   
BO
       3 1 1 1

2 3

0

1

0

1

t dt t . 

 Spored izvr{enite presmetuvawa se dobiva 

I = 0. 

 

Zada~i za ve`bawe 
 
 So primena na [toksovata formula da se presmetaat integra-
lite: 

 1)  xydx y dy z dz
L

  2 , 

kade {to L e kru`nicata  x2 + y2 = 1, z = 1, a za povr{ina S da se zeme 

paraboloidot  2  z = x2 + y2  nad krugot. 
Odg.:  0. 

 2) y dx z dy x dz
L

2 2 2  , 

kade {to L e konturata na triagolnikot ABC, ~ii temiwa se to~kite 

A(a,0,0), B(0,a,0) i C(0,0,a). 
Odg.:  a3 . 

 3)       y z dx z x dy x y dz
L

     , 

kade {to L e elipsata  x2 + y2  = a2 ,  
x

a

z

h
  1 ,  (a > 0, h > 0). 

Odg.:  2(a2+ah). 

Upatstvo: Dvojnite integrali e potrebno da se presmetaat po 

oblastite vo koi se proektira elipsata. Proekcija vo  xOy  ramnina e 

krugot x2 + y2  a2
, proekcija vo yOz ramninata e elipsata 

z h

h

y

a







 
2 2

2
1 i proekcija vo xOz ramninata e otse~ka, t.e. oblasta 

e so plo{tina nula. 
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9. FORMULA NA GAUS-OSTROGRADSKI 

 

 Formulata na Gaus-Ostrogradski ja dava vrskata me|u 
povr{inskiot integral po nadvore{nata strana na povr{inata 

S i trojniot integral po prostornata oblast V {to e ograni~ena 

so povr{inata S. 

 Neka e zadadena povr-

{inata S {to ja ograni~uva 

oblasta V. Za taa povr{ina 
pretpostavuvame deka pravite 
paralelni so koordinatnite 
oski ja proboduvaat najmnogu 
vo dve to~ki (sl. 3.21). 

 Cilindri~nata 
povr{ina {to ja proektira 

oblasta V vo oblasta D vo xOy 
ramninata ja dopira 

povr{inata S po edna kriva L 

{to ja deli povr{inata S na dve povr{ini S1 i S2. Ravenkite na 

tie povr{ini soodvetno se  z = z1(x,y)  i  z = z2(x,y). 

 Funkciite P(x,y,z), Q(x,y,z) i R(x,y,z) neka se neprekinati 

vo zatvorenata oblast V zaedno so svoite parcijalni izvodi od 
prv red. 

 ]e go transformirame trojniot integral 

 

 






R

z
dxdydz dxdy

R

z
dz

D z x y

z x y

V

  
1

2

,

,

 

=      R x y z x y dxdy R x y z x y dxdy
D D

, , , , , ,2 1    

=    R x y z dxdy R x y z dxdy
S S

, , , ,
2 1

  . 

Prviot od dvojnite integrali e zemen po gornata strana 

S2, a vtoriot po dolnata strana S1 na povr{inata. Bidej}i 

normalata na povr{inata  S1  zagraduva  tap  agol  so pozitivnata 

nasoka na z-oskata, znakot na integralot }e se promeni od minus 

na plus. Bidej}i gornata strana na S2 i dolnata strana na S1 se 

nadvore{na strana na povr{inata S se dobiva povr{inski inte-

gral po zatvorena povr{ina S, t.e. 

 
 

Sl. 3.21. 
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

R

z
dxdydz

V

  R x y z dxdy
S

, , .  (1) 

Na istiot na~in se dobiva: 

 

Q

y
dxdydz Q x y z dxdz

SV

  , ,   (2) 

i 

 

P

x
dxdydz P x y z dydz

SV

  , , .  (3) 

 So sobirawe na ravenstvata (1), (2) i (3) se dobiva 
formulata na Gaus-Ostrogradski 










P

x

Q

y

R

z
dxdydz Pdydz Qdxdz Rdxdy

SV

 






    . 

Bidej}i 

dydz = dScos,    dxdz = dScos,    dxdy = dScos 

formulata na Gaus-Ostrogradski mo`e da se zapi{e i vo vid 

 








  
P

x

Q

y

R

z
dxdydz P Q R dS

SV

 






    cos cos cos . 

 Ako   P = x,   Q = y,   R = z,   toga{ 

dxdydz xdydz ydxdz zdxdy
SV

  
1

3
. 

So toa volumenot na teloto ograni~eno so povr{inata S go 

izrazuvame so povr{inski integral po povr{inata S koja go 
ograni~uva toa telo. 

 

Primer 1. Da se presmeta integralot 

I xz dydz x y dxdz y z dxdy
S

   2 2 , 

kade {to S e nadvore{nata strana na povr{inata na teloto koe vo 
prviot oktant go ograni~uvaat povr{inite 

z = x2 + y2,   x2 + y2 = 1,   x = 0,   y = 0,   z = 0, 

(sl. 3.22). 
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So primena na formulata na Gaus-Ostrogradski se dobiva 

 I z x y dxdydz
V

    2 2
 

=

 z
x y z dxdy

x y

D

2
2 2

0
2

2 2

 








 



  

=  3

2
2 2

2
x y dxdy

D

 . 

Minuvame vo polarni 
koordinati 

x=cos,  y=sin,  
dxdy=dd. 

 Oblasta D e opredelena so neravenstvata 

0    1,     0   

2

, 

pa imame 

I d d  
3

2 8
4

0

1

0

2

   


.
/

 

 

Zada~i za ve`bawe 

 

So pomo{ na formulata na Gaus-Ostrogradski da se presmetaat 
integralite: 

1)  x dydz y dxdz z dxdy
S

2 2 2  , 

ako S e nadvore{nata strana na teloto koe vo prviot oktant go 

ograni~uvaat povr{inite  x2 + y2 = z2 ,  z = h,  x = 0,  y = 0. 

Odg.:  h4 1

3 8







. 

 

 

 
 

Sl. 3.22. 
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 2) x dydz y dxdz z dxdy
S

2 2 2  , 

ako S e nadvore{nata strana na povr{inata na teloto ograni~eno so 

povr{inata  2az = a2 x2 y2
 i koordinatnite ramnini vo prviot 

oktant. 

Odg.:  a 4 4

15 48







 

 3) x dydz y dxdz z dxdy
S

3 3 3  , 

ako S e nadvore{nata strana na sferata  x2 + y2 + z2 = a2 . 

Odg.:  
12

5
5a . 

 4)   x y z dS
S

cos cos cos    , 

ako S e nadvore{nata strana na sferata  x2 + y2 + z2 = R2 . 

Odg.:  4R3 . 



 

 

 
 
 

GLAVA IV 
 
 

REDOVI 
 

 
1. DEFINICIJA NA BROEN RED 

 
 Neka e dadena beskrajnata niza broevi 

a1, a2, a3, ..., an, ...  .             (1) 
Izrazot 

a1+a2+a3+ ... +an+ ...             (2) 

se vika beskraen broen red ili samo broen red. Redot kratko se 
zapi{uva i vo vid 

an
n




1

, 

broevite a1, a2, a3, ..., an, ... se vikaat ~lenovi na redot, an se vika 
op{t ~len na redot. 

Redot se smeta za zadaden ako e poznato praviloto 
(zakonot) po koe za sekoj broj (indeks) n mo`e da se zapi{e 
soodvetniot ~len na redot. ^esto op{tiot ~len na redot se 
zadava so formula an=f (n), so ~ija pomo{ mo`e da se napi{e sekoj 
~len na redot. 

Na primer, ako 

)( 1

1




nn
an , 

toga{ redot e 

 
1

1 2

1

2 3

1

1



 


... ...

n n
; 

Ako  

!n
an

1
  

toga{ redot e 

1
1

2

1

3

1
    

! ! !
... ...

n
; 
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Ako  an = (1)n,  toga{ redot e 

1 + 1  1 + ... . 

Sumata na n prvi ~lenovi na redot se bele`i so Sn i se 

vika n-ta parcijalna suma na toj red. 

Taka 

Sn = a1 + a2 + ... +an 

ili pokratko 





n

k
kn aS

1

. 

]e ja formirame nizata od parcijalnite sumi na redot 

S1 = a1, 
S2 = a1 + a2,, 
S3 = a1 + a2 + a3, 
.......................... 
Sn = a1 + a2 + ... + an, 
........................... 

Ako postoi kone~na granica S na nizata od parcijalnite 
sumi koga n   , t.e. 

n
n

SlimS


  

redot se vika konvergenten. S se vika suma na redot. 

Ako, koga n    sumata Sn  nema granica ili 
lim
n

nS


  , toga{ redot se vika divergenten. 

 
Primer 1. Da go razgledame geometriskiot red 

a1 + a1q + a1q
2 + ... + a1q

n1 + ... . 

Sumata  na  prvite   n   ~lenovi  na  geometriskiot red  (za 

q1) iznesuva 

S
a a q

qn

n





1 1

1
 

ili 

S
a

q

a q

qn

n







1 1

1 1
. 
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1) Ako 1q , toga{ q n  0  koga n    i sleduva 

lim lim
n

n
n

n

S
a

q

a q

q

a

q 














 


1 1 1

1 1 1
. 

Zna~i, za q  1  beskrajniot geometriski red e 

konvergenten i negovata suma e 

S
a

q



1

1
. 

2) Ako q  1, toga{ q
n
   koga n    i 

lim
n

nS


  , t.e. redot e divergenten. 

3) Ako q =1, toga{ redot e 

a1 + a1 + ...+ a1 + ...     (a10) 

i ima parcijalna suma Sn=na1 {to te`i kon beskrajnost zaedno so 
n: lim

n
nS


  , t.e. redot divergira. 

4) Ako q = 1, toga{ redot e od vidot 

a1  a1 + a1  ...  a1+ ... . 

Vo toj slu~aj 

S
a n k

n kn 
 






1 2 1

0 2

,

.
  

Spored toa, sumata Sn nema granica, zatoa redot e 
divergenten. 

Zna~i, beskrajniot geometriski red (a10) konvergira 

koga koli~nikot q  1 i divergira koga q  1 . 

 
Primer 2. Da se najde sumata na redot 

   
1

1

1

1 2

1

2 3

1

11 n n n nn 






 








 ... ... . 

Parcijalnata suma na prvite n ~lenovi na redot e 

 
S

n nn  



 



1

1 2

1

2 3

1

1
... . 

Ako se ima predvid ravenstvoto 

 
1

1

1 1

1n n n n
 


, 

sumata Sn mo`e da se napi{e vo vid 
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1

1
1

1

11
...

4

1

3

1

3

1

2

1

2

1
1



















 






 






 

nnn
Sn , 

od kade {to sleduva 

lim lim .
n

n
n

S
n 

 


1
1

1
1  

So toa poka`avme deka dadeniot red e konvergenten i ima suma 

S = 1. 
 
Primer 3. Da se najde sumata na redot 

  
1

2 1 2 11 n nn  



 . 

Sumata na prvite n ~lenovi na redot e 

  
S

n nn 




 

 
1

1 3

1

3 5

1

2 1 2 1
... . 

Op{tiot ~len na redot }e go pretstavime vo vid na suma od 
poprosti dropki 

  
1

2 1 2 1 2 1 2 1n n

A

n

B

n 






. 

Ako pomno`ime so imenitelot od levata strana, }e go dobieme 
identitetot 

1 = A(2n+1) + B(2n1). 

Za n 
1

2
 se dobiva A 

1

2
, a za n  

1

2
 se dobiva B  

1

2
. 

Spored toa 

      
a

n n n nn 
 







1

2 1 2 1

1

2 2 1

1

2 2 1
. 

Ottuka 

a1
1

2 1

1

2 3






 

a2
1

2 3

1

2 5






, 

................................... 

   
S

n nn  










 












  














 

1

2 1

1

2 3

1

2 3

1

2 5

1

2 2 1

1

2 2 1
...  

=
 

1

2

1

2 2 1


n
, 

zatoa 



Gl. IV  Redovi 

 

175

S S
n

n

lim =

 
1

2

1

2 2 1

1

2






lim
n n

. 

So toa poka`avme deka dadeniot red e konvergenten i negovata 

suma e S 
1

2
. 

 

Primer 4. Da se opredeli sumata na redot 

 n n n
n

   




 2 1 2
1

.  

^lenovite na redot se:  

a1 1 2 2 3   , 

a2 2 2 3 4    

a3 3 2 4 5   , 

............................................... 

a n n nn     2 1 2 . 

Parcijalnata suma na prvite n ~lenovi na redot e:  

Sn=  1 2 2 3    2 2 3 4    3 2 4 5  + 

+ ... +  n n n   2 1 2  

ili 

S n nn      1 2 1 2 . 

Bidej}i 

 lim lim
n

n
n

S n n
 

      1 2 2 1  

       


1 2 2 1lim
n

n n  

 
  

  

  
 


1 2

2 1

2 1
1 2lim

n

n n

n n
, 

zna~i redot e konvergenten i negovata suma e S  1 2 . 

 

Primer 5. Redot 

1
1

1

2

1

3

1

1 n nn

     




 . . . . . .    (3) 

se vika harmoniski red. 

]e poka`eme deka ovoj red e divergenten. Za taa cel 
~lenovite na redot }e gi grupirame na sledniov na~in 
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...
16

1
...

9

1

8

1

7

1

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1
1 






 






 






 


  

lena~8lena~4lena~2

 . 

^lenovite vo sekoja zagrada }e gi zamenime so najmaliot 
od niv, t.e. go formirame pomo{niot red 

1
1

2

1

4

1

4

1

8

1

8

1

8

1

8

1

16

1

16
  




   




  




. . . . . .  (4) 

So Sn da ja ozna~ime sumata na prvite n ~lenovi na harmoniskiot 

red (3), a so n  sumata na prvite n ~lenovi na pomo{niot red (4). 

Bidej}i sekoj ~len na redot (3) e pogolem od soodvetniot 

~len na redot (4) ili ramen na nego, toga{ za n > 2 imame 

Sn >  n .    (5) 

Parcijalnite sumi na redot (4) za vrednosti na n ramni na 
21, 22, 23,... se: 

2 1
1

2
1 1

1

2
     , 

 4 22 1
1

2

1

4

1

4
1

1

2

1

2
1 2

1

2
    




      , 

 8 23 1
1

2

1

4

1

4

1

8

1

8

1

8

1

8
1 3

1

2
    




   




   , 

  

Ako ja zememe sumata na prvite 2m ~lenovi na redot (4) se 
dobiva 


2

1
1

2
m m   . 

Ako brojot na ~lenovite  n = 2m  raste neograni~eno, toga{ i 

pokazatelot m }e raste neograni~eno, zatoa n }e te`i kon 
beskrajnost i spored toa, 

lim
n

n
  , 

no toga{ od odnosot (5) sleduva deka i 

lim
n

nS


 , 

t.e. harmoniskiot red (1) divergira. 
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Zada~i za ve`bawe 

 

1. Da se najde sumata na prvite n ~lenovi na redot 

1)  1+2+3+4+5+...+n+... ;   Odg.:  1)  
 n n  1

2
; 

2)  2+4+6+8+...+2n+... ;            2)  n(n+1); 

3)  12+22+32+...+n2+... ;             3)  
  n n n 1 2 1

6
;  

4)  1+3+32+33+...+3n+… ;             4)  
3 1

2

n 
; 

5)  1
1

2

1

2

1

2

1

22 3
     ... ...

n
 .          5)  2 - 1

2 1n
. 

2. Da se najde sumata na redot: 

1) 
 

1

21 n nn 



 ;    Odg.:  1) 
3

4
; 

2) 
  

1

4 3 4 11 n nn  



 ;             2) 
1

4
; 

3) 
 
2 1

12 2
1

n

n nn







 .             3) 1. 

3. Da se napi{at beskrajnite redovi, ako parcijalnite zbirovi 

Sn od nivnite n  prvi ~lenovi se: 

1) S
n

nn 
2 1

; 

Odg.:  
  

1

3

1

15

1

35

1

2 1 2 1
   

 
. . . . . ..

n n
 . 

2) Sn

n

n



2

3 1

3
; 

Odg.: 
4

3

4

3

4

3

4

32 3
    . . . . . .

n
 . 

3) 
1


n

n
Sn . 

Odg.:   ...
nn

... 



1

1

6

1

2

1
 . 
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2. OSOBINI NA KONVERGENTNI REDOVI 

 
10 Ako redot 

 a1 + a2 + a3 + ... + an + ...                            (1) 

konvergira i ima suma S, toga{ redot {to se dobiva koga }e se 
pomno`at site negovi ~lenovi so eden i ist broj c e isto taka 
konvergenten i ima suma cS. 

ca1 + ca2 + ca3 + ... + can +  …          (1') 

Dokaz: Neka ja ozna~ime sumata na prvite n ~lenovi od 

redot  (1) so Sn, a na redot  (1')so n , toga{ imame 

n = ca1 + ca2 + ca3 + ... + can = cSn 

~ija granica e 

lim lim lim
n

n
n

n
n

nc S c S cS
  

   . 

So toa osobinata e doka`ana. 

20 Ako redovite  

a1 + a2 + a3 + ... + an + ... ,            (1) 

b1 + b2 + b3 + ... + bn + ...            (2) 

se konvergentni i sumite im se soodvetno S' i S'', toga{ redot 
{to se dobiva koga soodvetnite ~lenovi na tie redovi se 
soberat 

(a1+b1) + (a2+b2) + (a3+b3) ... + (an+bn) + ...          (3) 

e isto taka konvergenten i negovata suma e  S' + S''. 

Dokaz: Neka se soodvetno Sn' i  Sn''  n-tite parcijalni 

sumi na dadenite redovi (1) i (2), a  n  e n-tata parcijalna suma 

na dobieniot red (3). 

Spored toa 

n = (a1+b1) + (a2+b2) + (a3+b3) + ... + (an+bn) = Sn' + Sn'' 

~ija granica e 

 lim lim lim lim
n

n
n

n n
n

n
n

nS S S S S S
   

             

{to i treba{e da se doka`e. 
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30  Ako daden red e konvergenten, toga{ e konvergenten i 
redot {to se dobiva so dodavawe ili so izostavuvawe na 
kone~en broj ~lenovi na toj red. 

Dokaz: Neka Sn e sumata na n-te ~lenovi na redot an
n




1

, a 

Ck sumata na izostavenite ~lenovi. (Pri dovolno golemo n site 

izostaveni ~lenovi se sodr`at vo sumata Sn). n k  e suma na 

~lenovite na redot koi se vo Sn, a ne se vo Ck, toga{ 

Sn = Ck + n k  

kade {to Ck ne zavisi od n. 

Od posledniot odnos sleduva deka ako postoi lim
n

n k  , 

toga{ postoi i lim
n

nS


; ako postoi lim
n

nS


, toga{ postoi i 

lim
n

n k  . So toa to~nosta na osobinata e doka`ana. 

40 (Potreben uslov za konvergancija). Ako redot e 
konvergenten, toga{ negoviot op{t ~len te`i kon nula. 

Dokaz: Neka redot 

a1 + a2 + a3 + ... + an + ... 

e konvergenten, t.e. 

lim
n

nS S


 , 

kade {to S  e suma na redot, toga{ i  

lim
n

nS S
  1 , 

bidej}i koga n    i  n   1  , no 

Sn = a1 + a2 + ... + an = Sn1 + an 

od kade {to  

lim lim lim
n

n
n

n
n

nS S a
   

 1  

ili 

lim lim lim
n

n
n

n
n

na S S S S
       1 0 . 
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Uslovot lim
n

na


 0  e samo potreben uslov za konver-

gencija na daden red, no ne i dovolen. 

Na primer, pri harmoniskiot red op{tiot ~len te`i kon 

nula koga n neograni~eno raste, no vidovme deka toj red ne e 
konvergenten. 

Od doka`anata osobina sleduva: ako 

lim
n

na


 0 , 

toga{ redot e divergenten. 

Na primer, redot 

1

2

2

5

3

8

4

11 3 1
    


... ...

n

n
 

e divergenten, zatoa {to 

lim lim
n

n
n

a
n

n 





3 1

1

3
 

t.e. 

lim
n

na


 0 . 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

Da se proveri dali e ispolnet potrebniot uslov za 
konvergencija na redovite: 

1.  
2

3 1

2

1

n

nn 










 ;   Odg.:  Ne. 

2.  
n
n

n 21



 ;    Odg.:  Da. 

3.  1
1

1











 n

n

n

;   Odg.:  Ne. 

4.  
n

nn
2

1 3



     Odg.:  Da. 
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   3.REDOVI SO POZITIVNI ^LENOVI. 

KRITERIUMI ZA KONVERGENCIJA NA REDOVI 
 

Poka`avme kako mo`e neposredno da se utvrdi 
konvergencija na nekoi redovi, taka {to nao|avme izraz za 

sumata na prvite n-~lenovi na redot i ja baravme granicata koga 
n   . 

Me|utoa, vo mnogu slu~ai ne mo`e taka da se opredeli 
dali e redot konvergenten, bidej}i mnogu e te{ko da se najde 

kompakten izraz za Sn. Ponatamu, so pomo{ na nekoi kriteriumi 
}e mo`eme da ka`eme dali e redot konvergenten ili 
divergenten, no ne i da ja najdeme negovata suma. Mnogu e va`no 
da se znae dali e redot konvergenten i bez da se najde negovata 
suma. 

Neka redot an
n




1

 e konvergenten. Razlikata me|u sumata 

na redot i negovata n-ta parcijalna suma se vika n-ti ostatok 
na redot, t.e. 

Rn = S  Sn = an+1 + an+2 + ... . 

Bidej}i po pretpostavka, dadeniot red e konvergenten 
apsolutnata vrednost na ostatokot 

R S Sn n   

mo`e da bide proizvolno mala, ako n se zeme dovolno golemo.  

Spored toa, mo`e pribli`no da se presmetuva sumata na  
konvergenten red zemaj}i dovolno golem broj prvi negovi 
~lenovi. 

Sega }e se ograni~ime samo na redovi so pozitivni 
~lenovi i }e izneseme nekoi kriteriumi za konvergencija na tie 
redovi. 

 
3.1. Sporeduvawe na redovi so pozitivni ~lenovi 

 

^esto mo`e da se opredeli dali eden red so pozitivni 
~lenovi e konvergenten ili divergenten ako se sporedi so drug 
red za koj{to odnapred se znae dali e konvergenten ili 
divergenten. 

 
Neka se dadeni dva reda so pozitivni ~lenovi 
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an
n




1

= a a an1 2   . . . . . .   (1) 

bn
n




1

=b b bn1 2   . . . . . .    (2) 

i neka a bn n  za sekoj n (ili po~nuvaj}i od nekoj ~len), toga{: 

1) ako redot (2) e konvergenten, konvergenten e i redot 
(1); 

2) ako redot (1) e divergenten, divergenten e i redot (2). 

Dokaz: So Sn i  n  da gi ozna~ime soodvetno parcijalnite 

sumi na dadenite redovi 

Sn = a1 + a2 + a3 + ... + an, 

n  = b1 + b2 + b3 + ... + bn . 

Bidej}i redovite se so pozitivni ~lenovi nizite od 

parcijalnite sumi (Sn) i (n ) se monotono raste~ki. 

Od uslovot  

a bn n  (n=1,2,...), 
sleduva 

Sn n  . 

Bidej}i redot (2) e konvergenten 

lim
n

n
  , 

a kako redot e so pozitivni ~lenovi 

 n < , 

a isto taka i 

Sn <  . 

So toa poka`avme deka nizata od parcijalni sumi (Sn ) e 
ograni~ena. 

Spored toa, nizata od parcijalnite sumi (Sn) e monotono 

raste~ka i ograni~ena zatoa ima granica 

lim
n

nS S


  

pri {to 
S   . 

Za doka`uvawe na vtoriot del od tvrdeweto dovolno e da 
se ka`e: bidej}i redot (1) divergira, negovite parcijalni sumi 
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neograni~eno rastat, Sn   ; bidej}i pak n nS , toga{ i 

n   . 

Spored toa redot (2) divergira {to i treba{e da 
doka`eme. 

 
Primer 1. Redot 

1

2

1

3

1

ln ln
...

ln
...   

n
 

e divergenten. 

Site ~lenovi na ovoj red se pogolemi od soodvetnite ~lenovi 
na harmoniskiot red 

1
1

2

1

3

1
    ... ...

n
 . 

Bidej}i harmoniskiot red e divergenten, sleduva deka i 
dadeniot red divergira. 

 

Primer 2. Da se ispita konvergencijata na redot 

1

2

1

2

1

2 2

1

3 2

1

22 3
1 n nn n

 





 





 ... ... . 

Ovoj red }e go sporedime so geometriskiot red 

1

2

1

2

1

22   ... ...n  

pri kogo q  
1

2
1  i e konvergenten. 

Bidej}i sekoj ~len na dadeniot red e pomal od soodvetniot ~len 
na geometriskiot red  

1

2

1

2n n n
 , 

sleduva deka dadeniot red e konvergenten. 

 
Primer 3. Hiperharmoniskiot red 

1
1

1

2

1

3

1

1 n np p p p     


 . . . . . . ,  p-realen broj 

e konvergenten za p>1, a divergenten za p1. 

 

a) za  p = 1, go imame harmoniskiot red koj e divergenten; 
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b) za  p > 1, redot }e go napi{eme vo vid  

1
1

2

1

3

1

4

1

5

1

6

1

7

1

8

1

15
 






    







   







 p p p p p p p p... ... . 

Vo sekoja zagrada ~lenovite }e gi zamenime so 
najgolemiot od niv. So toa dobivame red ~ii ~lenovi se 
pogolemi od ~lenovite na dadeniot red, t.e. 

1
2

2

4

4

8

8
   p p p ... 

ili 

1
1

2

1

2

1

21 1

2

1

3

 






 







   p p p ... , 

a toa e geometriski red so prv ~len a1=1 i koli~nik 

q p 

1

2
11 . 

Sporeduvaj}i go dadeniot red so dobieniot geometriski 
red zaklu~uvame deka redot e konvergenten; 

v) za p < 1, ~lenovite na dadeniot red se pogolemi od 
soodvetnite ~lenovi na harmoniskiot red, pa sleduva deka redot 
e divergenten. 

Eden prakti~en kriterium za konvergencija na redovi so 
pozitivni ~lenovi ni dava slednava teorema: 

Teorema. Ako postoi grani~nata vrednost 

lim
n

n

n

a

b
k


  0  , 

toga{ dvata reda se konvergentni ili i dvata reda 
istovremeno se divergentni, t.e. ako konvergira edniot od 

redovite an
1



  i bn
1



  }e konvergira i drugiot, a ako 

divergira edniot }e divergira i drugiot. 

Od lim
n

n

n

a

b
k


  sleduva deka za sekoj broj >0 postoi 

priroden broj n takov {to 

a

b
kn

n

   , 

odnosno 

 a b kn n   . 
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Koristej}i go kriteriumot za sporeduvawe na redovi 

sleduva: ako konvergira redot bn
1



  }e konvergira i redot 

an
1



 , a ako divergira redot an
1



  }e divergira i redot bn
1



 . 

Bidej}i k  0 , imame 

lim
n

n

n

b

a k


1
, 

{to zna~i za sekoj broj   > 0  postoi priroden broj n takov {to 

b

a k
n

n

 
1

 , odnosno b
k

an n 






1
 . 

Spored kriteriumot za sporeduvawe na redovi sleduva: 

ako konvergira redot an
1



  }e konvergira i redot bn
1



 , a ako 

divergira redot bn
1



  }e divergira i redot an
1



 , t.e. dvata reda 

se od ista priroda. 
 
Primer 1. Da se ispita konvergencijata na redot 

 
1

12
1 n nn 



 . 

Dadeniot red }e go sporedime so hiperharmoniskiot red 

1
3 2

1 nn
/





 . 

Imame 

 
lim lim

/

n

n

n
n

a

b

n n

n

 





1

1

1
1

2

3 2

. 

Bidej}i hiperharmoniskiot red e konvergenten ( p  
3

2
1 ), 

spored doka`anata teorema ( k  1 0 ) sleduva deka i dadeniot red e 

konvergenten. 

3. 2. Dalamberov kriterium  
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Neka e daden redot an
n




1

 so pozitivni ~lenovi i neka  

lim
n

n

n

a

a

 1  , 

toga{, za   1  redot e konvergenten; za   1  redot e 
divergenten; za   1 so ovoj kriterium ne mo`e da se utvrdi 
dali redot e konvergenten ili divergenten. 

Dokaz: Neka   1 . Spored definicijata za granica na 

niza, za sekoj broj  >0 mo`e da se najde priroden broj N takov 

{to za sekoj n N  da va`i neravenstvoto 

a

a
n

n

   1
1   , 

kade {to   se izbira tolku mal {to   1    da ostanuva 

pomalo od 1. Toga{ 

a

a
N

N

 1
1 ,     

a

a
N

N





2

1
1 ,     

a

a
N

N





3

2
1 , ... 

od kade {to  

a aN N 1 1 ,     a a aN N N  2 1 1 1
2  ,    

a a aN N N  3 2 1 1
3  , ... 

t.e. ~lenovite na dadeniot red po~nuvaj}i od indeksot N se 

pomali od ~lenovite na geometriskiot red koj opa|a (1 1 ) 

a a aN N N  1 1
2

1
3  . . .  . 

Spored kriteriumot za sporeduvawe na redovi, N-tiot 
ostatok na redot konvergira, a toga{ konvergira i dadeniot red. 

Neka   1. Toga{ mo`e da se najde takov broj N, taka {to 

za n N  da va`i neravenstvoto 

a

a
n

n

   1
1   , 
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kade {to   se izbira tolku mal broj {to   1    da ostane 

pogolem od 1. Vo toj slu~aj sekoj sleden ~len vo redot }e bide 

pogolem od prethodniot a an n 1 , a bidej}i se site ~lenovi 

pozitivni, ne mo`e da bide ispolnet potrebniot uslov za 
konvergencija na redot, spored kogo op{tiot ~len na redot treba 
da te`i kon nula. Zna~i, redot e divergenten. 
 

Primer 1.  Daden  e redot 

1

21 n n
n 



 . 

Da se ispita negovata konvergencija so pomo{ na kriteriumot na 
Dalamber. 

Za dadeniot red imame: 

a
n

n n



1

2
,      a

nn n 
1 1

1

1 2
. 

Spored kriteriumot na Dalamber  

 
1

2

1

12

1

2

1
21

1
1

1 

















 n

n
lim

n

n
lim

a

a
lim

n

n

n

n
n

n

n
, 

pa redot e konvergenten. 
 

Primer 2. Da se ispita konvergencijata na redot 

n
n

n

!

51



 . 

so pomo{ na kriteriumot na Dalamber. 

Za dadeniot red imame: 

a
n

n n
!

5
, 

 
a

n
n n 


1 1

1

5

!
. 

Spored kriteriumot na Dalamber 

 

  



   









lim lim lim
n

n

n
n

n

n

n

a

a

n

n
n1

1

1

5

5

1

5
1

!

!
. 

Redot e divergenten. 
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3. 3. Ko{iev kriterium 
 

Neka e daden redot an
n




1

 so pozitivni ~lenovi i neka 

lim
n

n
n a


  , toga{ za   1  redot e konvergenten; za   1  

redot e divergenten; za   1 so ovoj kriterium ne mo`e da se 
utvrdi dali redot e konvergenten ili divergenten. 

Dokaz: Dokazot e sli~en so dokazot na Dalamberoviot 

kriterium. 

Ako   1 , toga{ spored definicijata za granica na niza 

za sekoj broj    > 0  mo`e da se najde priroden broj N takov {to 

za sekoj n N  da va`i neravenstvoto 

an
n   , 

od kade {to sleduva 

an
n     1, 

kade {to   se izbira tolku mal {to brojot   1    da 

ostanuva pomal od 1. 

Ottuka sleduva: 

a N
N 1 ,   a N

N


1 1
1 , ... . 

]e gi razgledame sega dvata reda 

a a a a aN N1 2 3 1     ... ...  (1) 

  1 1
1

1
2N N N    ... .   (1') 

Redot (1') konvergira bidej}i e toa geometriski red so koli~nik 

1 1 . ^lenovite na dadeniot red (1), po~nuvaj}i od ~lenot aN, 
se pomali od soodvetnite ~lenovi na redot (1'). Spored 
kriteriumot za sporeduvawe na redovi dadeniot red (1) 
konvergira. 

Za   1 , po~nuvaj}i od nekoj indeks n N  

an
n  1  

ili 

an > 1, 

t.e. po~nuvaj}i od aN  site ~lenovi na razgleduvaniot red, se 
pogolemi od 1. Redot divergira bidej}i negoviot op{t ~len ne 
te`i kon nula. 
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Primer 1. Da se ispita konvergencijata na redot 

 
1

11 lnn
n n 



  

so pomo{ na Ko{ieviot kriterium. 

So kriteriumot na Ko{i se dobiva 

   
lim lim

ln
lim

lnn
n

n

n
n

n
n

a
n n  







 
1

1

1

1
0 1. 

Redot e konvergenten. 

 
Primer 2. Da se ispita konvergencijata na redot 

1

2
1

1
2

1
n

n

n n










  

so pomo{ na Ko{ieviot kriterium. 

Spored kriteriumot na Ko{i imame 

lim lim
n

n
n

n

n

a
n

e
 

 






 

1

2
1

1 1

2
. 

Bidej}i   
1

2
1e , redot e divergenten. 

 

Primer 3. Kriteriumot na Ko{i ne dava odgovor na 
pra{aweto za konvergencija na redot 

1

1 n p



  

bidej}i 

lim lim
n p

n
n

p

n

n n 
 






1 1

1 . 

Navistina, so primena na Lopitalovoto pravilo nao|ame 

lim ln lim
ln

lim
n

n
n nn

n

n
n

  








1
1

1
0 , 

a toga{ 

lim
n

n

n
e


 

1
10

. 

Me|utoa, nie vidovme deka dadeniot red za p 1 divergira, a za p>1 
konvergira. 

 



MATEMATIKA II 

 

190

Zada~i za ve`bawe 
 

1. So sporeduvawe na redovi ~ija konvergencija (divergencija) 

e poznata da se utvrdi konvergencijata (divergencijata) na redovite: 

1)  
1

1 5

1

2 5

1

3 5

1

52 3






 


... ...

n n ; 

Odg.:  1) Konvergenten. 

2)  
1

1 nn



 ;     2) Divergenten. 

3)  
1

5 21
n

n n



 ;    3) Konvergenten. 

 

2. So pomo{ na kriteriumot na Dalamber da se ispita 

konvergencijata na redovite: 

1)  
n
n

n 21



 ;      Odg.:  1) Konvergenten. 

2)  
1

1 nn !



 ;      2) Konvergenten. 

3)  
n

n

!

101



 .     3) Divergenten. 

 
3. So Ko{iev kriterium da se ispita konvergencijata na 

redovite: 

1)  
n

n

n

2 11 








 ;          Odg.: 1) Konvergenten. 

2)  
n

n

n







 1
2

1

;       2) Divergenten. 

3)  
an

n

n










 11

,   (a>0).      3) a<1, konvergenten; 

              a>1, divergenten. 
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4. REDOVI ^II ^LENOVI IMAAT 
PROIZVOLNI ZNACI 

 
Do sega gi izu~uvavme redovite so pozitivni ~lenovi. Od 

redovite ~ii ~lenovi imaat proizvolni znaci najnapred }e gi 
razgledame naizmeni~nite redovi. 

 

4.1. Naizmeni~ni redovi. Teorema na Lajbnic 
 
Redovite ~ii ~lenovi naizmeni~no se pozitivni i 

negativni (ili obratno) se vikaat naizmeni~ni ili 
alternativni redovi. Toa se redovite od vid 

a1 + (a2) + a3 + (a4) + ...   (1) 

kade {to  a1, a2, a3,..., an,...,  se pozitivni broevi. 

Za ispituvawe konvergencija na ovie redovi }e uka`eme 
na eden ednostaven kriterium iska`an so teoremata: 

Teorema na Lajbnic: Ako ~lenovite na naizmeni~niot 
red opa|aat po apsolutna vrednost t.e. 

a a a an1 2 3    . . . . . .   (2) 

i op{tiot ~len se stremi kon nula koga n   , t.e. 

lim
n

na


 0 ,    (3) 

toga{ redot (1) konvergira, sumata na redot e pozitivna i ne 
e pogolema od prviot ~len na redot a1. Ostatokot na redot e 
so ist znak kako i prviot izostaven ~len, a negovata 
apsolutna vrednost e pomala od apsolutnata vrednost na 
prviot izostaven ~len. 

Dokaz: Da ja razgledame prvin parcijalnata suma na paren 
broj ~lenovi 

     S a a a a a am m m2 1 2 3 4 2 1 2      . . . . 

Od uslovot (2) na teoremata sleduva deka izrazot vo sekoja 

zagrada e pozitiven, zatoa sumata S m2 0 ,  i raste koga m raste. 

Istata suma mo`e da se zapi{e vo vid 

    S a a a a a am m2 1 2 3 4 5 2      . . . , 

toga{ zbirot vo srednata zagrada e pomal od  a1  i  

S am2 1 . 
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Spored toa, nizata S S S m2 4 2, , . . . , , . . .  e monotono raste~ka 

i ograni~ena, pa zna~i e i konvergentna, t.e. 

lim
n

mS S


2 . 

Isto taka zbirot od neparen broj ~lenovi na redot, t.e. 

S S am m m2 1 2 2 1    

te`i kon istata grani~na vrednost koga m   , bidej}i spored 

uslovot (3) na teoremata lim
m

ma
  2 1 0 , pa imame 

 lim lim lim lim
m

m
m

m m
m

m
m

mS S a S a S
          2 1 2 2 1 2 2 1 . 

So toa doka`avme deka redot (1) e konvergenten i  

0 1 S a . 

Ako pri sobiraweto na redot se zadr`ime na n-tiot ~len, 
ostatokot na redot }e bide 

   R a an
n

n
n

n    


1 11
1

2 ... , 
ili 

     1 1 2
n

n n nR a a ... 

koj e, isto taka, konvergenten naizmeni~en red i zatoa negovata 

suma Rn  go ima znakot na prviot izostaven ~len   1 1
n

na , a e 

pomala po apsolutna vrednost od nego, 

S S R an n n   1 . 

Zna~i, gre{kata {to se pravi pri zamenata na S so Sn ne e 
pogolema po apsolutna vrednost od prviot izostaven ~len. 

Primer 1. Harmoniskiot naizmeni~en red 

 1
1

2

1

3

1

4
1

11      ... ...n

n
 

konvergira bidej}i negovite ~lenovi opa|aat po apsolutna 
vrednost 

1
1

2

1

3
  . . .    i   lim lim

n
n

n
a

n 
 

1
0 . 

Ako stavime 

 S
n

n   1
11

1

100

, 

pravime gre{ka pomala od 
1

101
. 
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Primer 2. Da se ispita konvergencijata na redot 

 




 1
11

1

n n

n
 . 

Za dadeniot red imame 

lim lim lim
n

n
n n

a
n

n n  



 




 

1
1

1
1 0  . 

Redot e divergenten zatoa {to ne e ispolnet potrebniot uslov za 
konvergencija. 

 

4. 2. Apsolutno konvergentni redovi 
 

Pri ispituvaweto na redovite so proizvolni znaci se 
javuvaat dva vida konvergencija: apsolutna i uslovna 
konvergencija. 

Redot ~ii ~lenovi imaat proizvolni znaci se vika 
apsolutno konvergenten red ako e konvergenten redot 
formiran od apsolutnite vrednosti na negovite ~lenovi. 

Ispituvaweto dali daden red e apsolutno konvergenten 
se sveduva na ispituvawe konvergencija na red so pozitivni 
~lenovi. 

Ako eden red e konvergenten, no ne e apsolutno kon-
vergenten, toj se vika uslovno konvergenten ili 
semikonvergenten. 

Primer 1. Da se ispita prirodata na redot 

 1
1

2

1

3

1

4
1

11      ... ...n

n
. 

Spored kriteriumot na Lajbnic redot e konvergenten zatoa 
{to 

1
1

2

1

3
  ...    i   lim lim

n
n

n
a

n 
 

1
0 . 

Redot formiran od apsolutnite vrednosti na negovite ~lenovi 
e harmoniskiot red, 

1
1

2

1

3

1

4

1
     ... ...

n
 

koj e divergenten, pa zna~i dadeniot red e uslovno konvergenten. 
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Primer 2. Redot 

 
1

2

1

2

1

2

1

3

1

2
1

1 1

22 3
1        ... ...n

nn
 

e apsolutno konvergenten. 

Navistina, ~lenovite na redot formiran od apsolutnite 
vrednosti na ~lenovite na dadeniot red,  

1

2

1

2

1

2

1

3

1

2

1 1

22 3       ... ...
n n  

se pomali od soodvetnite ~lenovi na geometriskiot red, 

1

2

1

2

1

2

1

22 3    ... ...n  

koj e konvergenten, pa zna~i deka i toj red e konvergenten. 

So toa doka`avme deka dadeniot red e apsolutno konvergenten.  

So slednava teorema }e dademe eden va`en kriterium za 
konvergencija na redovi ~ii ~lenovi imaat proizvolni znaci. 

Teorema: Ako redot ~ii ~lenovi imaat proizvolni 
znaci 

a1 + a2 + a3 + ... + an + ...   (1) 

e takov {to redot od apsolutnite vrednosti na negovite 
~lenovi 

a a an1 2  ... ...   (2) 

e konvergenten, toga{ dadeniot red e konvergenten. 

Dokaz: Neka se Sn  i Sn  soodvetno sumite na prvite n 

~lenovi na redovite (1) i (2). So Sn1
 i Sn2

 da gi ozna~ime 

soodvetno sumite na site pozitivni ~lenovi odnosno na site 

negativni ~lenovi {to se nao|aat vo prvite n ~lenovi na 
dadeniot red (1). Parcijalnite sumi na redovite (1) i (2) 
soodvetno se  

S S Sn n n   
1 2

,      S S Sn n n   
1 2

. 

Po pretpostavkata vo teoremata redot (2) e konver-
genten, pa imame 

lim
n

nS S


  . 
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Nizite od sumite Sn1
 i Sn2

 se pozitivni, raste~ki i 

ograni~eni (pomali od S ), pa spored toa imaat granici S  i 

S . Granicata na razlikata od ovie sumi e kone~na, t.e. postoi 

 lim lim lim
n

n n
n

n
n

nS S S S S S S
  

           
1 2 1 2

, 

a bidej}i 

S S Sn n n   
1 2

, 

toga{ 

lim
n

nS S


 . 

So toa doka`avme deka i redot ~ii ~lenovi imaat 
proizvolni znaci e konvergenten. 

Zna~i, ispituvaweto na konvergencijata na red ~ii 
~lenovi imaat proizvolni znaci mo`e da se svede na ispituvawe 
konvergencija na redovi so pozitivni ~lenovi. 

Za redot vo primerot 2, vidovme deka e apsolutno 
konvergenten, pa zna~i deka toj e konvergenten. 

Razgrani~uvaweto na apsolutna i uslovna konvergencija 
e mnogu va`no. Apsolutno konvergentnite redovi imaat nekoi 
osobini koi ne gi imaat uslovno konvergentnite redovi. 
 

5. POIM ZA FUNKCIONALEN RED I  

OBLAST NA KONVERGENCIJA 
 

 Redot  
u u un1 2   ... ...    (1) 

se vika  funkcionalen  red  ako negovite ~lenovi se funkcii  od 

x. 
 ]e go razgledame funkcionalniot red 

     u x u x u xn1 2   ... ... . 

 Ako na nezavisno promenlivata x dademe nekoja brojna 

vrednost se dobiva broen red. So toa za razli~ni vrednosti na x 
se dobivaat razli~ni brojni redovi koi mo`at da bidat 
konvergentni ili divergentni.  

Vrednosta  x = x0  za koja brojniot red 

     u x u x u xn1 0 2 0 0   ... ... 

konvergira se vika to~ka na konvergencija na redot (1). 
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 Mno`estvoto na site vrednosti na promenlivata x, pri 
koi funkcionalniot red (1) konvergira se vika oblast na 
konvergencija na toj red. Obi~no toa e nekoj interval. 

 Ako za sekoja vrednost na x od intervalot (a,b) redot (1) 

konvergira, negovata suma e nekoja funkcija od x i pi{uvame 

       f x u x u x u xn    1 2 ... ... ,  (a<x<b), 

toga{, isto taka, se veli deka funkcijata f(x) vo intervalot (a,b) 
se razlo`uva vo redot (1). 

 

6. STEPENSKI REDOVI 
 
 Od site funkcionalni redovi najednostavni se t.n. 
stepenski redovi. 

 Stepenski redovi se vikaat redovite od oblik 

a a x a x a x a xn
n

0 1 2
2

3
3     ... ...,  (1) 

kade {to a0, a1, a2, a3, ..., an, ... se konstanti i se vikaat 
koeficienti na redot. 

 Oblasta na konvergencija na ovie redovi se opredeluva 
so pomo{ na slednava teorema: 

 Teorema na Abel. Ako stepenskiot red (1) e 
konvergenten za x=x0  (x0 0), toga{ toj e konvergenten i za 

sekoj x x 0  . 

 Dokaz: Za x=x0 go imame redot 

a a x a x a x a xn
n

0 1 0 2 0
2

3 0
3

0     ... ... 

koj po pretpostavka e konvergenten, zatoa op{tiot ~len na 

redot a xn
n

n
0

0



  se stremi kon nula, t.e. 

lim
n

n
na x


0 0 , 

i site negovi ~lenovi se ograni~eni, t.e. postoi takov pozitiven 

broj M taka {to za sekoj priroden broj n va`i neravenstvoto 

a x Mn
n

0   .    (2) 

 Dadeniot red }e go zapi{eme vo vid: 
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a a x
x

x
a x

x

x
a x

x

xn
n

n

0 1 0
0

2 0
2

0

2

0
0










 









  









 ... ... 

i }e go sostavime redot od apsolutnite vrednosti na negovite 
~lenovi 

a a x
x

x
a x

x

x
a x

x

xn
n

n

0 1 0
0

2 0
2

0

2

0
0

    ... ... . 

Vo vrska so uka`anoto neravenstvo (2) sekoj ~len na ovoj 
red e pomal od soodvetniot ~len na geometriskiot red so 

koli~nik 
x

x0

: 

M M
x

x
M

x

x
M

x

x

n

    
0 0

2

0

... ... .  (1') 

Ako x x 0 , toga{ 
x

x0

< 1 i geometriskiot red (1') e 

konvergenten. Zatoa e konvergenten i redot od apsolutnite 
vrednosti na ~lenovite na dadeniot red, a toa zna~i deka dade-
niot red apsolutno konvergira. So toa teoremata e doka`ana. 

Posledica: Ako redot (1) divergira za x=x0', toga{ toj 
divergira i za sekoj x {to go zadovoluva neravenstvoto 

x x 0 . 

Dokaz: Neka redot (1) e divergenten vo to~kata x=x0'. Ako 

bi postoel nekoj takov x   x x 0  za koj redot (1) e 

konvergenten, toga{ spored teoremata na Abel toj apsolutno bi 

konvergiral i za site vrednosti na x {to po apsolutna vrednost 

se pomali od x , pa posebno i za x=x0', a toa e sprotivno na 
uslovot. 

Od toa sleduva deka redot (1) e divergenten i za x , a toa 
i treba{e da se doka`e. 

Od prethodnoto mo`e da zaklu~ime deka postoi takov 

broj R, taka {to za x R  redot konvergira i za x R  redot 

divergira, t.e. stepenskiot red (1) apsolutno konvergira za 

vrednosti na x od intervalot (R, R) i divergira za vrednosti na 

x nadvor od toj interval. Toj interval go vikame interval na 
konvergencija na redot, a brojot R radius na konvergencija na 
redot  (1). 



MATEMATIKA II 

 

198

Za opredeluvawe interval na konvergencija na eden 
stepenski red se formira red od apsolutnite vrednosti na 
negovite ~lenovi i se primenuvaat kriteriumite na Dalamber i 
Ko{i. 

Ako postoi granicata 

 
 lim

n

n

n

u x

u x

1
 , 

toga{ radiusot na konvergencija e 

R
a

an

n

n


 

lim
1

 . 

Imame 

 
 

u x

u x

a x

a x

a

a
xn

n

n
n

n
n

n

n

 


 1 1
1

1
, 

od kade {to 

 
 

u x

u x

a

a
xn

n

n

n

 1 1
, 

t.e. 

 
 lim lim

n

n

n
n

n

n

u x

u x

a

a
x







 1 1
 . 

 Spored kriteriumot na Dalamber, redot (1) konvergira, 
ako 

 
 lim

n

n

n

u x

u x

 1 1,  t.e. lim
n

n

n

a

a
x



  1 1, 

a divergira ako 

 
 lim

n

n

n

u x

u x

 1 1,  t.e. lim
n

n

n

a

a
x



  1 1. 

 Zna~i, stepenskiot red (1) konvergira za onie vrednosti 

na x, za koi 

x
a

a

a

a

n

n

n

n

n

n

 




 

1

1 1
lim

lim  
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i divergira za onie vrednosti na x , za koi 

x
a

a

a

a

n

n

n

n

n

n

 




 

1

1 1
lim

lim . 

Taka, za redot (1)  

R
a

an

n

n


 

lim
1

. 

 Zamenuvaj}i gi vo redot (1) namesto x broevite R i R se 
dobivaat dva brojni reda, ~ija konvergencija mo`e da se ispita 
so pomo{ na kriteriumite za konvergencija na brojni redovi. 
So toa }e se opredeli dali dadeniot red konvergira na kraevite 

od intervalot (R,R). 

 Ako R = 0, redot konvergira samo vo koordinatniot 
po~etok. Zabele`uvame deka sekoj stepenski red konvergira za 

x=0 i negovata suma e a0. Ako R   , toga{ redot konvergira za 

sekoja realna vrednost na x. 

Analogno, za opredeluvawe radius na konvergencija mo`e 
da se koristi kriteriumot na Ko{i i toga{ 

R
a

n
n

n




1

lim
. 

 Ako bezbroj mnogu ~lenovi na redot se nuli (kako vo 
slu~ajot koga redot sodr`i samo parni ili neparni stepeni), 
ovie formuli za opredeluvawe radius na konvergencija ne se 
koristat. Toga{ treba, napravo da se primenuva kriteriumot na 
Dalamber i Ko{i. 
 

Primer 1. Da se najde radiusot na konvergencija na redot 

x
x x

n

n

   
2

2
... ... . 

 Spored kriteriumot na Dalamber imame 

R
a

a
n

n

n

nn

n

n
n n

 







   

lim lim lim
1

1

1

1

1
1. 
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Zna~i, redot e  konvergenten  vo vnatre{nosta na intervalot 

(1,1), a divergenten nadvor od toj interval. 

 Za  x = 1 se dobiva naizmeni~niot red 

 1
1

2

1

3

1

4
1

11      ... ...n

n
 

koj spored kriteriumot na Lajbnic e konvergenten. 

 Za  x = 1  se dobiva harmoniskiot red 

1
1

2

1

3

1

4

1
     ... ...

n
 

za kogo znaeme deka e divergenten. 

 Spored toa, zna~i, redot e konvergenten za   1 1x  i ima 

radius na konvergencija  R = 1. 
 
 Primer 2. Daden  e redot 

1
2

2

    x
x x

n

n

! !
... ... . 

Da se opredeli radius na konvergencija.  

Spored kriteriumot na Dalamber imame: 

 
 

lim lim
n

n

n
n

u x

u x n
x









1 1

1
0 

t.e. 

 

 R
a

a

n

n

n
n

n

n
n n

 



   
   

lim lim lim
1

1

1

1

1
!

!

. 

 Zna~i, redot e konvergenten za site kone~ni vrednosti na x, 

t.e. za     x  i R   . 
 

 Primer 3. Da se najde radiusot na konvergencija i 
intervalot na konvergencija  na redot 

 
 

1
3 6 9

1
3

3 6 9 3

      
x x x x

n
n

n

! ! ! !
... ... . 

Spored kriteriumot na Dalamber 
 

  

 

 
  lim lim lim

n

n

n
n

n

n
n

u

u

x

n

x

n

n x

n














1

3 1

3

33 1

3

3

3 1

!

!

!

!
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   =
   

lim
n

x

n n n   


3

3 1 3 2 3 3
0, 

a toa e pomalo od 1 za sekoj x. Spored toa, interval na konvergencija e 

intervalot    , , a R   . 

 

 Primer 4. Da se najde radiusot i intervalot na 
konvergencija i da se ispita konvergencijata na granicite na 
intervalot na konvergencija za redot 

3
2 1

2

1

n
nx

n 



  . 

 Bidej}i redot gi sodr`i samo parnite stepeni, toga{ nema da 
se koristi formulata za radius na konvergencija tuku napravo 
Dalamberoviot kriterium 

 
 

 

lim lim lim
n

n

n
n

n n

n n
n

u x

u x

x

n
x

n

n

n
x x







 


 







 1

1 2 1

2
2 2

3

2 1
3

2 1

2 1

2 1
3 3 . 

Taa granica treba da e pomala od 1, 

3x2 < 1,  t.e. x 
1

3
 , 

pa interval vo koj pripa|a x e 








1

3

1

3
, . 

 Za x  
1

3
, se dobiva redot 

1
1

3

1

5

1

2 1
   


. . . . . .

n
 

koj e divergenten. 

 Spored toa, radius na konvergencija na dadeniot red e R 
1

3
 

i interval na konvergencija e intervalot 








1

3

1

3
, . 

 Funkcionalniot red od oblikot 

     a a x a a x a a x an
n

0 1 2
2       ... ... 

e isto taka stepenski red. 
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 Za ispituvawe na negovata konvergencija treba da se 

stavi  x  a = z. 

 Ako R e radiusot na konvergencija na redot 

a a z a z a zn
n

0 1 2
2    ... ... 

toga{ dadeniot red apsolutno konvergira vo intervalot 

   R x a R  ili   a R a R , . Konvergencijata na 

granicite od intervalot na konvergencija }e ja ispitame ako za 

x vo redot zamenime x a R  , odnosno x a R  . 
 
 Primer 5. Da se opredeli radius na konvergencija i interval 
na konvergencija na redot 

 
     

x
x x x

n

n

n 







 



1
1

2 4

1

3 4

1

4

2 3

2 1... ... . 

Spored formulata za radius na konvergencija imame: 

 

 
R

a

a
n

n

n

nn

n

n
n

n

n

n
 







  




lim lim lim

1

1

1

4
1

1 4

4 1
4 . 

Zna~i, radius na konvergencija e  R = 4,  a interval na 

konvergencija e 

   4 1 4x , t.e.   5< x <3. 

 Za x = 5 se dobiva redot 

  





  


4
4

2 4

4

3 4
1

4

4

2 3

2 1... ...n
n

nn
 , 

odnosno 

4(  1
1

2

1

3

1

4
1

11      ... ...n

n
) 

koj e konvergenten. 

 Za  x = 3 se dobiva redot 

4
4

2 4

4

3 4

4

4

2 3

2 1





 


... ...
n

nn
 

odnosno 

4(1
1

2

1

3

1

4

1
     ... ...

n
) 

koj e divergenten. Spored toa interval na konvergencija e intervalot 

  5 3, . 

 



Gl.IV  Redovi 

 

203

6. 1. Integrirawe i diferencirawe na stepenski redovi 
 

Vo odnos na diferencirawe i integrirawe stepenskite 
redovi se odnesuvaat kako polinomite koi imaat kone~en broj 
~lenovi. Vo intervalot na konvergencija stepenskite redovi 
mo`at da se integriraat, a isto taka i da se diferenciraat ~len 
po ~len. 

10 Ako stepenskiot red 

a a x a x a xn
n

0 1 2
2    ... ...  (1) 

ima interval na konvergencija (R, R), toga{ i redot 

a x a
x

a
x

a
x

nn

n

0 1

2

2

3 1

2 3 1
   






... ...  (2) 

{to se dobiva koga redot (1) se integrira ~len po ~len ima 
ist interval na konvergencija (R, R). Sumata na redot (2) e 

   F x f x dx
x

 
0

 

kade {to f (x) e sumata na redot (1). 

 20 Ako stepenskiot red 

a a x a x a xn
n

0 1 2
2    ... ...  (1) 

ima interval na konvergencija (R, R), toga{ i redot {to se 
dobiva koga stepenskiot red se diferencira ~len po ~len 

a a x na xn
n

1 2
12   ... ...   (3) 

ima ist interval na konvergencija (R, R). Sumata na redot (3) 
e 

    x f x  , 

kade {to f (x) e sumata na redot (1). 

 Integriraweto ~len po ~len na redovi igra va`na uloga 
pri razlo`uvaweto vo stepenski redovi na mnogu integrali koi 
ne mo`at da se izrazat preku elementarni funkcii vo kone~en 
vid, a so toa i za pribli`no presmetuvawe na vrednostite na tie 
integrali. 
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Redot (1) mo`e da se diferencira i pove}e pati so {to se 
dobivaat redovite: 

         f x a a x n n a xn
n2 6 12 3

2... ... 

          f x a n n n a xn
n6 1 23

3... ... 

...................................................................... 

   f x n a n n a xn
n n

( ) ... ...      ! 1 3 2 1  

koi se konvergentni vo istiot interval kako i redot (1). 

Ako vo redot (1) i vo negovite izvodi se stavi  x = 0,  se 
dobivaat poznatite izrazi za koeficientite na stepenskiot red 

 a f0 0 ,   
 

a
f

1

0

1



!

,   
 

a
f

2

0

2



!

,  ..., 

   
a

f

nn

n


0

!
, 

a so zamena na ovie izrazi vo (1) se dobiva redot 

   
       

f x f
f

x
f

x
f

n
x

n
n 





  0

0

1

0

2

02

! ! !
... ... 

Dobieniot red se vika Maklorenov red. 

Maklorenoviot red e Maklorenovata formula ~ij 

ostatok te`i kon nula koga n    za  x R R  , . 

Maklorenoviot red za nekoi elementarni funkcii glasi: 

e x
x xx     1
2 3

2 3

! !
...,        x  

sin ...x x
x x

   
3 5

3 5! !
,        x  

cos ...x
x x

   1
2 4

2 4

! !
,        x  

  
    

1 1
1

2

1 2

3
2 3   




 
x mx

m m
x

m m m
xm

! !
. . . ,  

   1 1x  

 ln ...1
2 3

2 3

    x x
x x

 .      1 1x  
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Ako se zeme predvid poop{tiot red 

 a x xn

n




 0
0

, 

toga{ vo izvodite na redot (1) se stava x = x0 i se dobiva Taj-
lorov red, 

           f x f x
f x

x x
f x

x x 


 


 0

0

0

0

0

2

1 2! !
. . .  

     .. . ...  
f x

n
x x

n
n0

0!
 

Da razgledame nekoi primeri. 

Primer 1. Da se ispita konvergencijata na redot 

1
2

2

    x
x x

n

n

... ...  

i so pomo{ na diferencirawe i integrirawe da se najde sumata na 
redot 

Imame 

R
a

a
n

n

n

nn

n

n
n n

 







   

lim lim lim
1

1

1

1

1
1. 

Zna~i, radiusot na konvergencija e R=1. Redot e konvergenten 

za   1 1x . 

 Neka vo intervalot na konvergencija sumata na redot e f(x),t.e. 

 f x x
x x

n

n

     1
2

2

... ... . 

So diferencirawe se dobiva redot 

       f x x x xn n1 1... ... . 
Bidej}i desnata strana e geometriski red so koli~nik x sumata na ovoj 
red e 

  


f x
x

1

1
 . 

So integrirawe nao|ame 

     f x f
dx

x
x

o

x

 


  0
1

1ln . 

 Od dadeniot red se gleda deka  f(0) = 1,  pa imame 

   f x x  1 1ln  . 
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Primer 2. Da se najde intervalot na konvergencija i sumata 
na redot 

x x x x

n

n3 7 11 4 1

3 7 11 4 1
   






... ... . 

Sumata na dadeniot red da ja ozna~ime so  S x . So 

diferencirawe se dobiva geometriski red ~ija suma e 

        S x x x x x n2 6 10 4 2. . . . . .  

                  


x x x x
x

n2 4 4 2
41

1

1
... ...  . 

Intervalot na konvergencija na ovoj red }e go najdeme ako 
napravo go primenime kriteriumot na Dalamber 

lim lim
n

n

n
n

n

n

u

u

x

x
x









  1
4 2

4 2
4 1,   t.e.   x  1. 

Na granicite od intervalot, za x  1 , redot e divergenten. 

 Istiot interval na konvergencija }e go ima i zadadeniot red. 

 Za da ja najdeme sumata na redot  S x  }e go integrirame 

dobieniot red so suma  S x  vo intervalot od 0 do x, kade {to x  1 . 

 Imame 

   S x S
x

x
dx

dx

x

dx

x

x x

o

x

 








 0
1

1

2 1

1

2 1

2

4 2
0

2
0

 

           





1

4

1

1

1

2
ln

x

x
arctgx  . 

Od samiot red se gleda deka  S 0 0 , zatoa dobivame 

 S x 





1

4

1

1

1

2
ln

x

x
arctgx , x  1. 

 
Primer 3. Da se najde sumata na redot 

x x x2 4 6

2 4 6
   ... . 

 ]e ja razgledame sumata na redot {to se dobiva so 
diferencirawe na dadeniot red 

x x x  3 5 ... . 
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Za x  1 sumata na dobieniot red    F x S x  , kade {to S(x) 
e sumata na dadeniot red 

 F x
a

q

x

x






1

21 1
 

od kade {to 

     S x S
x

x
dx x

x

x

 


   


0
1

1

2
1

1

1
2

2

2
ln ln

0

. 

Od zadadeniot red se gleda deka  S(0) = 0. 

 Po takov na~in go dobivame razlo`uvaweto na funkcijata 

 f x
x




ln
1

1 2
 

vo Maklorenov red 

ln
1

1 2


x

x x x2 4 6

2 4 6
   ... ( x  1). 

 

Primer 4. So pomo{ na integrirawe da se presmeta sumata 
na redot 

 S x x x x    1 3 5 72 4 6 ... . 

Integriraj}i go dadeniot red se dobiva geometriski red 

 S x dx x x x x
x

0

3 5 7     ... 

za koj a x1  , a q x  2
, koj e konvergenten za x  1, t.e. 

 S x dx
x

x

x

0
21 


. 

Diferenciraj}i ja dobienata suma se dobiva sumata  na  dadeni-
ot red 

 
 

S x
x

x

x

x













1

1

1
2

2

2 2
,  ( x  1). 
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Primer 5. Da se presmeta so to~nost 0,001 integralot 

e dxx
2

0

1

. 

Ovoj integral ne mo`e da se izrazi vo kone~en vid preku 
elementarni funkcii. 

Za da go presmetame dadeniot integral, podintegralnata 
funkcija }e ja razlo`ime vo red, koj se dobiva od Maklorenoviot red 

za funkcijata e x
, 

e x
x xx     1
2 3

2 3

! !
..., 

koga x }e go zamenime so x2, 

 e
x x x x

n
x n

n
        

2

1
1 2 3

1
2 4 6 2

! ! ! !
... ... . 

So integracija na dvete strani od dobienoto ravenstvo vo 

granici od 0 do 1 se dobiva 

e dx x
x x x x xx       











2

0

1 3 5 7 9 11

0

1

1 3 2 5 3 7 4 9 5 11! ! ! ! !
... = 

    =1
1

1 3

1

2 5

1

3 7

1

4 9

1

5 11
     

! ! ! ! !
... . 

 Bidej}i dobieniot broen red e naizmeni~en, zemaj}i kone~en 
broj ~lenovi na redot gre{kata {to ja pravime po apsolutna vrednost 
ne e pogolema od prviot izostaven ~len. 

 Op{tiot ~len na redot e 

 
 

a
n n

n

n






1

2 1!
 . 

 Ako se zadr`ime na n-tiot ~len na redot (n=0,1,2,...), toga{ 

gre{kata ne e pogolema od n+1-~len, t.e. 

   
1

1 2 3
0 001

n n 


!
, , 

od kade {to sleduva n  4  bidej}i 
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1

5 11

1

1320
0 001

!
  , , 

Zna~i, za da go presmetame integralot so to~nost 0,001 treba 
da gi zememe prvite pet ~lena na dobieniot red, t.e. 

e dxx 
2

0

1

1
1

3

1

10

1

42

1

216
0 7475     , . 

 

Primer 6. Da se razvie vo Maklorenov red funkcijata 

 f x arctgx . 

 Vo redot so dadena suma 

1
1

1
2 3    


x x x

x
...  

koj e konvergenten za x  1 ako go zamenime x so x2 se dobiva 

1

1
12

2 4 6


    

x
x x x ..., 

za x 2 1 , odnosno x  1. 

 Ako integrirame ~len po ~len se dobiva 

dx

x
x

x x xx

1 3 5 72

3 5 7

0 
     ..., ( x  1), 

a 

dx

x
arctgx

x

1 2
0


 , 

zatoa 

arctgx  x
x x x

   
3 5 7

3 5 7
..., ( x  1). 
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Zada~i za ve`bawe 
 

 1. Da se ispita za koi vrednosti na x se konvergentni redovite: 

1)  
x n

n
n 20



 ;            Odg.: 1)  2<x<2; 

2)  
 
x

n

n

n
n 3 11 



 ;         2)    3 3, ; 

3)  3
1

n n

n

x




 ;          3)  x 
1

3
; 

4)     






 1
3

3

1

n
n

n

x

n !
.         4)    , . 

2. Da se najde intervalot na konvergencija i sumata na redot 

x x nxn   2 2 . . . . . .  .   Odg.:  x  1, 
 

x

x1
2

. 

3. Da se najde intervalot na konvergencija i sumata na redot 

 









 1
2 1

1
2 1

1

n
n

n

x

n
.   Odg.:  R = 1,  S(x)=arctgx. 

4. Razlo`uvaj}i ja podintegralnata funkcija vo red da se 

presmetaat integralite: 

1)  
sin x

x
dx

0

1

 , so to~nost 105;            Odg.:  1)  0,94608; 

2)  e dxx
2

0

1 3/

, so to~nost 10-3;            2)  0,321; 

3)  cos xdx
0

1

 ,  so to~nost 10-3.          3)  0,764. 
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7. FURIEOVI REDOVI 
 

 Funkcionalniot red od vid 

a
a x b x a x b x0

1 1 2 22
2 2    cos sin cos sin .. . 

ili pokratko zapi{an vo vid 

 a
a nx b nxn n

n

0

12
 





 cos sin              (1) 

se vika trigonometriski red. Konstantite a0 , an  i bn  

( n  1 2, , . . .) se vikaat koeficienti na trigonometriskiot red. 

 Ako redot (1) konvergira, toga{ negovata suma e 

periodi~na funkcija  f x  so period 2  zatoa {to 

cos sinnx nx  se periodi~ni funkcii so period 2  . 

 Neka e dadena periodi~nata funkcija  f x , so period 

2 . Da pretpostavime deka taa mo`e da se pretstavi vo 

trigonometriski red koj konvergira kon dadenata funkcija vo 

intervalot    , , t.e. taa e suma na toj red 

   f x
a

a nx b nxn n
n

  




0

12
cos sin .             (2) 

Za da go opredelime koeficientot a0  }e gi integrirame 

dvete strani na ravenstvoto (2) vo granici od    do  . Se 

dobiva 

 f x dx
a

dx a nx dx b nx dxn n
n   



     

























0

12
cos sin . 

 Presmetuvaj}i gi pooddelno integralite na desnata 
strana se dobiva: 

  
a

dx a0
02



 




, 

  a nx dx a nx dx a
nx

nn n ncos cos
sin

  

   












0, 

  b nx dx b nx dx b
nx

nn n nsin sin
cos

  

    












0, 

sleduva 
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 f x dx a

 




 0 , 

od kade {to 

 a f x dx0

1



 



.    (3) 

 Za opredeluvawe na koeficientite an  }e gi pomno`ime 

dvete strani na ravenstvoto (2) so cos mx i }e integrirame vo 
granici od    do  , 

  f x mx dx
a

mx dxcos cos
 

  







0

2
 

   










 



  a nx mx dx b nx mx dxn n
n

cos cos sin cos








1

. 

Bidej}i 

    sin cos sin sinnx mx dx n m x n m x dx
 

     






1

2
0 , 

 

    cos cos cos cosnx mx dx n m x n m x dx
 

     






1

2
0, 

ako n m  i 

sin cosmx mx dx 


 0




,      cos
cos2 1 2

2
mx dx

mx
dx




 

 








 , 

ako n m , sleduva deka site integrali na desnata strana se nula 

osven integralot so koeficient am , t.e. 

 f x mx dx a mx dx am mcos cos
 

  








2
. 

Ottuka  

 



 dxmxxfam cos

1
 ( m  1 2 3, , , . . .)   (4) 
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 Sli~no, po integrirawe na ravenstvoto (2) prethodno 

pomno`eno so sin mx, vo intervalot    do   se dobiva  

 f x mx dx b mx dx bm msin sin
 

  








2
, 

od kade {to 

  b f x mx dxm 


1

 



sin , ( m  1 2 3, , , . . .), (5) 

zatoa {to integralite 

sin sinnx mx dx


 




0 ,  za n m  

i 

sin2 mx dx


 




 ,          za n m . 

 Koeficientite opredeleni so formulite (3), (4) i (5) se 

vikaat Furieovi koeficienti za funkcijata  f x , a 

trigonometriskiot red so ovie koeficienti se vika Furieov red 
za funkcijata  f x . 

 Sega }e gi iska`eme uslovite pri koi redot na Furie za 

funkcijata  f x  konvergira i ja ima za svoja suma funkcijata 

 f x , t.e. koga funkcijata  f x  mo`e da se razvie vo Furieov 

red. 

 Ako  f x  e periodi~na funkcija so period 2  i  f x  i 

 f x  se neprekinati funkcii vo intervalot    , , osven, 
mo`ebi vo kone~no mnogu to~ki od toj interval, vo koi ima 
prekini od prv red, toga{ Furieoviot red konvergira kon 
funkcijata  f x  vo site to~ki vo koi e taa neprekinata. Vo 

to~kite na prekin na funkcijata  f x  sumata na redot }e 
bide  ramna na aritmeti~kata sredina od grani~nite 
vrednosti od levo i od desno, t.e. na vrednosta 

   f x f x0 00 0

2

  
, 

kade {t x0 e to~kata na prekin od prv red (sl. 4.1). Vo krajnite 
to~ki na intervalot x    i x    sumata na redot e  

   f f    0 0

2
. 
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(Da se potsetime, funkcijata  f x  ima prekin od prv red vo 

to~kata x x 0 , ako ima leva i desna granica vo taa to~ka, t.e. 

   lim f x f x
x x 

 
0 0

0 0    i      lim f x f x
x x 

 
0 0

0 0 ). 

  

 So ovaa mnogu va`na 
teorema se iska`ani uslovite 
pri koi edna funkcija mo`e da 
se pretstavi vo Furieov red. 

 Klasata na funkciite 
koi mo`at da se razvijat vo 
Furieov red e dosta {iroka, 
zatoa Furieovite redovi 
nao|aat golema primena vo 
matematikata, fizikata i 
mehanikata. 

 Za parnite i neparnite funkcii Furieoviot red se 
uprostuva zatoa {to edna grupa od koeficientite stanuvaat 
ramni na nula. 

 Vrz osnova na relacijata 

 
 

   f x dx

f x

f x dx f x
a

a

a











0

2
0

,

,

ako  e neparna,  

ako  e parna funkcija,
 

koga  f x  e parna funkcija so period 2 , dobivame 

   a f x mx dx f x mx dxn  


 1 2

0 

 

cos cos , bn  0 . 

 Spored toa, Furieoviot red }e gi sodr`i samo kosinusite 
i }e se zapi{e vo vid  

 f x
a

a nxn
n

 




0

12
cos  

pri {to 

 a f x dx0
0

2
 



,  a f x nx dxn  2

0



cos . 

 

 
Sl. 4.1. 
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 Sli~no, ako  f x  e neparna funkcija se dobiva 

an  0 ,  b f x nx dxn  2

0



sin , 

toga{ Furieoviot red }e sodr`i samo neparni funkcii (sinusi) 
i }e se zapi{e vo vid 

 f x b nxn
n






 sin
1

 

pri {to 

 b f x nx dxn  2

0



sin . 

 Za funkcijata  f x  so period 2  Furieoviot red }e se 

zapi{e vo vid 

 f x
a

a
n

x b
n

xn n
n

  












0

12
cos sin

 
 

, 

pri {to 

 a f x dx0

1




 



,  a f x
n

x dxn 


1

 



cos


, 

 b f x
n

x dxn 


1

 



sin


. 

 Ako edna funkcija so period 2  e parna ili neparna, 
nejziniot Furieov red dobiva poprost vid. 

 Furieoviot red koga funkcijata e parna e od vidot 

 f x
a

a
n

xn
n

 




0

12
cos




, 

kade {to 

 a f x dx0
0

2
 



,      a f x
n

x dxn  2

0 



cos


, 

t.e. se dobiva red od kosinusi. 
 
 



MATEMATIKA II 

 

216

 Furieoviot red koga funkcijata e neparna e od vidot 

 f x b
n

xn
n






 sin

1

, 

kade {to 

 b f x
n

x dxn  2

0 



sin


 

t.e. se dobiva red od sinusi. 

 ]e dademe nekoi primeri za razlo`uvawe na funkcija vo 
Furieov red. 

Primer 1. Da se razvie vo Furieov red funkcijata 

 f x
x

x x


  
 





0 0

0

,

, .




 

 So pomo{ na dobieniot red da se najde sumata na redot 

 
1

1

3

1

5

1

2 1
2 2 2

   


. . . . . .
n

 . 

 Funkcijata {to e zadadena samo vo intervalot    ,  

periodi~no }e ja prodol`ime so period 2   na celata brojna prava.  

 Grafikot na funkcijata zaedno so periodi~noto prodol`u-
vawe e prika`an na sl. 4.2. 

 Funkcijata gi zadovoluva uslovite za razlo`uvawe vo Furieov 
red 

   f x
a

a nx b nxn n
n

  




0

12
cos sin , 

kade {to 

 
 

Sl. 4.2. 
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 a f x dx dx x dx
x

0

0

0

2

0

1 1
0

1 1

2 2
      

 

     








 

; 

 a f x nx dx x nx dxn  


 1 1

0
 

 

cos cos . 

Po metodot na parcijalna integracija se dobiva 

a
x nx

n n
nx dx

n

nx

nn  











1 1 1

0 0 0 

  sin
sin

cos
, 

 
a

n

n n

n k

n
n kn

n





 




  







cos ,

.

  

1 1 1 0 2
2

2 12 2
2

 

Ako vo izrazot za an  zamenime n  1 2 3, , ,...  }e gi dobieme 

soodvetno koeficientite  

a1
2

 


, a2 0 ,  a3 2

2

3
 


, ... . 

Za koeficientite bn  imame 

b x nx dxn  1

0




sin . 

 Ovoj integral }e go re{ime po metodot na parcijalna 
integracija 

b
x nx

n n
nx dxn   












1 1

0 0


 cos
cos  

    =
 1 1

2
0

1




 






  
 x nx

n

nx

n

n

n n

ncos sin cos
. 

Ako vo ovoj izraz zamenime n  1 2 3, , ,...  }e gi dobieme soodvetno 

koeficientite 

b1 1 ,     b2
1

2
  ,     b3

1

3
 , ... . 

 Spored toa, Furieoviot red za dadenata funkcija }e go ima 
,sledniov vid: 
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  





 





 xxxxf 2sin

2

1
sincos

2

4
 

  






  

2

3
3

3

3

1

4
42

cos
sin

sin ...x
x

x  

ili 

   
 

 f x
n x

n

nx

n
n

nn

 



  










4

2 2 1

2 1
1

2

1

11

cos sin
. 

Vo to~kite na prekin na funkcijata sumata na redot e ramna na 


2

. 

Ako vo dobieniot red stavime x   , bidej}i vo krajnite to~ki 

na intervalot    ,  e 

       
f f

f f
  

   
 

  0 0

2 2
 

imame 

 
 

2 4

2
1

1

3

1

5

1

2 12 2 2     











... ...

n
 

ili 

 
 2

2 2 28
1

1

3

1

5

1

2 1
    


... ...

n
 . 

Primer 2. Da se razvie vo Furieov red funkcijata 

 f x x ,    x . 

Grafikot na 
funkcijata e otse~kata {to 

gi svrzuva to~kite  A   ,  

i  B  , . Grafikot na sumata 

na nejziniot red na Furie e 
pretstaven na sl. 4.3. Toj se 
sostoi od beskone~no mnogu 
otse~ki paralelni na otse~-

kata AB i bezbroj mnogu to~-
ki na apscisnata oska 

 x k 2 1  ,  k   0 1 2, , ,.. . 

Funkcijata gi zadovoluva uslovite za razvivawe vo Furieov 
red, taa e neprekinata i ograni~ena na dadeniot interval. Bidej}i 

funkcijata e neparna an  0 , a 

 
 

Sl. 4.3. 

 

A 

B 
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b x nx dx
x nx

n

nx

n
dxn    









 2 2

0 00
 

 

sin
cos cos

 

          











    2 2

1
2

2
0

1


  cos sin cosn

n

nx

n

n

n n
n

; 

Ako vo ovoj izraz zamenime n  1 2 3, , ,...  }e gi dobieme soodvetno 

koeficientite 

b1 2 ,      b2
2

2
  ,     b3

2

3
 ,... ,       b

nn
n  

1
21

. 

Dadenata funkcija razviena vo Furieov red }e bide 

   f x
x x x nx

n
n

n

   





  





2
1

2

2

3

3
2 1 1

1

sin sin sin
...

sin
 . 

Sumata na redot na Furie na dadenata funkcija e periodi~na 

funkcija so period 2   i se sovpa|a so funkcijata  f x  na intervalot 

   , , a vo krajnite to~ki, to~kite x    i x    nejzinata 

vrednost e nula. 

Primer 3. Da se razvie vo Furieov red funkcijata 

 f x x sin  

vo intervalot    , . So pomo{ na dobieniot red da se najde sumata 

na redot 

 
1

3

1

15

1

2 12  


... ...
n

. 

 Funkcijata  f x x sin  e parna funkcija, zatoa imame: 

a x dx0
0

2 4
 
 



sin , 

    a x nx dx n x n x dxn       2 1
1 1

0 0
 

 

sin cos sin sin  

   =

 

0 2 1
4

1
2

2

,

, .

n k

n
n k

 












 
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Za dadenata funkcija Furieoviot red e 

 
sin cos cos ... cos ...x x x

n
nx    














2 4 1

3
2

1

15
4

1

2 1
22 

 

Ako vo dobieniot red stavime x  0  se dobiva  

 
1

3

1

15

1

2 12  


... ...
n

=
1

2
 

 Primer 4. Da se razvie vo Furieov red funkcijata 

 f x x 2 , 

zadadena na segmentot  0, , prodol`uvaj}i ja kako neparna na 

segmentot   ,0 . 

 Bidej}i funkcijata se prodol`uva kako neparna sleduva a0 = 0, 

an  0 , a 

b x nx dx x
nx

n n
x nx dxn    









 2 2 22 2

0 00
 

 

sin
cos

cos  

      =
 

 2
1 2

1
2 21

3 3



  







n
n

n n n
. 

 Spored toa, Furieoviot red za dadenata funkcija go ima 
sledniov vid 

 f x
x x x x x

   






   







 2

1

2

2

3

3

8

1

3

33 3


sin sin sin
...

sin sin
...  

=    
 

2 1
8 2 1

2 1

1

1
3

1




 














 n

n n

nx

n

n x

n

sin sin
. 

Primer 5. Periodi~nata funkcija 

 f x x 2    za   x  0 2,  , 

so period 2   da se razvie vo Furieov red. 

 So pomo{ na dobieniot red da se poka`e deka 

1
1

2

1

3

1

4 122 2 2

2

    ...


. 

 Grafikot na funkcijata e pretstaven na sl. 4.4. 
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 Sumata na redot na Furie na dadenata funkcija e ednakva na 
vrednosta na dadenata funkcija vo site to~ki osven vo to~kite na 

prekin x k 2  . Sumata na redot vo to~kite na prekin e 

   f f0 0 2 0

2
2 2  




 . 

Dobienata funkcija ne e nitu parna nitu neparna. Furieovite 
koeficienti za dadenata funkcija se: 

a x dx
x

0
2

3

0

2

0

2 21

3

8

3
  
 

 

, 

a x nx dx
x nx

n n
x nx dxn   














 1 1 22

0

2 2

0

2

0

2

 

  

cos
sin

sin  

       =
2 1 4

2
0

2

2



n
x nx

n
nx

n
cos sin







 , 

 b x nx dx
n

x nx
n

x nx dxn      1 1 22 2

0

2

0

2

0

2

  

  

sin cos cos  

       =   4 2 4
2

0

2




n n
nx dx

n
sin . 

 

 
Sl. 4.4. 
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Spored toa, Furieoviot red za dadenata funkcija e 

 f x x
x nx

n
     







 




4

3

2

2

2

2 2


cos

cos
...

cos
...  

       










 sin

sin
...

sin
...x

x nx

n

2

2
 

           =4
3

4 4
2

2
1 1


 









 cos sinnx

n

nx

nn n

. 

Ako vo dobieniot red stavime x    po sreduvawe se dobiva 

 1

1

1

2

1

3

1

4

1

122 2 2 2

1

2

2

    


 


... ...
n

n


. 

Primer 6. Da se razvie vo Furieov red funkcijata 

 f x
x x

x x


 
  





, ,

, ,

0 1

2 1 2
 

prodol`uvaj}i ja kako parna na intervalot   2 0, . 

 Funkcijata zadadena vo intervalot  0 2,  periodi~no }e ja 

prodol`ime so period  2 = 4  na celata brojna prava. 

Bidej}i funkcijata se prodol`uva na intervalot   2 0,  kako 

parna funkcija sleduva:  =2 i koeficientite na Furieoviot red se: 

   a f x dx x dx x dx0
0 0

1

1

22
2      



 x
x

x2

0

1 2

1

2

2
2

2
1 









  ; 

   a f x
n

l
x dx x

n
x dx x

n
x dxn      2

2
2

2
0 1

2

0

1





cos cos cos
  

 

      =
2

2

4

2

4

22 2
0

1

1

2x

n

n
x

n

n
x

n

n
x










sin cos sin






    

        
2

2

4

22 2
1

2
x

n

n
x

n

n
x







sin cos






   

      = 4
2

2
1

2 2n

n
n




cos cos 





. 
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 Za   n k 2 1 ,     012 ka ;   

za   n k 2 2,      

 
  a

k
kk2 2 2 2

8

2 2
1 1 


 


cos ; 

za   n k 4 4 ,      a k4 4 0  ; 

za  n k 4 2 ,       

 
a

k
k4 2 2 2

16

4 2
  

 
,    k  0 1 2 3, , , ,... . 

 Spored toa, Furieoviot red za dadenata funkcija e 

   
 

f x
k x

kk

 






1

2

4 2 1

2 1
2 2

0

cos
. 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

 Da se razvijat vo Furieov red periodi~nite funkcii: 

 1.   f x
x

x x


  
  





 
 

, ,

, ;

0

0
 

  Odg.:  
3

4 1

2

2

3

3


   






sin sin sin
...

x x x
 

   +
2

1

3

3

5

52 2 2
cos cos cos

...
x x x
  





. 

 2.   f x x ,        x ; 

Odg.:  x x
x x

    









2

4 3

3

5

52 2cos
cos cos

... . 

 3.  f x x 2 ,          x ; 

 So pomo{ na dobieniot red da se poka`e deka 

 1)   1
1

2

1

3

1

4 122 2 2

2

    ...


, 

 2)   1
1

2

1

3

1

4 62 2 2

2

    ...


; 

Odg.: x
x x x2

2

2 2 23
4

1

2

2

3

3
    









 cos cos cos
... . 
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 4.  f x x  2 ,  zadadena na segmentot  ,0 , ako se prodol`i 

na segmentot   ,0  

 a) kako parna, 

 b) kako neparna; 

Odg.: a)    
 

f x
n x

nn








8 2 1

2 1
2

0

cos
. 

          b)  f x
nx

nn






2 2

1

sin
. 

 5.   f x e x , kade {to    x ; 

Odg.: 
   e sh
n

nx n nxx

n

n

 



















2 1

2

1

12
1

 cos sin . 

 6.  f x x cos      0 1 2, , ,...  vo intervalot    , ; 

Odg.:  cos
sin cos



 




x
nx

n

n

n

  


















1
2 1

1

2 2
1

. 

 7.  f x x ,     1 1x ; 

Odg.:  
 
 

1

2

4 2 1

2 1
2 2

0










cos n x

nn

. 

 8.  f x x 3 ,   2 < x < 2. 

Odg.:  
 

3
4 1

21











n

n n

n
xsin . 

 



 

 
 
 

GLAVA V 
 
 

DIFERENCIJALNI RAVENKI 
 
 

 Pri re{avawe na mnogu zada~i od geometrijata, 
mehanikata kako i drugi oblasti od naukata se bara nepoznatata 
funkcija koga e dadena vrskata me|u nepoznatata funkcija, 
nejzinite izvodi i nezavisno promenlivata. 
 
 

1. OSNOVNI POIMI 
 

 Diferencijalna ravenka se vika ravenkata koja gi svrzuva 
nezavisno promenlivata x, baranata funkcija y = y(x) i nejzi-
nite izvodi y', y'', y''', ..., y(n). 

 Simboli~no diferencijalna ravenka se zapi{uva vo vid 

F(x,y,y',y'', ...,y(n)) = 0    (1) 

ili 

F x y
dy

dx

d y

dx

d y

dx

n

n, , , ,... ,
2

2 0






  .  (1') 

 Ako ravenkata (1) mo`e da se re{i po najvisokiot izvod, 
toga{ taa se zapi{uva vo vid 

y(n) = f (x,y,y',...,y(n-1) )    (2) 

ili 

d y

dx
f x y

dy

dx

d y

dx

d y

dx

n

n

n

n










, , , ,... ,
2

2

1

1   (2') 

koj se vika normalen vid na diferencijalnata ravenka.  

 Od dadenata  zavisnost  potrebno e da se najde funkcijata 

y = y(x) ili kako {to se vika da se integrira diferencijalnata 
ravenka. 
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 Re{enie ili integral na dadenata diferencijalna  
ravenka se vika sekoja funkcija y = y(x) koja identi~no ja 
zadovoluva dadenata ravenka. 

 Grafikot na sekoe re{enie na diferencijalnata ravenka 

(1) vo ramninata xOy pretstavuva edna kriva koja se vika 
integralna kriva na diferencijalnata ravenka. 

 Red na diferencijalnata ravenka se vika redot na 
najvisokiot izvod {to e sodr`an vo ravenkata. 

 Na primer: 

 1) ravenkata 

y' 2xy  5 = 0 

e diferencijalna ravenka od prv red; 

 2) ravenkata 

y'' + 3y' + 2y = cosx 

e diferencijalna ravenka od vtor red. 

 Op{tiot vid na diferencijalna ravenka od prv red e 

F(x,y,y') = 0, 

kade {to funkcijata F(x,y,y') e neprekinata funkcija od 

promenlivite x, y, y' vo dadena oblast i F'y' (x,y,y')  0. 

 Ako taa ravenka mo`e da se re{i po y', toga{ e od vid 

y' = f(x,y) 

ili 

 dy

dx
f x y , , 

kade {to f(x,y) e neprekinata funkcija od promenlivite x i y vo 

nekoja oblast od ramninata xOy. 

 Op{t integral na diferencijalna ravenka od prv red se 
vika funkcijata  

y = (x,C)   ili   (x,y,C) = 0,  (3) 

(C-proizvolna konstanta) koja identi~no ja zadovoluva dadenata 

ravenka za site vrednosti na konstantata C koi ù pripa|aat na 

nekoja oblast. Potrebno e da se naglasi deka konstantata C ù 

pripa|a na nekoja oblast, za{to mo`e da se slu~i za nekoi 
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vrednosti na C funkcijata (3) da gubi smisla ili da ne e re{enie 

na dadenata ravenka, na primer funkcijata y C x  2 . 

 Funkcijata (3) e op{to re{enie na ravenkata F(x,y,y')=0 

pod uslov, so eliminacija na C od op{tiot integral i ravenkata 
{to se dobiva so diferencirawe na toj integral da se dobie 
dadenata ravenka. 

 Ako vo op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka od 

prv red za konstantata C se zeme opredelena vrednost C = C0, to-
ga{ se dobiva integralot 

y = (x,C0)   ili   (x,y,C0) = 0 

koj se vika partikularen integral na dadenata ravenka. 

 Obi~no se bara integralnata kriva da minuva niz nekoja 

utvrdena to~ka (x0,y0), odnosno se vika deka ispolnuva po~eten 

uslov" y(x0) = y0.  So toa se dobiva ravenkata 

y0 = (x0,C) 

po konstantata C. Taa mo`e da ima edno re{enie, pove}e 
re{enija ili da nema re{enie. 

 Ravenkata (1) odnosno (2) vo koja pokraj nezavisno 

promenlivata x i nejzinata funkcija y se sodr`ani i izvodi na 

funkcijata zaklu~no so n-tiot izvod se vika diferencijalna 

ravenka od n-ti red. Funkcijata F(x,y,y',y'',...,y(n)) e neprekinata 

funkcija vo dadenata oblast i  



F

y n  0 . 

 Op{to re{enie (integral) na diferencijalnata ravenka 

od n-ti red se vika funkcijata 

y = (x,C1,C2,...,Cn)   ili   (x,y, C1,C2,...,Cn) = 0 (3') 

kade {to C1, C2, ..., Cn se proizvolni i nezavisni konstanti (toa 
zna~i deka nitu edna od konstantite ne mo`e da se izrazi preku 
drugite, t.e. ne mo`e da se namali nivniot broj), koja identi~ki 
ja zadovoluva dadenata ravenka za site vrednosti na konstantite 

Ci, (i=1,2,...,n) koi i' pripa|aat na nekoja oblast. 

 Analogno, kako i pri ravenka od prv red, (3') e op{to 

re{enie na ravenkata od n-ti red pod uslov, so eliminacija na 

konstantite Ci, (i=1,2,...,n) od (3') i ravenkite {to se dobivaat so 

n posledovatelni diferencirawa na (3') da se dobie dadenata 
diferencijalna ravenka. 
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 Za konkretni vrednosti na konstantite C1, C2, ..., Cn od 
op{toto re{enie se dobivaat partikularni re{enija na 
dadenata ravenka. 

 Za nao|awe partikularno re{enie od op{toto, potrebno 
e, osven ravenkata, da bidat zadadeni u{te nekoi dopolnitelni 
uslovi so ~ija pomo{ }e mo`e da se opredelat proizvolnite 
konstanti. Tie uslovi se vikaat po~etni uslovi. Za ravenki od 

n-ti red kako po~etni uslovi se zadavaat vrednosta na 

funkcijata i vrednostite na site nejzini izvodi do (n1)-ot red 

zaklu~no, vo nekoja to~ka x=x0, t.e. za x = x0 

y(x0) = y0,    y'(x0) = y'0, ..., y
(n1)(x0) = y0

(n1). 

 Grafikot na partikularnoto re{enie se vika integralna 
kriva na dadenata diferencijalna ravenka. 
 
 Primer 1. Da se poka`e deka funkcijata y = 2x  e 
partikularen integral na diferencijalnata ravenka 

x(2x1)y' + y2  (4x1)y + 4x = 0. 

 So direktna zamena na funkcijata y=2x i nejziniot izvod y'=2 

vo diferancijalnata ravenka se konstatira deka funkcijata y=2x 
identi~ki ja zadovoluva dadenata ravenka. 

 

 Primer 2. Da se proveri so direktno zamenuvawe deka dife-
rencijalnata ravenka 

x2y'' + xy'  y = 0 

ja ima funkcijata y = C1x+
C

x
2  za op{t integral. 

 So direktna zamena na funkcijata y=C1x+
C

x
2  i nejzinite ivodi 

  y C
C

x
1

2
2

,  y
C

x

2 2
3

 se ubeduvame deka funkcijata y = C1x+
C

x
2  ja 

zadovoluva dadenata ravenka, t.e. 

x
C

x
x C

C

x
C x

C

x
2 2

3 1
2
2 1

22
0 




 




 . 
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2. FORMIRAWE DIFERENCIJALNI RAVENKI 

 

 Do formirawe diferencijalni ravenki né doveduvaat 
mnogu problemi od matematikata i mehanikata. 

 So eliminacija na konstantite C1, C2, ..., Cn  od ravenkata 

(x,y, C1,C2,...,Cn) = 0 i prvite n nejzini izvodi se dobiva 

diferencijalna ravenka od n-ti red. 

 Za eliminacija na n parametri se potrebni n+1 ravenki. 
Ako se slu~i parametrite da se eliminiraat od pomal broj 
ravenki, toa zna~i deka tie se zavisni me|u sebe. 
  
 Primer 1. Da se najdat takvi krivi pri koi subtangentata e 
ednakva na dvojnata apscisa. 

 So pomo{ na formulata za subtangenta 

S
y

yt  
 

dadeniot uslov zapi{an analiti~ki glasi 

y

y 
= 2x, 

{to e diferencijalna ravenka od prv red. Taa mo`e da se zapi{e i vo 
vid 

y = 2xy'. 

(Koristej}i deka y' =
dy

dx
 ravenkata mo`e da se zapi{e i vo 

sledniov vid 

dx

x

dy

y


2
. 

So integrirawe na levata i desnata strana se dobiva 

lnx + lnC = 2lny   t.e.   y2  = Cx.). 
 
 Primer 2. Da se opredeli krivata koja ima svojstvo: 
polupre~nikot na krivinata vo sekoja nejzina to~ka e ednakov so 
apscisata na taa to~ka. 

 So pomo{ na formulata za presmetuvawe polupre~nik na 
krivina na kriva vo ramnina 

 
R

y

y


 



1 2 3 2/

, 

dadenoto svojstvo analiti~ki zapi{ano glasi: 

R = x, 
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odnosno  

 1 2 3 2
 




y

y
x

/

, 

{to pretstavuva diferencijalna ravenka od vtor red. 

 Primer 3. Materijalna to~ka M so masa m se dvi`i 
pravoliniski privlekuvana kon nepodvi`en centar O so sila 
proporcionalna so rastojanieto na taa to~ka do centarot. Da se 
najde zakonot na dvi`ewe na taa to~ka. 

  To~kata O }e ja zememe 
vo koordinaten po~etok, a 
pravata po koja se dvi`i to~kata 

neka e x-oska, (sl. 5.1). 

  Privle~nata sila e  

P = kx,  
kade {to x e koordinata na to~ 

Sl. 5.1.  kata M, a k-koeficient na 

prporcionalnost (k>0).Spored Vtoriot Wutnov zakon silata e ramna 

na proizvodot na masata po zabrzuvaweto 
d x

dt

2

2
, t.e. 

P = m d x

dt

2

2
. 

 Od uslovot na zada~ata ja dobivame diferencijalnata ravenka 
na dvi`eweto na to~kata 

m d x

dt

2

2
 =  kx.. 

Ovaa ravenka gi svrzuva baranata funkcija x, nejziniot vtor izvod i 

nezavisno promenlivata t. 
(Lesno se proveruva deka funkcijata  

x C
k

m
t C

k

m
t 1 2cos sin  

za koi i da bilo vrednosti na C1 i C2 ja zadovoluva ravenkata. 

 Konstantite C1 i C2 mo`e da se opredelat ako se zadadeni 

konkretni po~etni uslovi na dvi`eweto. 

 Na primer, poznato e deka vo momentot t=0 materijalnata to~ka 

se nao|ala na rastojanie a0 od to~kata O i imala brzina v0. Toga{ 

zamenuvaj}i vo ravenkite 

O  
M 

x 
 
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x = C1 cos t + C2 sin t,     =
k

m
 

x' = C1  sin t + C2  cos t, 
za t = 0, se dobiva 

a0 = C1,   v0 = C2,   t.e.   C1 = a0,   C2 = 
v0


. 

Taka, baraniot zakon na dvi`ewe e 

x a t
v

t 0
0cos sin


 . 

Ako stavime 

a0 = R sin ,   
v0


= R cos , 

zakonot na dvi`ewe mo`e da se zapi{e vo vid 

x = R sin (+), 

(kade {to R a
v

 0
2 0

2

2
,  tg

a

v



 0

0

) od kade {to zaklu~uvame deka 

razgleduvanoto dvi`ewe e periodi~no (oscilatorno) dvi`ewe, R e 

amplituda,  e po~etna faza,  =
k

m
 e ~estota na dvi`eweto). 

 

 Primer 4. Da se opredeli diferencijalnata ravenka ~ie 
re{enie e dadeno so semejstvoto krivi 

y = x2 + 2Cx. 

 So diferencirawe na ravenkata na semejstvoto krivi se dobiva 

y' = 2x+2C 

koja re{ena po C i soodvetniot izraz zamenet vo dadenata ravenka go 
dava izrazot 

y = x2+(y'2x)x 

koj pretstavuva diferencijalna ravenka od prv red. 

 

 Primer 5. Da se opredeli diferencijalnata ravenka na site 
kru`nici vo ramnina. 

 Ravenkata 

(x)2 + (y)2 = r2 

e ravenka na kru`nica vo ramnina, a ,  i r se promenlivi parametri.  

Diferenciraj}i ja ovaa ravenka tri pati po x dobivame: 
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2(x) + 2(y)y' = 0, 

1 + y' 2 + (y) y'' = 0, 

3y'y''  +  (y) y''' = 0. 

So eliminacija na parametrite  i  od ovie ravenki se dobiva 
diferencijalnata ravenka od treti red. 

(1+y' 2)y'''  3y'y'' 2 = 0. 
 

Zada~i za ve`bawe 

 

 1. Da se poka`e deka funkciite 

  1)  y
x

x


sin
,    2)  y x  2 1 2  

se soodvetno integrali na diferencijalnite ravenki 

 1)  xy' + y = cosx,   2)  (1x2)y' + xy = 2x. 
 

 2.  Da se poka`e deka dadenite funkcii 

  1)  y
x C

 

1

3
, 2)  y Ce ex x 2 1

3
, 

 3)  y = (C1+C2x) e3x , 4)  y = C1x + C2 lnx, 

se soodvetno op{ti integrali na diferencijalnite ravenki 

 1)  y' = 3y2 ,  2)  y' + 2y = ex  

  3)  y'' + 6y' + 9y = 0, 4)  x2 (1lnx)y'' + xy'  y = 0. 
 
 3. So eliminacija na proizvolnite konstanti da se sostavat 

soodvetnite diferencijalni ravenki na semejstvata krivi, ~ii ravenki 
se: 

 1)  y = Cx3 ;    Odg.:  1)  xy' = 3y; 

  2)  x2  + Cy2  = 2y;  2)  x2 y'  xy = yy' ; 

 3)  y = x2  + 2Cx;  3)  xy'  y = x2  ; 

  4)  y = C1 sinx + C2 cosx. 4)  y'' + y = 0. 
 
 4. Da se sostavi diferencijalna ravenka na site paraboli ~ija 

oska e paralelna na y -oskata i minuvaat niz koordinatniot po~etok. 

Odg.:  x y''  2xy' + 2y = 0. 
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3. DIFERENCIJALNI RAVENKI PRI KOI 

PROMENLIVITE SE RAZDVOJUVAAT 

 

 ]e ja razgledame diferencijalnata ravenka od vid 

   dy

dx
f x f y 1 2 . 

Pri pretpostavka deka  f2(y)  0  se dobiva 

   1

2
1f y

dy f x dx . 

 Ova ravenstvo se razgleduva kako ravenstvo na dva dife-
rencijala, a neopredelenite integrali od niv }e se razlikuvaat 

za konstanta. So integrirawe na levata strana po y, a desnata po 

x se dobiva 

   1

2
1f y

dy f x dx C   . 

So toa se dobiva odnos me|u x, y i C. 

( x,y,C) = 0. 

Ovaa vrska se vika op{t integral na razgleduvanata ravenka. 

Konstantata C }e mo`e da ja opredelime ako se dadeni 

dopolnitelni, po~etni uslovi, t.e. za x=x0, y(x0) da bide zadaden 

broj y0. Re{enieto {to se dobiva za dadenite po~etni uslovi se 
vika partikularno re{enie na dadenata ravenka. 

 Zada~ata koja se sostoi vo barawe re{enie koe 
zadovoluva po~etni uslovi se vika zada~a na Ko{i. 

 Primer 1. Da se integrira ravenkata 

x(1y2) dx + y (1x2) dy = 0. 

 Za da gi razdvoime promenlivite, ravenkata ja delime so 

izrazot (1x2) (1y2), pa imame 

x

x
dx

y

y
dy

1 1
02 2




 . 

Edniot sobirok go prefrluvame na desnata strana (toa ne e 
zadol`itelno), 
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y

y
dy

x

x
dx

1 12 2
 


 

i ja integrirame ravenkata dodavaj}i na desnata strana konstanta koja 

{to }e ja ozna~ime so lnC1: 

       
1

2
1

1

2
12 2

1ln ln lny x C  

ili 

    ln ln ln1 12 2
1x y C . 

So antilogaritmirawe op{toto re{enie mo`e da se zapi{e vo vid 

  1 12 2  x y C , C
C










1

1

. 

 

 Primer 2. Da se  opredeli  partikularnoto re{enie  na dife-
rencijalnata ravenka 

y(y1) dx  x dy = 0, 

koe go ispolnuva po~etniot uslov y = 
1

2
 za x = 1. 

 Ako dvete strani na ravenkata gi podelime so xy (y1) se dobiva 
ravenkata so razdvoeni promenlivi 

 
dy

y y

dx

x


1
. 

Gi integrirame dvete strani na ravenkata 

 
dy

y y

dx

x
C


  1 1  

i bidej}i 

 
1

1

1

1

1

y y y y



 , 

imame 

1

1

1

y y
dy x C










   ln ln      ( C1 = ln C ) 

ili 

ln (y1)  ln y = ln x + ln C, 

t.e. 
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ln ln
y

y
Cx




1
. 

So antilogaritmirawe se dobiva 

y

y
Cx




1
, 

odnosno 

(1Cx)y = 1. 

Toa e op{to re{enie na dadenata ravenka. Ako vo op{toto re{enie gi 

zamenime po~etnite uslovi za x = 1, y =
1

2
, se dobiva 

  1

2
1 1 C    ili   C = 1. 

 Zamenuvaj}i ja dobienata vrednost za konstantata C = 1 vo 
op{toto re{enie se dobiva baranoto partikularno re{enie 

(1+x)y = 1   ili   y
x



1

1
. 

Toa e hiperbola. 

 

Zada~i za ve`bawe 
 
 1. Da se integriraat ravenkite 

1)  y'  xy2 = 2xy;  Odg.:  1)   Ce yx  
2

1 2 ; 

2) x y dx y x dy1 1 02 2    ;  2) 1 12 2   x y C ; 

3)  xy2 + x + (yx2y)y' = 0.          3)  1+y2 = C(1x2). 
 
2. Da se opredeli partikularnoto re{enie na 

diferencijalnata ravenka 

y lny + xy' = 0 

koe go ispolnuva po~etniot uslov  y = 1  za  x = 1. 

Odg.:  y eC x /
, y = 1. 

 
 3. Da se najde integralnata kriva na diferencijalnata ravenka 

y'ctgx + y = 2 

koja {to minuva niz to~kata (0,1). 

Odg.:  y = 2 + Ccosx,  y = 2  3cosx. 
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4. HOMOGENI DIFERENCIJALNI RAVENKI 

 
 Najprvin da se zapoznaeme so poimot homogena funkcija. 

 Funkcijata f(x,y) se vika homogena funkcija so stepen 

(red) na homogenost n ako pri zamena na promenlivite x i y 

soodvetno so tx i ty , kade {to t e proizvolen parametar, se 

dobiva istata funkcija pomno`ena so t n, t.e. 

f(tx,ty) = t n f(x,y). 

Funkcijata f(x,y) se vika homogena funkcija so red nula, 

ako pri mno`ewe na promenlivite x i y so proizvolen parametar 

t vrednosta na funkcijata ne se menuva, t.e.  

f(tx,ty) = f(x,y). 

Homogena funkcija od nulti red mo`e da se zapi{e vo 
vid 

f(x,y) = 
y

x




 . 

 
 Primer 1. Neka e dadena funkcijata 

f(x,y) = 
x y

xy

2 2

2


. 

Broitelot i imenitelot se so stepen na homogenost dva, dodeka 

funkcijata f(x,y) e so stepen na homogenost nula, bidej}i 

f(tx,ty) = 
t x t y

txty

2 2 2 2

2




x y

xy

2 2

2


 = f(x,y). 

 Delej}i go broitelot i imenitelot so x2
 se dobiva 

f(x,y) = 

1

2

2

 





 





y

x
y

x

y

x
 . 

 Diferencijalnata ravenka  

y' = f(x,y)    (1) 

se vika homogena vo odnos na promenlivite x i y ako funkcijata 

f(x,y) e homogena od nulti red. 

 



Gl. V  Diferencijalni ravenki 

 

237

 Vo toj slu~aj ravenkata (1) mo`e da se napi{e vo vid 

y' = 
y

x




 .    (2) 

 Homogenite diferencijalni ravenki se sveduvaat na 
ravenki pri koi promenlivite se razdvojuvaat ako se vovede 
smenata 

  y = ux,     (3) 

kade {to u e nova funkcija od x. So diferencirawe na 
ravenstvoto (3) se dobiva 

y' = u'x+u.    (4) 

 Ako vo ravenkata (2) gi zamenime izrazite (3) i (4) se 
dobiva 

xu' + u = (u) 
ili 

 x
du

dx
u u  . 

 Vo dobienata ravenka promenlivite se razdvojuvaat i 
mo`e da se napi{e vo vid 

 
du

u u

dx

x 
 . 

So integrirawe se dobiva 

 
du

u u
x C

 
  ln ln 1 . 

 Ako ozna~ime 

   du

u u
F u

 
 , 

toga{ se dobiva 

F(u) = lnC1x 
ili 

C1x = eF(u)     t.e.    x = C eF(u) ,    C
C










1

1

. 

 Na kraj op{tiot integral na ravenkata (1) dobiva vid 

x Ce
F

y

x





. 
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 Zabele{ka: Nekoi homogeni ravenki polesno se re{avaat 

so pomo{ na smenata x=uy, koja, isto taka, homogenata ravenka ja 
sveduva na ravenka pri koja promenlivite se razdvojuvaat. 
 

Primer 2. Da se najde op{tiot integral na 
diferencijalnata ravenka 

(x+y) + (yx)y' = 0. 

 Dadenata diferencijalna ravenka mo`e da se napi{e vo vid 

 



y

y

x
y

x

1

1
. 

 Ako stavime   y = xu,   y' = u'x + u   se dobiva 

xu u
u

u
  




1

1
 

ili 

x
du

dx

u

u





1

1

2

, 

diferencijalna ravenka pri koja promenlivite se razdvojuvaat 

1

1 2





u

u
du

dx

x
. 

Integriraj}i levo i desno se dobiva 

1

1 2




  
u

u
du

dx

x
Cln . 

Bidej}i 

 1

1

1

2
1

2
2


  

u

u
du arctgu uln  

se dobiva 

 arctgu u Cx  
1

2
1 2ln ln  

ili 

arctgu Cx u ln 1 2
 

Zamenuvaj}i u
y

x
 , op{toto re{enie go dobiva vidot 

arctg
y

x
C x y ln 2 2

. 
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 Primer 3. Da se najdat krivite pri koi subtangentata e 
ednakva na sumata od apscisata i ordinatata na dopirnata to~ka. 

 Od uslovot na zada~ata ja sostavuvame diferencijalnata 
ravenka 

y

y
x y


  , 

od kade {to 

 


y
y

x y
. 

 Delej}i gi broitelot i imenitelot so x, ravenkata mo`e da se 
napi{e vo vid 

 


y

y

x
y

x
1

. 

 So smenata 

y

x
u ,   y' = u'x + u 

se dobiva ravenkata 

u'x + u = 
u

u1
 

ili 

x
du

dx

u

u
 



2

1
 

vo koja promenlivite se razdvojuvaat, t.e. 

1
2


 

u

u
du

dx

x
. 

Integriraj}i levo i desno se dobiva 

1
2


   

u

u
du

dx

x
Cln , 

    
1

u
u x Cln ln ln , 

odnosno 

1

u
u x C  ln ln ln , 
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1

u

ux

C
 ln , 

y = Cex/y . 
Op{toto re{enie na dobienata ravenka od uslovot na zada~ata 

e semejstvoto krivi 

y = Cex/y . 
 

Primer 4. Da se opredeli partikularniot integral na dife-
rencijalnata ravenka 

(y2 3x2)dy + 2xydx = 0 

koj go zadovoluva po~etniot uslov  y = 1   za  x = 0. 

 Dadenata diferencijalna ravenka so smenata  y = ux pominuva 
vo ravenkata 

x
du

dx

u u

u





3

23
 

vo koja promenlivite se razdvojuvaat, t.e. 

3 2

3





u

u u
du

dx

x
. 

Integriraj}i levo i desno se dobiva 

ln ln
u

u
Cx

2

3

1
 . 

 Op{toto re{enie na dadenata diferencijalna ravenka }e bide 

y2  x2 = Cy3 . 

Toa treba da gi zadovoluva po~etnite uslovi, pa se dobiva deka C=1, 
t.e. partikularniot integral e 

y3  y2  + x2 = 0. 

 

Zada~i za ve`bawe 

 
 1. Da se re{at ravenkite: 

1)  y x y dx xdy 



  2 2 0 ;  Odg.  1)  arcsin ln

y

x
Cx ; 

2)  y(y+xex/y)dx  x2ex/ydy = 0.          2)  ex/y + lnx = C. 
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 2. Da se opredeli integralnata kriva na diferencijalnata 

ravenka 

y dx + (yx) dy = 0 

koja minuva niz to~kta (4,1). 

Odg.:  
x

y
y ln 4 . 

 3. Da se opredeli ravenkata na krivite pri koi rastojanieto od 

koordinatniot po~etok do tangantata e ednakvo so apscisata na 
dopirnata to~ka. 

Odg.:  x2 + y2 = Cx. 

 

 

5. LINEARNA DIFERENCIJALNA RAVENKA 

 

Linearna diferencijalna ravenka od prv red se vika 
ravenkata 

y' + P(x)y = Q(x),    (1) 

koja e linearna vo odnos na funkcijata y i nejziniot izvod y', 
P(x) i Q(x) se neprekinati funkcii od x. 

 Re{enieto na ovaa ravenka }e go barame vo vid na 

proizvod od dve funkcii u(x) i v(x), t.e. 

y = uv .    (2) 

 Zamenuvaj}i vo ravenkata (1)  y = uv  i  y' = u'v + uv'  se 
dobiva 

u'v + uv' + P(x)uv = Q(x) 
ili 

uv' + (P(x)u+u')v = Q(x).   (3) 

 Funkcijata u(x) }e ja odredime taka {to izrazot vo (3) 

pred v da bide nula, t.e. 

u' + P(x)u = 0. 

Ovoj uslov pretstavuva ravenka pri koja promenlivite se razdvo-
juvaat, t.e. 

 du

u
P x dx  . 



MATEMATIKA II 

 

242

 So integrirawe se dobiva 

 ln u P x dx C   1  

ili, za  C1 = 0,  imame 

 
u e

P x dx
       (4) 

 Zamenuvame vo (3) i dobivame 

uv' = Q(x), 

od kade {to 

     
v e Q x

P x dx
, 

   dv

dx
Q x e

P x dx  , 

ili 

   
v Q x e C

P x dx
   .   (5) 

 Stavaj}i gi dobienite izrazi za u(x) i v(x) vo (2) za 

funkcijata y(x) se dobiva 

     
y e C Q x e dx

P x dx P x dx
   







 ,   (6) 

{to pretstavuva formula po koja se opredeluva op{toto 
re{enie na dadenata diferencijalna ravenka (1). 

 

 Primer 1. Da se re{i ravenkata 

y'  (tgx)y = cosx. 

 Vo ovaa ravenka 

P(x) =  tgx, Q(x) = cosx. 

Zamenuvaj}i vo formulata (6) se dobiva 

y e C x e dx
tgxdx tgxdx

 





  cos  

t.e. 

 y e C x e dxx x  ln cos ln coscos  

ili 
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 y
x

C x x dx  1

cos
cos cos , 

 y
x

C x x  





1 1

4
2 2

cos
sin . 

 

 Primer 2. Da se re{i ravenkata 

y dx  (3x+1+lny) dy = 0. 

 Bidej}i ovaa ravenka e linearna po x i po 
dx

dy
 }e ja zapi{eme vo 

vid 

y
dx

dy
x y  3 1 ln  

ili vo vid 

  


x
y

x
y

y

3 1 ln
. 

Vo ovaa ravenka  

   P y
y

Q y
y

y
  

3 1
,

ln
. 

 Op{toto re{enie na ravenkata e 

     
x e C Q y e dy

P y dy P y dy
 





  , 

x e C
y

y
e dyy

dy
y

dy

  











 


3 3
1 ln

 

odnosno 

x Cy y  3 1

3

4

9
ln . 

 

 Primer 3. Da se najdat krivite pri koi plo{tinata na 
triagolnikot, ograni~en so apscisnata oska, tangentata na 
krivata i radius-vektorot na dopirnata to~ka ima postojana 
golemina a2 , (sl. 5.2). 
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Plo{tinata na triagolnikot OAM e 

P
my


2

, 

kade {to m e otse~kata {to ja 

otsekuva tangentata na x-oskata, a y 
e ordinatata na dopirnata to~ka 

M(x,y). 

 Od ravenkata na tangentata 

Y  y = y' (Xx), 

za  Y = 0,  X = m se dobiva 

 y = y'(mx), 

od kade {to imame 

m x
y

y
 


. 

 Zamenuvaj}i vo izrazot za plo{tinata na triagolnikot se 
dobiva 

x
y

y
y a








  2 2

 ili xy
y

y
a




2
22 . 

 Ako zememe x da bide funkcija od y i stavime y' =
1

x
 se dobiva 

linearna ravenka po x i x' , 

xy  y2x' = 2a2 
ili 

   x
y

x
a

y

1 2 2

2
. 

 Vo ovaa ravenka 

   P y
y

Q y
a

y
   

1 2 2

2
, . 

 Op{toto re{enie na ovaa ravenka e 

x e C a
y

e dy y C
a

y

dy

y

dy

y 











 











 
2

12

2

2

2
. 

 Ravenkata na krivite {to go imaat baranoto svojstvo e 

x Cy
a

y
 

2

. 

 
 

Sl. 5.2. 
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Zada~i za ve`bawe 

 
 1. Da se re{at ravenkite 

1)  y'  (ctgx)y = 2xsinx;     Odg.:  1)  y = x2 sinx + Csinx; 

2)  (1+x)y' + xy = (1+x)3;   2)  y = (1+x)(x+Cex); 

3)  (x2 lnx)y' + xy = 1;    3)  
1

x
y y C ln ; 

4)   


y
x y y

1

2cos sin
.   4)  x = Cesiny   2siny  2. 

 2. Da se opredeli partikularnoto re{enie na 

diferencijalnata ravenka 

(1+x2 )y' + y = arctgx 

{to go zadovoluva po~etniot uslov  y = 0  za  x = 0. 

Odg.:  y = earctgx  + arctgx  1. 

 

6. BERNULIEVA DIFERENCIJALNA RAVENKA 

 
 Ravenkata od vidot 

y' + P(x)y = Q(x)y ,    (1) 

kade {to P(x) i Q(x) se dadeni neprekinati funkcii od x, a  

koj i da bilo realen broj razli~en od nula i 1, e Bernulieva 
diferencijalna ravenka. 

 Za   = 0  se dobiva linearna diferencijalna ravenka, a 

za   = 1  se dobiva ravenka pri koja promenlivite se 

razdvojuvaat. 

 Bernulievata ravenka se re{ava sveduvaj}i ja na linearna 
ravenka. 

 Ako podelime so  y  se dobiva 

 
 

 

y

y

P x

y
Q x  1 .    (1') 
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 Se voveduva smenata 

1
1y

z      (2) 

so ~ie diferencirawe se dobiva 

 


z
y

y
1 

 . 

Zamenuvaj}i vo (1') imame 

   


 
z

P x z Q x
1 

 

ili 

z' + (1)P(x)z = (1)Q(x). 

Dobienata ravenka e linearna po nepoznatata funkcija z. 
Nejzinoto op{to re{enie e 

           
z e C Q x e dx

P x dx P x dx
    





  1 1
1

 
 , 

a op{to re{enie na dadenata ravenka e 

y1             
e C Q x e dx

P x dx P x dx 


    





1 1
1 . 

 
 Primer 1. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

  y
x

y x y
4

. 

 Delej}i ja ravenkata so y  se dobiva 


 

y

y x
y x

4
. 

So voveduvawe na smenata 

y z , 

od kade {to 


 

y

y
z

2
, 

ja dobivame linearnata ravenka 

2
4

  z
x

z x  
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ili 

  z
x

z
x2

2
. 

 Op{tiot integral na ovaa ravenka e 

     
z e C Q x e dx

P x dx P x dx
 





  , 

z e C
x

e dxx
dx

x
dx

 










 
2 2

2
, 

z e C
x

e dxx x 





2 2

2
ln ln , 

z x C x 





2 1

2
ln . 

 Ako zamenime z = y  se dobiva op{tiot integral na dadenata 

ravenka 

y = x C x2 1

2






ln  

ili 

y x C x 





4
2

1

2
ln . 

 

Zada~i za ve`bawe 
 
 1. Da se re{at ravenkite 

1)     y
x

y x y
3 3 2 ;     Odg.:  1)  y

x
C x

7
3

7










  ; 

2)       y x y x x y2 0.             2)   y x Ce x 
2

. 

 2. Da se najde onaa integralna kriva na diferencijalnata 

ravenka 

xy' + y = y2 lnx, 

koja minuva niz to~kata (1,1). 

Odg.:  y
Cx x


 

1

1 ln
,    y

x



1

1 ln
. 
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7. RIKATIEVA DIFERENCIJALNA RAVENKA 
 

 Ravenkata od vidot 

y' + f(x)y2 + g(x)y + h(x) = 0   (1) 

se vika Rikatieva ravenka. f(x), g(x) i h(x) se neprekinati 

funkcii od x, pri promena na x vo intervalot (a,b). 

 Ravenkata (1), kako posebni slu~ai, gi sodr`i vo sebe 

ravenkite: pri f(x)  0 taa e linearna, a pri h(x)  0 taa e 
Bernulieva ravenka. 

 Rikatievata ravenka vo op{t slu~aj ne mo`e da se re{i so 
kvadraturi, no ako e dadeno edno partikularno re{enie, 
op{toto re{enie se dobiva so dve kvadraturi. 

 Navistina, neka y=y1(x) e poznato partikularno re{enie 
na ravenkata (1), t.e. va`i identitetot 

y1' + f(x)y1
2 + g(x)y1 + h(x) = 0. 

So smenata 

y y
z

 1

1
,    (2) 

od kade {to 

   y
z

zy1 2

1
, 

dadenata ravenka go uprostuva svojot vid 

      

  





  





  y

z

z
f x y

y

z z
g x y

z
h x1 2 1

2 1
2 1

2 1 1
0 , 

          

      




 

z

z
y f x y g x y h x f x

y

z z
g x

z2 1 1
2

1
1

2

2 1 1
0 , 

        z f x y z g x z2 1 01 , 

         z y f x g x z f x2 1 , 

{to pretstavuva linearna diferencijalna ravenka, ~ij op{t in-
tegral e 

           
z e C f x e dx

y f x g x dx y f x g x dx   





  2 21 1  

t.e. 
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z=C(x) + (x), 

kade {to  i  se nekoi funkcii od x. So zamena na z vo (2) se 
dobiva 

   
   
   y y

C x x

Cy x y x

C x x
 




 
1

1 11 1

 
 
 

. 

Dobivme deka, op{toto re{enie na Rikatievata ravenka e 
drobno-linearna funkcija od proizvolna konstanta. Ako 
op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka e drobno-
linearna funkcija od proizvolna konstanta, toga{ taa ravenka e 
Rikatieva. 

 Ako se poznati dva partikularni integrala y=y1(x) i y=y2(x) 
na Rikatievata ravenka, toga{ op{toto re{enie se dobiva so edna 
kvadratura. 

 Navistina, neka se poznati partikularnite integrali y=y1(x), 
y=y2(x)  , t.e. imaat mesto identitetite 

y1' + f(x)y1
2 + g(x)y1 + h(x) = 0,   (3) 

y2' + f(x)y2
2 + g(x)y2 + h(x) = 0.   (4) 

 Ako od ravenkata (1) se izvadat soodvetno ravenkite (3) i (4) se 
dobiva 

y'  y'1 + f(x)(y2  y1
2) +g(x)(y  y1) = 0, 

y'  y'2 + f(x)(y2  y2
2) +g(x)(y  y2) = 0, 

a delej}i gi ovie ravenki soodvetno so  y  y1  i  y  y2 , se dobivaat 
ravenkite 

      


   
y y

y y
f x y y g x1

1
1 0 , 

      


   
y y

y y
f x y y g x2

2
2 0 . 

So odzemawe na poslednata ravenka od predhodnata se dobiva 

    



  


  
y y

y y

y y

y y
f x y y1

1

2

2
1 2 0 . 

Integriraj}i ja dobienava ravenka imame 

      ln ln lny y y y f x y y dx C     1 2 1 2 , 

    ln
y y

C y y
f x y y dx




  1

2
1 2 , 
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odnosno 

   y y

y y
Ce f x y y dx


 1

2

2 1 .   (5) 

Izrazot (5) e op{to re{enie na Rikatievata ravenka koga se 
dadeni dva partikularni integrala. 

Ako se poznati tri partikularni integrali na Rikatievata 
ravenka, toga{ op{tiot integral se dobiva bez kvadraturi. Neka 

y=y1(x), y=y2(x) i y=y3(x) se poznati partikularni integrali. 

Od ravenkata (5) na sekoja vrednost za C odgovara po eden 

partikularen integral, pa neka za C=C3, y=y3(x), t.e. 

   y y

y y
C e

f x y y dx3 1

3 2
3

2 1


     (6) 

Od (5) i (6) sleduva 

y y

y y

y y

y y
C C k







 1

2

3 1

3 2
3: : ,   (7) 

t.e. op{tiot integral na Rikatievata ravenka go dobivme bez 

kvadraturi. 

 Primer 1. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

   y
x

y
x

y
x

1 1 12
3

 

ako se znae deka funkcijata y
x


1

 e partikularen integral na taa 

ravenka. 

 So smenata 

y
x z

 
1 1

,         
y

x

z

z

1
2 2

 

se dobiva linearnata ravenka 

  





z
x x

z
x

2 1 1
2

 

~ij op{t integral e 

z e C
x

e dxx x
dx

x x
dx

 




















 



 


2 1 2 1
2 21

, 

z xe C
x

e dxx x 










 
2

2

2
1

= Cxe
xx




2

2
. 
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 Ako zamenime za z vo smenata se dobiva 

y
C e

x C e

x

x















2

2

2

2
. 

 

 Primer 2. Da se opredeli konstantata a taka {to 

funkcijata y
a

x
  da bide partikularen integral na ravenkata 

    y y
x

y
x

2
2

1 1
0  

i potoa da se najde nejziniot op{t integral. 

 Zamenuvaj}i vo dadenata ravenka 

y
a

x
 ,       y

a

x 2
 

imame 

    
a

x

a

x

a

x x2

2

2 2 2

1
0 . 

Mno`ej}i ja ovaa ravenka so x2 se dobiva kvadratna ravenka po a, 

a2 + 2a + 1 = 0 

koja ima dvokraten koren  a =1. 
 Zna~i, partikularen integral na dadenata ravenka e 

y
x

 
1

. 

 So smenata 

y
x

 
1

+
1

z
,        

y
x

z

z

1
2 2

 

se dobiva linearnata ravenka 

   z
x

z
1

1 , 

~ij op{t integral e 

 z e C e dx x C x
dx

x

dx

x  











   ln . 
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Ako zamenime za z vo smenata se dobiva 

 
y

x x C x
  


1 1

ln
 

ili 

 
y

x C

x C x


 


1 ln

ln
. 

 

 Primer 3. Da se najde op{tiot integral na 
diferencijalnata ravenka 

  


 y
x

y
x

x
y

1 3
2 02 , 

ako se znae deka funkciite  y = x  i  y = x2 se dva nejzini 
partikularni integrali. 

 Ako vo ravenstvoto 

   y y

y y
Ce f x y y dx


 1

2

2 1  

gi zamenime  partikularnite  integrali  na  diferencijalnata ravenka 

y = x  i  y = x2  se dobiva 

y x

y x
Ce

dx

x
 

 
2

2
 

t.e. 

y x

y x
Cx


 


2

2
. 

 Zna~i, op{toto re{enie na dadenata ravenka e 

y
x Cx Cx

Cx


 


2

1

2 3

2
. 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

 1. Da se najdat op{tite re{enija na Rikatievite ravenki, za 

koi se znae eden partikularen integral: 

 1)  y' (1sinx cosx) + y2 cosx  y + sinx = 0,   y1 = cosx; 

Odg.:  y
C x

x C





1 cos

sin
. 
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 2)  3
2

02
2

   y y
x

,    y
x1
1

 ; 

Odg.:  y
x Cx x

 


1 1
2 3/

. 

 3)  xy'  (2x+1)y + y2 = x2 ,    y1 = x. 

Odg.:  y
x x Cx

x C


 


2

. 

 2. Da se opredeli konstantata a taka {to funkcijata y
a

x
  da 

bide partikularen integral na ravenkata 

x2y'  4xy + x2 y2 =  4, 

a potoa da se najde op{tiot integral na ravenkata. 

Odg.:  y(x4 + Cx) = 4x3  + C. 

 

8. RAVENKI SO TOTALEN DIFERENCIJAL 
 

 Diferencijalni ravenki so totalen diferencijal se 
vikaat ravenkite od vidot 

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0,   (1) 

pri koi levata strana e totalen diferencijal na nekoja 
funkcija u(x,y). 

 ]e doka`eme deka potreben i dovolen uslov, za levata 
strana na ravenkata (1) da bide totalen diferencijal na 

funkcijata u(x,y) e 







P

y

Q

x
 ,     (2) 

t.e ravenkata (1) ima vid du(x,y) = 0 i spored toa, op{tiot inte-

gral e u(x,y) = C. 

 Da pretpostavime najprvin levata strana na ravenkata (1) 

da e totalen diferencijal na funkcijata u(x,y), t.e. 

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = du =






u

x
dx

u

y
dy , 

toga{ 

P(x,y) =


u

x
,     Q(x,y) =



u

y
.   (3) 
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 Ako prvoto ravenstvo go diferencirame po y, a vtoroto 

po x se dobiva 





 

P

y

u

y x


2

,    




 

Q

x

u

x y


2

. 

Od svojstvoto za ednakvost na me{anite izvodi sleduva 







P

y

Q

x
 . 

 So toa doka`avme deka uslovot (2) e potreben. 

 ]e doka`eme deka uslovot (2) e i dovolen, t.e. pri 
pretpostavka deka toj uslov e ispolnet, }e ja najdeme funkcijata 
{to go zadovoluva. 

 Taa funkcija, kako {to vidovme treba da gi zadovoluva 
ravenstvata (3). 

 Ako prvoto od tie ravenstva go integrirame po x smetaj}i 

deka y e konstanta, se dobiva 

     u x y P x y dx y, ,   ,   (4) 

kade {to (y) e koja i da bilo funkcija od y {to ja zamenuva 
integracionata konstanta.  Ako  dobienoto  ravenstvo  (4) go 

diferencirame po x, o~igledno, se dobiva 

 

u

x
P x y , . 

Funkcijata (y) }e ja opredelime taka {to da bide 
ispolneto i vtoroto od ravenstvata (3). Za taa cel ravenstvoto 

(4) }e go diferencirame po y i toj izvod }e go priramnime so 

Q(x,y): 

     






u

y y
P x y dx y Q x y    , , , 

od kade {to  

        



y Q x y
y

P x y dx, ,  

ili po integracija po y 

     



y Q x y
y

P x y dx dy C 








  , , 1 . (5) 
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Ovaa integracija e vozmo`na samo pod uslov 

podintegralnata funkcija da zavisi samo od y. 
Za da doka`eme deka podintegralniot izraz ne zavisi od 

x, nego }e go diferencirame po x pri pretpostavka deka e 
ispolnet uslovot (2), 

     












x

Q x y
y

P x y dx
Q

x y x
P x y dx, , ,









  






   

  =






Q

x

P

y
  0. 

Bidej}i izvodot po x e identi~no ednakov na nula, zna~i 

podintegralniot izraz vo (5) ne zavisi od x. 

 So zamena na dobieniot izraz za (y) vo (4) se dobiva 
funkcijata 

   u x y P x y dx, ,     Q x y
y

P x y dx dy C, ,








 


 1  

za koja levata strana na ravenkata (1) e totalen diferencijal. 

 Op{toto re{enie na ravenkata (1) e  u(x,y) = C. 

 Zabele{ka: Redosledot na operaciite za nao|awe na 

funkcijata u(x,y) mo`e da se izmeni, t.e. mo`e da se zeme prvo 

funkcijata u(x,y) da go zadovoluva vtoroto od ravenstvata (3), a 
potoa prvoto. 
 
 Primer 1. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

xy

x
xy

y

x
dx x x x dy

1
2 1 0

2

2 2


 









    



 ln . 

 ]e proverime dali levata strana na ravenkata e totalen dife-
rencijal na nekoja funkcija. 

 Ovde 

P
xy

x
xy

y

x
Q x x x


     

1
2 1

2

2 2, ln . 

Spored toa 



P

y

x

x
x

x



 

1
2

1
2

; 


Q

y

x

x
x

x



 

1
2

1
2

. 
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Zna~i, ispolnet e uslovot  






P

y

Q

x
 ,  t.e. levata strana na 

dadenata ravenka e totalen diferencijal na nekoja funkcija u(x,y) i 
minuvame kon nao|awe na taa funkcija 

    u x y
x

x
x

x
ydx y, 


 









  

1
2

1
2

  

    



 1 2 2x x x y yln  . 

So diferencirawe na dobieniot izraz po y se dobiva 

 



u

y
x x x y     1 2 2 ln . 

 Zemaj}i predvid deka 



u

y
= Q(x,y), 

se dobiva 

 1 12 2 2 2        x x x x x x yln ln  , 

od kade {to sleduva 

 '(y) = 0, (y) = C1 , 
i 

 u x y x x x y C, ln   



 1 2 2

1 . 

 Op{tiot integral na dadenata ravenka e 

1 2 2  



 x x x y Cln . 

 
Zada~i za ve`bawe 

 
 Da se najde op{tiot integral na ravenkite: 

 1)  (ey + x)dx + (xey  2y)dy = 0;  

Odg.:  xe
x

y Cy   
2

2

2
. 

 2)    



y
x y

x y

2 3

3 2
; 

Odg.:  x2  + 3xy + y2  = C. 

3)  
sin sin2

0
2

2

x

y
x dx y

x

y
dy







  









  ; 



Gl. V  Diferencijalni ravenki 

 

257

Odg.:   sin2
2 21

2

x

y
x y C   . 

 

4)  
 x ydx xdy

y x y






2 2 2
0;  

Odg.:  x y Cy2 2  . 

5)  
xdx ydy

x y

xdy ydx

x









2 2 2
0 ; 

Odg.: x y
y

x
C2 2   . 

 

9. INTEGRALEN MNO@ITEL 

 
 Ako levata strana na ravenkata 

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0,   (1) 

ne e totalen diferencijal na nekoja funkcija, t.e. ne e ispolnet 
uslovot 







P

y

Q

x
 , 

toga{ ravenkata ne mo`e da se re{i na poka`aniot na~in. 
Ravenkata (1) mo`e da se transformira vo diferencijalna 
ravenka so totalen diferencijal ako se pomno`i so nekoja 

funkcija (x,y). Taa funkcija se vika integralen mno`itel na 

dadenata diferencijalna ravenka. 

 Ako (x,y) e integralen mno`itel na ravenkata (1), toga{ 

ravenkata  

(x,y)P(x,y)dx + (x,y)Q(x,y)dy = 0,   (2) 

za da bide ravenka so totalen diferencijal, treba da bide 
ispolnet uslovot 

   







y

P
x

Q  

t.e. 
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P
y

P

y
Q

x

Q

x















    

ili 

P
y

Q
x

Q

x

P

y














  






   (3) 

Rvaenkata (3) pretstavuva diferencijalna ravenka na 
integralnite mno`iteli na ravenkata (1). Taa e parcijalna 

diferencijalna ravenka so nepoznata funkcija (x,y) i vo op{t 

slu~aj re{avaweto na taa ravenka ne e ednostavno. 

Nao|aweto integralen mno`itel e poednostavno ako 

funkcijata (x,y) zavisi samo od edna promenliva. 

Nie }e razgledame slu~ai koga integralniot mno`itel e 

funkcija samo od x ili samo od y. 

10 Neka  = (x). Toga{ 

y

 0 , 




x

d

dx
  i ravenkata (3) 

go ima vidot 








P

y

Q

x
Q

d

dx








   

od kade {to 

d

P

y

Q

x

Q
dx













. 

 So integrirawe na dobienoto ravenstvo se dobiva 

ln  







P

y

Q

x

Q
dx



  

ili 

  x  e

P

y

Q

x

Q
dx










. 

 Integralen mno`itel koj {to zavisi od x. }e postoi samo 

ako izrazot pod znakot na integralot zavisi samo od x. 
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 20 Neka  = (y). Toga{ 

x

 0 , 




y

d

dy
  i ravenkata (3) 

go ima vidot 








Q

x

P

y
P

d

dy








   

od kade {to so razdvojuvawe na promenlivite se dobiva 

d

Q

x

P

y

P
dy













. 

 So integrirawe na dobienoto ravenstvo se dobiva 

ln 












Q

x

P

y

P
dy  

ili 

 







y e

Q

x

P

y

P
dy

 


. 

 Integralen mno`itel koj {to zavisi od y }e postoi samo 

ako izrazot pod znakot na integralot zavisi samo od y. 

 Zabele{ka: Analogno mo`e da bidat najdeni uslovi za 
postoewe na integralni mno`iteli od vidot 

(xy),   (x2 y2 ),   (xy),   (
x

y
), ... . 

 
Primer 1. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

(x4lnx2xy 3 )dx + 3x 2 y 2dy = 0 

znaeja}i deka taa ima integralen mno`itel koj zavisi samo od x. 

 Vo dadenata ravenka 

P(x,y) = x4lnx  2xy 3 ,     Q(x,y) = 3x2 y 2 . 

Diferenciraj}i gi ovie funkcii soodvetno po y i x se dobiva 



P

y
xy 6 2

,     


Q

x
xy 6 2

. 

O~igledno deka 
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





P

y

Q

x
 . 

Spored toa, levata strana na dadenata ravenka ne e totalen 
diferencijal na nekoja funkcija. 

 Pri pretpostavka deka ravenkata ima integralen mno`itel koj 

zavisi samo od x, od uslovot 

   







y

P
x

Q  

sleduva 

d

P

y

Q

x

Q
dx











 

Izrazot 







P

y

Q

x

Q

xy xy

x y x



 

 
6 6

3

42 2

2 2
, 

e funkcija samo od x i integralniot mno`itel e 

  x e e
x

x
dx

x  
 

4
4

4

1ln
. 

Ako dadenata ravenka ja pomno`ime so integralniot mno`itel 

  x
x


1
4

 se dobiva ravenkata 

ln x
y

x
dx

y

x
dy









  

2 3
0

3

3

2

2
 

~ija leva strana e totalen diferencijal na nekoja funkcija u(x,y) koja 

}e ja najdeme so re{avawe na taa ravenka 

     u x y
y

x
dy x

y

x
x,     3 2

2

3

2  . 

 So diferencirawe na dobieniot izraz po x se dobiva 

 



u

x

y

x
x x

y

x
     

2 23

3

3

3
ln , 

od kade {to 

   x xln ,       x x dx C x x C     ln ln1 11 . 
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 Op{tiot integral na ravenkata e 

y

x
x x C

3

2
 ln . 

 

 Primer 2. Da se poka`e deka diferencijalnata ravenka  

2xy 3 dx + (x 2 y 2   1)dy = 0 

ima integralen mno`itel koj zavisi samo od y . Potoa da se najde 
op{tiot integral na ravenkata. 

 Izrazot  







Q

x

P

y

P

xy xy

xy y






2 6

2

22 2

3
, 

e funkcija samo od y, zatoa ravenkata ima integralen mno`itel koj 

zavisi samo od y 

  y e e
y

y
dy

y  



2

2
2

1ln . 

 Ako dadenata ravenka se pomno`i so   y
y


1

2
 se dobiva 

ravenkata 

2
1

02
2xy dx x

y
dy 









   

~ija leva strana e totalen diferencijal na nekoja funkcija u(x,y) koja 

}e ja najdeme so re{avawe na taa ravenka. 

     u x y xydx y x y y,     2 2  . 

 Diferenciraj}i go dobieniot izraz po y se dobiva: 

 



u

y
x y  2

. 

Od uslovot 

 x y x
y

2 2
2

1
    , 

se dobiva 
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    y
y

1
2

,       y
y

C 
1

1 . 

 Op{tiot integral na ravenkata e 

x y
y

C2 1
  . 

Zada~i za ve`bawe 

 

 1. Da se poka`e deka diferencijalnata ravenka 

(x 2  +y 2  +2x) dx + 2y dy = 0 

ima integralen mno`itel koj zavisi samo od x. Potoa da se najde 
op{tiot integral na ravenkata. 

Odg.:  (x) = ex ;   x2 + y 2 = Cex . 

 2. Da se poka`e deka diferencijalnata ravenka 

(x 2  y) dx + x dy = 0 

ima integralen mno`itel koj zavisi samo od x. Potoa da se najde 
op{tiot integral na ravenkata. 

Odg.:    x
x


1
2

;   x
y

x
C  . 

 3. Da se poka`e deka diferencijalnata ravenka 

(y + xy 2 ) dx x dy = 0 

ima integralen mno`itel koj zavisi samo od y. Potoa da se najde 
op{tiot integral na ravenkata. 

Odg.:    y
y


1

2
;   

x

y

x
C 

2

2
. 

 4. Da se poka`e deka diferencijalnata ravenka 

 y

x
dx y x dy  3 0ln  

ima integralen mno`itel koj zavisi samo od y. Potoa da se najde 

partikularnoto re{enie koe gi zadovoluva po~etnite uslovi za x = e, y 
=1. 

Odg.:    y
y


1

2
;   

ln x

y

y
 

2

2

3

2
. 

 5. Da se poka`e deka diferencijalnata ravenka 
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ycosx dx + (2y  sinx) dy = 0 

ima integralen mno`itel koj zavisi samo od y. Potoa da se najde 
op{tiot integral na ravenkata. 

Odg.:   y
y


1

2
;   

sin
ln

x

y
y C 2 . 
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10. RAVENKI OD PRV RED NERE[ENI  

VO ODNOS NA IZVODOT 

 

 Dosega razgleduvavme ravenki koi se re{eni vo odnos na 
izvodot, t.e. imaa vid 

y' = f (x,y).    (1) 

Me|utoa, op{tiot vid na ravenka od prv red e 

F (x,y,y') = 0    (2) 

i ne sekoga{ mo`e da se mine od vidot (2) vo vidot (1). 

 Sega }e razgledame nekoi posebni slu~ai na ravenkata (2) 
i }e poka`eme kako se integriraat. 

 

10.1. Ravenka od prv red od n-ti stepen 

 

 Ravenkata 

(y')n  + P1(x,y) (y')n1  + ... + Pn1(x,y) y' + Pn (x,y) = 0, (2') 

kade {to P1, P2, ... , Pn   se funkcii od x i y, a n e cel pozitiven 

broj, se vika diferencijalna ravenka od prv red od n-ti stepen. 

 Da pretpostavime deka taa ravenka mo`eme da ja re{ime 

po y' i neka se dobieni n razli~ni izrazi za y' : 

y' = f1 (x,y),   y' = f2 (x,y), ... ,   y' = fn (x,y). (3) 

Op{tite integrali na ravenkite (3) neka se soodvetno 

1 (x,y,C) = 0,  2 (x,y,C) = 0,  ... ,  n (x,y,C) = 0.   (4) 

Proizvodot od integralite (4) izedna~en so nula  

1 (x,y,C)  2 (x,y,C)  ...  n (x,y,C) = 0 

}e bide op{tiot integral na ravenkata (2'). 

 

 Primer 1. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

y' 2   (2x+y) y' + x 2  + xy = 0. 
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 Ako ja re{ime dadenata ravenka po y' se dobiva 

   
 

    
y

x y x y x xy2 2 4

2

2 2

, 

   
 

y
x y y2

2
 

ili 

y' = x + y,   y' = x, 

od kade {to sleduva deka dadenata ravenka e ekvivalentna so ravenkata 

(y'  x  y)(y' x) = 0. 

 Ravenkata 

y'  y = x 

e linearna ravenka i ima op{t integral 

 y e C xe dxx x   , 

odnosno 

y = Cex  x  1. 

 Ravenkata 

y' = x 

ima op{t integral 

y
x

C 
2

2
. 

 Op{tiot integral na dadenata diferencijalna ravenka e  

 y
x

C y Ce xx 








    

2

2
1 0 . 

 

10.2. Ravenki od vidot  F(y,y'  ) = 0,  F(x,y'  ) = 0 
 

 Ako ovie ravenki lesno se re{avaat po y', toga{ se 
dobivaat ravenki pri koi promenlivite se razdvojuvaat. 

 ]e gi razgledame slu~aite koga tie ravenki ne se 

re{avaat po y'. 
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 1) Ravenki od vidot  F(y,y'  ) = 0 

 Od ovoj vid ravenki }e gi razgledame samo ravenkite koi 

se re{avaat vo odnos na y, t.e. ravenkite od vidot 

y =  (y' ).    (5) 

 Re{enieto na ovaa ravenka se dobiva vo parametarski 
vid. 

 Ako stavime  y' = p,  se dobiva 

y = (p).    (5') 

 Ravenstvoto y' = p }e go napi{eme vo vid 

dy

dx
p ,  

od kade {to 

dx
dy

p
  

ili 

x
dy

p
C  . 

So diferencirawe na (5') se dobiva 

dy = ' (p)dp. 

Po zamenuvawe za dy vo prethodnata ravenka se dobiva 

 
x

p

p
dp C


  . 

 Ravenkite 

y =  (p),   
 

x
p

p
dp C


   

se parametarski ravenki na op{tiot integral na dadenata 

ravenka. So eliminacija na parametarot p mo`e da se dobie 

op{tiot integral vo vid   (x,y,C) = 0. 

 Primer 1. Da se re{i ravenkata 

y = y' 2 + 2y' 3 . 

 Ako stavime y' = p, toga{ y = p2 + 2p3 , dy = (2p+6p2)dp, a 
bidej}i 

dy = pdx 
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se dobiva 

 dx
dy

p
p dp  2 6  

i 

x = 2p +3p2 + C. 

 Op{toto re{enie na dadenata ravenka vo parametarski vid e  

x = 2p +3p2 + C, 

        y = p2 + 2p3. 

 2) Ravenki od vidot  F (x,y' ) = 0 

 Od ovoj vid ravenki }e gi razgledame samo ravenkite {to 
se re{avaat po x, t.e. ravenkite 

x =  (y').    (6) 

Postapuvame kako vo prethodniot slu~aj. Stavaj}i y' = p se 
dobiva 

x =  (p).    (6') 

 Ravenstvoto  y' = p  }e go napi{eme vo vid  

dy = pdx. 

So diferencirawe na (6') se dobiva 

dx = ' (p)dp, 

pa imame 

 y pdx p p dp C     . 

 Spored toa, op{tiot integral na ravenkata (6) e daden vo 
parametarski vid so ravenkite 

x =  (p),  y p p dp C    . 

 

 Primer 2. Da se integrira ravenkata 

x = y' + siny'. 

 Stavaj}i vo dadenata ravenka  

y' = p 

se dobiva 

x = p + sinp. 
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 Ravenstvoto 

dy

dx
p  

}e go napi{eme vo vid 

dy = p dx. 

Bidej}i 

dx = (1+cosp) dp 

imame 

dy = p (1+cosp) dp, 
od kade {to 

 y p p p dp C
p

p p p C       cos sin cos
2

2
. 

 Op{toto re{enie na ravenkata se dobiva vo parametarski vid 

x = p + sinp,   y
p

p p p C   
2

2
sin cos . 

 

10.3. Ravenka  F (x,y,y'  ) = 0  re{ena vo 

 odnos na funkcijata  y 
 

 Neka e dadena ravenkata re{ena vo odnos na y, t.e. ravenka 
od vidot 

y = f (x,y'). 

 Ako stavime 

y' = p 

se dobiva ravenkata 

y = f (x,p). 

 So diferencirawe na dobienata ravenka i vodej}i smetka 
deka e 

dy = p dx 

se dobiva 

pdx
f

x
dx

f

p
dp 






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odnosno 

p
f

x

f

p

dp

dx
 






. 

 Dobienata ravenka e od prv red po p i x. Ako op{tiot in-
tegral na ovaa ravenka e 

p =  (x,C), 

toga{ op{tiot integral na dadenata ravenka }e bide 

y = f (x, (x,C)). 
 

 Primer 1. Da se najde op{toto re{enie na ravenkata 

y xy
x

y    2
2

2
2 . 

 ]e vovedeme parametar stavaj}i  y' = p,  pa imame 

y px x p  2
1

2
2 2

.    () 

So diferencirawe se dobiva 

dy = 2x dp + 2p dx + x dx + 2p dp 
ili 

p dx = 2(x+p) dp + (2p+x) dx, 

od kade {to sleduva 

   2 0x p
dp

dx
p x    . 

Ako podelime so  x+p  se dobiva 

2 1 0
dp

dx
  , 

od kade {to 

dp dx 
1

2
   ili   p x C  

1

2
. 

 Op{tiot integral na dadenata ravenka e 

y x C
x x

C
x

 




  





2
2 2 2

2 2

 

ili 

y C Cx
x

  2
2

4
. 

 
 

 Zemaj}i x+p=0 i zamenuvaj}i vo ravenkata ()  



Gl. V  Diferencijalni ravenki 

 

269

p = x   
se dobiva re{enieto 

y
x

 
2

2
, 

koe {to se vika singularno re{enie na ravenkata. Toa re{enie ne se 

dobiva od op{toto re{enie za nitu edna vrednost na konstantata C. 
 

10.4. Ravenka  F (x,y,y' ) = 0  re{ena vo 
 odnos na argumentot  x 

 
 Neka e dadena diferencijalna ravenka re{ena vo odnos na 

promenlivata x, t.e. ravenka od vidot 

x = f (y,y' ). 

 Ako stavime  

y' = p 

se dobiva ravenkata 

x = f (y,p). 

 So diferencirawe na ovaa ravenka, vodej}i smetka deka 

dy = p dx,  t.e.  dx
dy

p
 , 

se dobiva 

dy

p

f

y
dy

f

p
dp 







, 

od kade {to 

dp

dy

p

f

y
f

p




1 





. 

Neka e 

p =  (y,C). 

 Op{tiot integral na dadenata ravenka }e bide 

x = f (y,  (y,C)). 

 Primer 2. Da se re{i ravenkata 
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x
y

y

y

y







2

4

2
. 

Ako stavime  y' = p,  se dobiva ravenkata 

x
p

y

y

p
 

2

4

2
. 

 So diferencirawe na ovaa ravenka se dobiva 

dx
p

y
dp

p

y
dy

p
dy

y

p
dp   

2 4

2 22

2 2
, 

odnosno 

dy

p

p

y

y

p
dp

p

p

y
dy 









  











2

2 2

42

2

2
 

ili 

p y

y p
dy

p y

yp
dp

3 2

2

3 2

2

4

4

4

2





, 

t.e. 

dy

y

dp

p2
 . 

 So integrirawe  na ovaa ravenka se dobiva 

1

2
ln ln lny C p  , 

odnosno 

C y p .  

 Op{tiot integral na dadenata ravenka e 

x
C y

y

y

C y
 

2

4

2
,  

za  y  0  imame 

x
C y

C
 

2

4

2
. 

 

Zada~i za ve`bawe 
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 Da se re{at diferencijalnite ravenki: 

 1.  yy' 2  (xy+1)y ' + x = 0; 

Odg.:  
x

y C x
y

C
2 2

2 2
0 









  








  . 

 2.  y' 2  (x+y)y ' + xy = 0; 

Odg.:   y
x

C y Ce x 








  

2

2
0 . 

 3.  y' 3   yy' 2   x2y' + x2y = 0; 

Odg.:  y
x

C y
x

C y Ce x 








  








  

2 2

2 2
0 . 

 4. Da se re{at diferencijalnite ravenki od vidot  F (y,y' ) = 0  
i  F (x,y' ) = 0: 

 1)  y = ln(1+y' 2);  Odg.: 1)  x = 2 arctg p+C, 

 y = ln(1+p2); 

 2)  y = (y'  1)ey ' ;          2)  x = ep+C, 

 y = (p 1) ep ; 

 3)  x = y' 1 2 y ;       3) 

 
x p p

y p p C

 

   

1

3 2 1 1

2

2 2

,

;
 

 4)  x(y' 2   1) = 2y' ;       4) 

 

x
p

p

y
p

p C







  

2

1

2

1
1

2

2
2

,

ln .

 

 5. Da se re{at diferencijalnite ravenki koi mo`e da se re{at 

po funkcijata y odnosno po argumentot x: 

 1)  (y  xy')cosy' + x = 0; Odg.: 1)  
 

x C p e

y Ce p p

p

p

 

 

cos ,

cos ;

sin

sin 1
 

 2)  y' 3   4xyy' + 8y2  = 0;        Odg.:  2)  Cy C x y3 2 2 24 8 0/ ;    
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 3)  
 

x
y y

y


 



1

2

2

.         3)  y2  = 2Cx + C 2 . 

 

11. LAGRAN@OVA RAVENKA 

 
 Lagran`ova diferencijalna ravenka se vika ravenkata od 
vidot 

y = x (y' ) +  (y' ),    (1) 

kade {to   (y' )  i   (y' )  se funkcii od y' koi se 
diferencijabilni po y'. Taa ravenka e linearna vo odnos na x i y. 

 Lagran`ovata ravenka se integrira so voveduvawe na po-

mo{niot parametar p. 

 Ako stavime  y' = p,  dadenata ravenka se zapi{uva vo vid 

y = x (p) +  (p
 ).    (2) 

So diferencirawe se dobiva 

dy = (p) dx + x'(p) dp + '(p ) dp 

ili ako stavime  dy = pdx  imame 

p dx =  (p) dx + x'(p) + '(p ) dp, 

od kade {to 

      p p
dx

dp
x p p       . 

Pri pretpostavka  p   (p)  0  se dobiva 

 
 

 
 

dx

dp

p

p p
x

p

p p


















.  (3) 

Dobienata diferencijalna ravenka e linearna diferencijalna 

ravenka vo odnos na x kako funkcija od p. Neka nejziniot op{t 
integral e 

x = F(p,C).    (4) 

 Ako se zameni vo (2) se dobiva op{tiot integral na 
Lagran`ovata ravenka vo parametarski vid 

x = F (p,C),   y = F (p,C)  (p) +  (p
 ).  (5) 
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 So eliminacija na parametarot p od ravenkite (5), ako e 
mo`no, se dobiva op{tiot vid na Lagran`ovata ravenka vo vid 

 (x,y,C) = 0.    (5') 

 Pri re{avaweto na Lagran`ovata ravenka nie 
pretpostavivme deka 

p   (p)  0. 

Ako ravenkata 

p   (p) = 0 

ima koreni  p = pi,  tie isto taka ni davaat re{enija na diferen-
cijalnata ravenka koi se dobivaat koga vo ravenkata (2) se 

zameni  p so pi, t.e. 

y = x (pi) +  (pi)    (6) 

 Ako re{enieto (6) ne se dobiva od op{toto re{enie za 
nekoja vrednost na konstantata, se vika singularno re{enie na 
dadenata ravenka. 

 Primer 1. Da se re{i ravenkata 

y = 2xy'  lny' .     (1') 

 Ako stavime  y' = p  se dobiva 

y = 2xp  lnp.     (2') 

 So diferencirawe po x i vodej}i smetka deka 

dy = p dx, 
se dobiva 

p dx p dx x dp
p

dp  2 2
1

 

ili 

p
dx

dp
x

p
 2

1
. 

Ako podelime so p se dobiva linearna ravenka po x 

dx

dp p
x

p
 

2 1
2

 

~ie re{enie e 

x e C
p

e dp

dp

p

dp

p 













  
2

2

21
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     








   e C

p
e dp

p
C pp p2

2
2

2

1 1ln ln
. 

 Zamenuvaj}i go dobieniot izraz za x  vo (2') se dobiva 

 y
p

C p p  
2

ln . 

 Op{toto re{enie na dadenata ravenka vo parametarski vid e 
dadeno so ravenkite 

 x
p

C p 
1

2
, 

 y
p

C p p  
2

ln . 

 

12. KLEROVA RAVENKA 

 

 Klerova ravenka se vika ravenkata od vidot 

y = xy' +  (y' ).   (1) 

kade {to   (y' )  e dadena funkcija od y'. 

 Ovaa ravenka e specijalen slu~aj na Lagran`ovata 

ravenka, kade {to   (y' ) = y'.  Se integrira isto taka so dife-
rencirawe. 

 Ako stavime y' = p, toga{ dadenata ravenka se zapi{uva 
vo vid 

y = xp +  (p).    (1') 

Diferenciraj}i po x, imaj}i previd deka dy = pdx i p deka e 

funkcija od x se dobiva 

p dx = p dx+x dp+ ' (p) dp 

ili 

(x+ ' (p)) dp = 0, 

od kade {to 

dp = 0     (2) 

ili 
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x+ ' (p) = 0.    (3) 

 1) So integrirawe na ravenkata (2) se dobiva p = C. 
Zamenuvaj}i ja taa vrednost za p vo ravenkata (1') se dobiva 
op{tiot integral 

y = xC +  (C). 

 Geometriski op{tiot integral na Klerovata ravenka 
pretstavuva semejstvo od pravi. 

 2) Ravenkata (3) zaedno so dadenata ravenka (1') isto taka 

dava re{enie na Klerovata ravenka vo parametarski vid 

x =  ' (p), 
(4) 

y =  p ' (p)+  (p). 

 So eliminacija na parametarot p od ravenkite (4) se 
dobiva 

y = xp(x)+  (p(x)). 

 Ovaa ravenka pretstavuva re{enie na dadenata ravenka vo 
koe ne figurira integraciona konstanta. Ova re{enie ne mo`e 
da se dobie od op{toto re{enie za nitu edna vrednost na 

konstantata C. Toa pretstavuva singularno re{enie na 
Klerovata ravenka. 

 

 Primer 1. Da se re{i ravenkata 

y xy y    1 2 . 

 Ako stavime  y' = p  se dobiva 

y xp p  1 2 .    (1'') 

So diferencirawe se dobiva 

pdx pdx xdp
p

p
dp  

1 2
 

ili 

x
p

p
dp
















1

0
2

, 

od kade {to imame: 
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 1)   dp = 0,   p = C, 

a zamenuvaj}i  p = C  vo (1'') se dobiva op{toto re{enie na ravenkata 

y Cx C  1 2 ; 

 2)  Zamenuvaj}i vo (1'') za x, 

x
p

p
 

1 2
 

se dobiva 

y
p

p
p

p
 


  



2

2

2

21
1

1

1
. 

 Spored toa, singularnoto re{enie vo parametarski vid glasi: 

x
p

p
 

1 2
,   y

p




1

1 2
. 

So eliminacija na parametarot p se dobiva singularnoto re{enie vo 
impliciten vid  

x2  + y2  = 1. 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

 1. Da se re{at ravenkite: 

1)  y = 2xy' + y' 2 ;  Odg.:  1)  x
C

p

p
y

C

p

p
   2

22

3

2

3
, . 

2)  2y = xy' + y' lny' ;            2)  x = 2Cp 2  lnp,   y = Cp2  p;' 

3) y xy
y

  


2 1
;       3)  

 

 
 

x
p

C
p p

y
p p

Cp p
p




 













  

1

1

1

2

2

1

2 1
2 1

1

2 2

2
2

,

;

 

4) y xy
a

y
  

 2
;     4)  y Cx

a

C
y

ax
  

2
3

227

4
, ; 
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5) y xy
ay

y
  



 1 2
;     5)  y Cx

aC

C
 

1 2
,    x2/3+y2/3=a2/3; 

6) x
y

y y






1

2
;     6)  x = Cy +C 2,   4x =  y2. 

 2. Da se opredeli ravenkata na krivata pri koja tangentata so 

koordinatnite oski zafa}a triagolnik so konstantna plo{tina S=2a2. 

Odg.:  xy =  a2. 

 

13. PRIBLI@NI METODI ZA RE[AVAWE NA  

DIFERENCIJALNI RAVENKI 
 

 Razgledavme najednostavni tipovi diferencijalni raven-
ki od prv red koi mo`at da se re{at vo kvadraturi ili kako {to 
se vika ponekoga{ koi se integriraat vo kone~en vid. 

 Ako vo re{enieto na diferencijalnata ravenka pokraj 
elementarnite funkcii se sodr`ani i neelementarni funkcii, 
t.e. integrali koi ne mo`at da se re{at vo kone~en vid, vikame 
deka re{enieto e izrazeno vo kvadraturi. 

 Na primer, diferencijalnata ravenka 

  y y
x

1
 

ima op{to re{enie 

y e
x

e dx Cex x x   1
, 

kade {to C e proizvolna konstanta, koe e izrazeno vo kvadraturi. 

 Mnogu zada~i vo praktikata doveduvaat do 
diferencijalni ravenki koi ne mo`at da se re{at vo kone~en 
vid. 

 Za re{avawe na tie zada~i se koristat nekoi pribli`ni 
metodi. Tie metodi se izu~uvaat vo oddelot koj posebno im se 
posvetuva na metodite na numeri~kata matematika. 

 Nie }e se zadr`ime na nekoi od tie metodi. 

 

13.1. Metod na posledovatelni pribli`uvawa 
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 Neka e dadena diferencijalnata ravenka 

F(x,y,y' ) = 0,    (1) 

koja mo`e da se re{i po y' 

y' = f(x,y). 

 Partikularnoto re{enie na ovaa ravenka koe go 
zadovoluva po~etniot uslov 

y yx x 
0 0  

mo`eme na intervalot  x x0 ,  da go napi{eme vo vid 

 y y f x y dx
x

x

  0

0

, .    (2) 

Re{enieto na ravenkata (2) ne mo`e da go dobieme so neposredno 
integrirawe. Taa ravenka mo`e da se koristi za dobivawe 
pribli`ni re{enija. Za taa cel }e zememe kako nulevo 

pribli`uvawe - funkcijata ramna na konstanta, t.e. y = y0. To-
ga{ prvoto pribli`uvawe (prva aproksimacija) mo`e da se 
opredeli so ravenstvoto 

 y y f x y dx
x

x

1 0 0

0

   , . 

 Ako go opredelime y1(x), toga{ analogno se dobiva 
vtoroto pribli`uvawe 

 y y f x y dx
x

x

2 0 1

0

   ,  

i voop{to n-toto pribli`uvawe 

 y y f x y dxn n
x

x

  0 1

0

, . 

 Metodot na posledovatelni pribli`uvawa e poznat i pod 
imeto metod na Pikar. 
 
 
 
 
 Primer 1. Da se najde pribli`noto re{enie na ravenkata 
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dy

dx
y x 2 2  

koe go zadovoluva po~etniot uslov yx=0 = 1, zemaj}i dve posledova-
telni pribli`uvawa (aproksimacii). 

 Prvata aproksimacija e 

 y y y x dx
x

1 0 0
2 2

0

    

t.e. 

 y x dx x
xx

1
2

3

0

1 1 1
3

      . 

 Vtorata aproksimacija e  

 y y y x dx
x

x

2 0 1
2 2

0

   , 

y x
x

x dx x x
x x xx

2

3
2 2

4 5 7

0

1 1
3

1
6

2

15 63
   









 









       . 

 
 Primer 2. Da se presmeta za x = 1 vrednosta na to~noto 
re{enie na ravenkata 

y' = x + y 

koe odgovara na po~etniot uslov y = 1 za x = 0. Potoa da se opredelat 
prvite pet pribli`uvawa po metodot na posledovatelnite 
pribli`uvawa. Da se sporedat dobienite rezultati. 

 To~noto re{enie na linearnata ravenka 

y'  y = x  

e 

y e C xe Ce xdx dx x 




    1 . 

 Od po~etniot uslov  y(0) = 1  sleduva 

1 = C  1,   t.e.    C = 2. 

Spored toa, to~nata vrednost na re{enieto za  x = 1  e 

y = 2e  2 = 22,718 - 2 = 3,436. 

 

 Ako go iskoristime po~etniot uslov y0 = 1 za prvoto 
pribli`uvawe se dobiva 
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   y y x y dx x dx x
xxx

1 0 0

2

00

1 1 1
2

         . 

 Analogno za prvite ~etiri pribli`uvawa se dobiva 

      y y x y dx x x
x

dx
xx

2 0 1

2

00

1 1
2

       








   

             1
6

2
3

x x
x

, 

      y y x y dx x x x
x

dx
xx

3 0 2
2

3

00

1 1
6

        








   

              1
3 24

2
3 4

x x
x x

, 

      y y x y dx x x x
x x

dx
xx

4 0 3
2

3 4

00

1 1
6 24

         








   

              1
3 12 120

2
3 4 5

x x
x x x

, 

      y y x y dx x x x
x x x

dx
xx

5 0 4
2

3 4 5

00

1 1
3 12 120

          








   

               1
3 12 60 720

2
3 4 5 6

x x
x x x x

. 

 Vrednostite na ovie pribli`uvawa za x = 1 se: 

y1 1 1
1

2
2 5    , ;     y2

19

6
3166  , ;      

y3
27

8
3 375  , ;     y4

137

40
3 425  , ; 

y5
2473

720
3 43472  , . 

 

 

13.2. Grafi~ki metod (Ojlerov metod) 
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 Neka e dadena ravenkata 

F(x,y,y' ) = 0, 

koja mo`e da se re{i po y' 

y' = f(x,y). 

 ]e go najdeme pribli`noto re{enie na dadenata ravenka 
{to go zadovoluva po~etniot uslov 

y(x0) = y0. 

 Grafi~kiot metod se sostoi vo konstrukcija na edna 
poligonalna linija koja se pribli`uva kon integralnata kriva 

{to minuva niz to~kata M0(x0,y0), koga brojot na nejzinite 
strani se zgolemuva beskone~no. 

 ]e ja prou~ime Ojlerovata postapka koja se sostoi vo 
slednovo: 

 Sakame da ja najdeme ordinatata na to~kata M(x,y) od 

intervalot x0,x , (sl 5.3). 

Za taa cel intervalot 

x0,x go delime na n ednakvi 

delovi so dol`ina h, (iako toa 
ne e zadol`itelno). 
Ordinatata na baranata kriva 

vo to~kata x1 ja zamenuvame so 
ordinatata na tangentata {to 
e povle~ena vo to~kata 

M0(x0,y0). 

Tangentata vo to~kata 

M0 e 

y  y0 = y0'
 (x  x0), 

kade {to  y0' = f(x0,y0), pa imame 

y  y0 = f(x0,y0)(x  x0). 

Za  x = x1  se dobiva 

y1 = y0 + f (x0,y0) (x1  x0). 

 Ovaa vrednost na y1 ja zemame za ordinata na baranata 

kriva vo to~kata  x = x1. 

 Potoa povlekuvame tangenta vo to~kata M1 

 
Sl. 5.3. 
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y  y1 = f(x1,y1) (x x1). 

Za x = x2 se dobiva 

y2 = y1 + f(x1,y1) (x2  x1) 

{to pretstavuva ordinata na novata to~ka M2 od integralnata 
kriva. 

 Ako taa postapka ja prodol`ime ponatamu, se dobiva 

yn = yn1 + f(xn1,yn1) (x2  x1). 

 Ako se soberat sive ovie ravenstva, se dobiva 

yn = y0+f(x0,y0) (x1x0) + f(x1,y1) (x2 x1)+   +f(xn1,yn1)(xn xn). 

Koga n  , taka {to sekoja od razlikite  xi  xi1  0 
(i=1,2,...,n), mo`e da se poka`e deka dobienata poligonalna 
linija te`i kon integralnata kriva, t.e. 

 
lim

max
n
x x

n

i i

y y

 


1 0

. 

 Dobienata poligonalna linija }e pretstavuva podobra 
aproksimacija na integralnata kriva dokolku e pogolem brojot 

na delbenite to~ki i kolku e poblisku x do x0. 

 To~kata Mn te`i kon to~kata M koja le`i na 

integralnata kriva koja minuva niz to~kata M0. 

 Metodot na Ojler e najednostaven, no i najmalku to~en. 
Poradi toa ovoj metod se koristi naj~esto za orientacioni 
presmetuvawa. 

 Postojat i poto~ni metodi za pribli`no re{avawe na 
diferencijalni ravenki, kako {to e metodot na Runge-Kuta. 

 Primer 1. Dadena e ravenkata 

y' = xy  1 

so po~eten uslov  y(0) = 0. 

 Da se najdat vrednostite na y vo intervalot 0,1 ako toj se 
podeli na ~etiri ednakvi dela. 

 

 Dadenata ravenka e linearna i nejzinoto re{enie go sodr`i 
integralot 

e dx
x




2

2 , 
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koj ne mo`e da se izrazi vo kone~en vid preku elementarni funkcii. 
Zatoa ovaa ravenka se re{ava numeri~ki. 

 Tangentata vo to~kata (0,0) ima pravec  y0' = f(x0,y0) =  1, pa 

ordinatata na to~kata M1 e 

y1 = y0 + f (x0,y0) (x1  x0). 

t.e. 

y1
1

4
  , 

ponatamu 

y2 = y1 + f(x1,y1) (x2  x1), y2
33

64
0 515625    , ; 

y3 = y2 + f(x2,y2) (x3  x2), y3
425

512
0 830078    , ; 

y4 = y3 + f(x3,y3) (x4  x3), y4
10123

8192
1 245294    , ; 

 Ako presmetanite vrednosti za funkcijata gi stavime 
soodvetno vo tabela, se dobiva 

 

x 0 
1

4
 

1

2
 

3

4
 1 

y 0 
1

4
0,515625 0,830078 1,245294 

 

 Primer 2. Po metodot na Ojler na intervalot 0,
1

2
 da se 

najde re{enieto na diferencijalnata ravenka 

y' = x + y 

so po~eten uslov y(0) = 1. 

 Da se najde to~nata vrednost na re{enieto za x =
1

2
. 
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 Intervalot  0,
1

2
 go podeluvame na pet ednakvi dela. Ako so 

h
b a



5

  ja ozna~ime dol`inata na podintervalite se dobiva 

h 




1

2
0

5

1

10
. Goleminata h se vika ~ekor na procesot. 

 Vrednostite na funkcijata vo podelbenite to~ki se: 

 y1 = y0 + f(x0,y0)h,   y1 = 1,2; 

 y2 = y1 + f(x1,y1)h,   y2 = 1,22; 

 y3 = y2 + f(x2,y2)h,    y3 = 1,362; 

 y4 = y3 + f(x3,y3)h,   y4 = 1,5282; 

 y5 = y4 + f(x4,y4)h,   y5 = 1,7210, 

koi }e gi smestime vo slednava tabela 
 

x 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

y 1 1,2 1,22 1,362 1,5282 1,7210 
 
 Spored ovoj metod najdovme 

y
1

2
1 721




 , . 

 Ne e te{ko da go najdeme i to~noto re{enie, bidej}i dadenata 
ravenka e linearna i mo`e da se re{i vo kone~en vid. 

y'  y = x, 

 y e C xe dx e C xe e
dx dx x x x 




       

ili 

y = Cex  x  1. 

 Od po~etniot uslov y(0) = 1 se opredeluva konstantata, C = 2, a 

so toa i integralnata kriva koja minuva niz to~kata M(0,1) 

y = 2ex  (x+1), 
od kade {to 

y e
1

2
2 15 1 790







   , , . 
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13.3. Metod na Runge-Kuta 
 

 Ovoj metod dava pogolema to~nost. 

 Postojat pove}e varijanti na metodot na Runge-Kuta, no 
najmnogu se koristi slednava: 

 Neka e dadena diferencijalnata ravenka 

y' = f(x,y)    (1) 

so po~eten uslov y(x0) = y0. So yn  da ja ozna~ime pribli`nata 

vrednost na baranoto re{enie vo to~kata xn. Spored ovoj metod, 

presmetuvaweto na pribli`nata vrednost yn+1 vo narednata 

to~ka  xn+1 = xn + h  se vr{i po formulata 

         y y k k k kn n
n n n n

     1 1 2 3 4

1

6
2   (2) 

pri {to 

   k hf x yn
n n1  , , 

   k hf x
h

y kn
n n

n
2 12

1

2
  





, , 

   k hf x
h

y kn
n n

n
3 22

1

2
  



, ,              (3) 

    k hf x h y kn
n n

n
4 3  , . 

Formulata (2) se zapi{uva i vo vid 

y y yn n n  1   

kade {to 

 yn 
1

6
         k k k kn n n n
1 2 3 42   . 

 Zgodno e presmetuvawata da se smestat vo {ema, kako {to 
e poka`ano na tablicata 1. 
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Tablica 1 

 

n x y k=hf(x,y) y 

0 x0 

x0+
h

2
 

x0+
h

2
 

x0+h 

y0 

y0+
 1

2 1
0k  

y0+
 1

2 2
0k  

y0+
 k3
0  

 k1
0  

 k2
0  

 k3
0  

 k4
0  

 k1
0  

2  k2
0  

2  k3
0  

 k4
0  

    y0 

1 x1 y1   

 

 Primer 1. So pomo{ na metodot na Runge-Kuta da se najde 
pribli`no re{enie na ravenkata 

y' = y 2 + x 

pri po~etni uslovi  y(0) = 0,  vo segmentot 0
1

4
,





. 

 ]e go presmetame samo y1 zemaj}i  h =
1

4
. 

 Imame 

y0 = 0;   f(x0,y0) = y x0
2

0 , 

   k hf x y1
0

0 0
1

4
0 0   , , 

   k hf x
h

y k f2
0

0 0 1
0

2

1

2

1

4
0

1

8
0

1

32
0 0312  




 




 , , , , 

   k hf x
h

y k f3
0

0 0 2
0

22

1

2

1

4

1

8

1

64

1

4

1

64

1

8
0 0313  




 




 




, , , , 

    k hf x h y k f4
0

0 0 3
0 21

4

1

4
0 0313

1

4
0 0313

1

4
0 0628    




 




, ; , , , , 

 Spored (2) se dobiva slednata pribli`na vrednost 
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  y y y1 0 0
1

6
2 0 0312 0 0313 0 0628     , , , , 

y1
1

6
0 1878 0 0313  , , . 

 Primer 2. So pomo{ na metodot na Runge-Kuta da se najde 
pribli`no re{enie na ravenkata 

y' = x + y 

pri po~etni uslovi y(0) = 1, na segmentot  0 0 5; ,  so ~ekor h = 0,1. 

 ]e go poka`eme po~etokot na postapkata, t.e. presmetuvaweto 

na y1. 

 Imame 

u0 = 1, 

     k hf x y1
0

0 0 0 1 0 1 0 1    , , , , 

   k hf x
h

y k2
0

0 0 1
0

2

1

2
  




,  

             0 1 0 05 1 0 05 0 11, , , , , 

   k hf x
h

y k3
0

0 0 2
0

2

1

2
  




,  

             0 1 0 05 1 0 055 0 1105, , , , , 

    k hf x h y k4
0

0 0 3
0   ,  

             0 1 0 1 1 0 1105 0 12105, , , , , 

pa sleduva: 

 y0
1

6
         k k k k1

0
2

0
3

0
4

0
2  




  

                1

6
01 2 0 11 2 01105 0 12105 0 1103, , , , , . 

 Prodol`uvaj}i na toj na~in gi dobivame rezultatite na 
presmetuvaweto dadeni vo tablicata 2. Pribli`noto re{enie e 

y(0,5) = 1,7974. 
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Tablica 2 

 

i x y k=0,1(x+y) y
0 0 

0,05 
0,05 
0,1 

1 
1,05 
1,055 
1,1105 

0,1 
0,11 
0,1105 
0,1210 

0,1000 
0,2200 
0,2210 
0,1210 

    1

6
0 6620 01103 , ,  

1 0,1 
0,15 
0,15 
0,2 

1,1103 
1,1708 
1,1763 
1,2429 

0,1210 
0,1321 
0,1326 
0,1443 

0,1210 
0,2642 
0,2652 
0,1443 

    1

6
0 7947 01324 , ,  

2 0,2 
0,25 
0,25 
0,3 

1,2427 
1,3149 
1,3209 
1,3998 

0,1443 
0,1565 
0,1571 
0,1700 

0,1443 
0,3130 
0,3142 
0,1700 

    1

6
0 9415 01569 , ,  

3 0,3 
0,35 
0,35 
0,4 

1,3996 
1,4846 
1,4904 
1,5836 

0,1700 
0,1835 
0,1840 
0,1984 

0,1700 
0,3670 
0,3680 
0,1984 

    1

6
01034 01840 , ,  

4 0,4 
0,45 
0,45 
0,5 

1,5836 
1,6828 
1,6902 
1,7976 

0,1984 
0,2133 
0,2140 
0,2298 

0,1984 
0,4266 
0,4280 
0,2298 

    1

6
12828 0 2138 , ,  

5 0,5 1,7974   
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14. DIFERENCIJALNI RAVENKI OD n-TI RED 

PRI KOI REDOT MO@E DA SE SNI@I 
 

 Redot na diferencijalna ravenka od n-ti red  

F(x,y,y',y'',…,y(n) ) = 0 

vo nekoi slu~ai mo`e da se sni`i. 

 ]e razgledame nekoi diferencijalni ravenki od toj vid 

 

14.1. Ravenki od vidot  y(n) = f(x) 
 
 Najprosta ravenka od n-ti red e ravenkata 

y(n) = f(x).    (1) 

 Redot na ovaa ravenka se sni`uva so postepeno 
integrirawe 

   y f x dx Cn  1
1 , 

    y f x dx C x Cn   2
1 2 . 

 Op{toto re{enie se dobiva so n posledovatelni 
integracii 

        y f x dx dx dx
C x

n

C x

n
C

n

n n

n 





 
 

... ... ...
  

1
1

2
2

1 2! !
. 

 
 Primer 1. Da se najde op{tiot integral na 
diferencijalnata ravenka 

 y
x

2
4

. 

So tri posledovatelni integrirawa se dobiva 

     y
x

dx C
x

C
2 2

34 1 3 1 , 

   





   y
x

C dx C
x

C x C
2

3

1

33 1 2 2 1 2 , 

y
x

C x C dx C
x

C
x

C x C  





     
1

3

1

3 22 1 2 3 1

2

2 3 . 
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14.2. Diferencijalni ravenki  

{to ne ja sodr`at funkcijata  y 

 

 Diferencijalni ravenki {to ne ja sodr`at funkcijata y 
se ravenki od vidot 

        F x y y y k nk k n, , , . . . , ,  1 0 .  (1) 

Redot na dadenata ravenka mo`e da se sni`i so smenata 

y(k) = p.    (2) 

Toga{ dadenata ravenka dobiva vid 

  F x p p p n k, , , . . . ,  0 .   (3) 

So integrirawe na ravenkata (3) se dobiva 

 p f x C C Cn k , , , . . . ,1 2 , 

a potoa y se dobiva od ravenkata 

 y k   f x C C Cn k, , , . . . ,1 2   

po k posledovatelni integrirawa. 

 Poseben slu~aj od ovie ravenki se ravenkite od II red, koi 
ne ja sodr`at baranata funkcija, 

F(x,y',y'' ) = 0      (4) 

i ravenkite od n-ti red 

    F x y yn n, , 1 0 .    (5) 

 Redot na ravenkata (4) }e se sni`i so smenata  y' = p, a 

redot na ravenkata (5) so smenata y(n-1) = p. 

 Primer 1. Da se najde op{tiot integral na 
diferencijalnata ravenka 

(1  x2)y''  xy'  2 = 0. 

 Ako vo dadenata ravenka zamenime 

y' = p,    y'' = p', 

se dobiva ravenkata 

(1  x2)p'  xp  2 = 0. 
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ili 

 





p
x

x
p

x1

2

12 2
 

koja e linearna diferencijalna ravenka po odnos na novata funkcija 

p(x). 

 Op{toto re{enie na taa ravenka e  

 p
x

C x



1

1
2

2 1 arcsin . 

Zamenuvaj}i go p so y' se dobiva 

  


y
x

C x
1

1
2

2 1 arcsin  

ili 

 y C x x C  1
2

22arcsin arcsin . 

 

Primer 2. Da se najde partikularniot integral na 
ravenkata 

x4y''' + 2x3y'' = 1 

koj gi zadovoluva po~etnite uslovi za  x = 1,  y = 1,  y' = 2  i  y'' = 1. 

Ako vo dadenata ravenka zamenime 

y'' = p,   y''' = p' 

se dobiva ravenkata 

x4p' + 2x3p = 1 

ili 

  p
x

p
x

2 1
4 . 

Dobienata ravenka e linearna ravenka i nejzinoto re{enie e 

p
C

x x
 1

2 3

1
. 

Zamenuvaj}i go  p  so  y''  se dobiva 

 y
C

x x
1
2 3

1 , 

 

 



MATEMATIKA II 

 

292

od kade {to so dve integracii se dobiva 

 y   
C

x x
C1

2 2
1

2
, 

y C x
x

C x C    1 2 3
1

2
ln . 

 Zamenuvaj}i gi po~etnite uslovi vo dobienite izrazi za y'', y' i 

y imame 

  C1  1 = 1, 

 C1 + 
1

2
 + C2  = 2, 

   
1

2
12 3C C ,  

od kade {to se dobiva: C1 = 2, C2 = 
7

2
, C3 2  . 

Baranoto partikularno re{enie e 

y x
x

x    2
1

2

7

2
2ln . 

 

Primer 3. Da se opredeli krivata pri koja radiusot na 
krivinata vo proizvolna nejzina to~ka e obratno proporcionalen so 
rastojanieto na ovaa to~ka do y -oskata. 

Diferencijalnata ravenka na krivite so zadadenoto svojstvo e 

 1 2 3 2
 




y

y

k

x

/

. 

Zamenuvaj}i  y' = p,  y'' = p' =
dp

dx
  se dobiva 

 x p k
dp

dx
1 2 3 2
 

/
. 

Dobienata ravenka e diferencijalna ravenka od prv red pri koja 
promenlivite se razdvojuvaat, t.e. 

 
x dx

k dp

p


1 2 3 2/  . 
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So integrirawe se dobiva 

 
x

C k
dp

p

2

2 3 22 1
 


 /

. 

Integralot na desnata strana }e go re{ime so smenata 

p tg t ,     dp
dt

t


cos2
, 

x C k t
dt

t
k t dt k t2

1
3

2
2 2 2     cos

cos
cos sin ,   (C1 = 2C) 

x C k
tg t

tg t

kp

p

ap

p

2
1

2 2 2
2

1

2

1 1
 








,   (2k = a), 

t.e. imame 

   x C p x C a p2
1

2 2 2
1

2 2 2    , 

od kade {to 

 
 

p
x C

a x C

2

2
1

2

2 2
1

2




 
 

ili 

 
dy

dx

x C

a x C

 


 

2
1

2 2
1

2
. 

Integriraj}i u{te edna{ se dobiva 

 
y C

x C

a x C

dx  


 
2

2
1

2 2
1

2
. 

Zabele{ka: Ravenkata od vid 

 
 

 


y

y
x

1 2 3 2/
  

se sre}ava vo teorijata na otpornost na materijalite. 
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14.3. Diferencijalni ravenki koi ne ja sodr`at 

nezavisno promenlivata 

 
 Toa se ravenki od vidot 

  F y y y y n, , , . . . ,   0 .   (1)  

 Redot na ravenkata mo`e da se sni`i za edinica ako se 
zameni 

y' = p,     (2) 

kade {to p e nova nepoznata funkcija od y. 

 Spored praviloto za diferencirawe na slo`ena 
funkcija se dobiva 

    y
d

dx
p

dp

dy

dy

dx

dp

dy
p , 

 






  







 y

d

dx
p

dp

dy
p

dp

dy

dp

dy
p

d

dx

dp

dy
 

       






    







p

dp

dy
p

d p

dy

dy

dx
p

d p

dy
p

dp

dy

2 2

2
2

2

2

2

. 

 Zamenuvaj}i vo dadenata ravenka, taa go dobiva vidot 

F y p
dp

dy

d p

dy

n

n1

1

1 0, , , . . . ,










  . 

 Poseben slu~aj od ovie ravenki se ravenkite od vtor red 
koi ne ja sodr`at nezavisno promenlivata 

 F y y y, ,   0     (3) 

i ravenkite od n-ti red 

      F y y yn n n  2 1 0, , .   (4) 

 Ako vo prvata od ovie ravenki zamenime 

y' = p,     y p
dp

dy
 

se dobiva ravenkata 

F y p p
dp

dy
, ,







  0  
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vo koja kako nezavisno promenliva se javuva y, a p e funkcija od 
y. 

 Ravenka (4) se sveduva na ravenka od vidot (3) so smenata 

y(n   z,      y(n   z' ,     y(n   z''. 
 
 Primer 1. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

 2 12   y y y . 

 Zamenuvaj}i vo dadenata ravenka 

y' = p,     y p
dp

dy
 

taa go dobiva vidot 

2p2  = (y  1)pp' 

ili 

 2 1p y
dp

dy
  . 

So razdvojuvawe na promenlivite se dobiva 

dp

p

dy

y



2

1
, 

od kade {to so integrirawe se dobiva 

 p C y 1
2

1  

ili ako zamenime za p vra}aj}i se na funkcijata y imame 

 dy

dx
C y 1

2
1 . 

 Vo dobienata ravenka promenlivite se razdvojuvaat 

 
dy

C y
dx

1
2

1
 . 

 So integrirawe se dobiva op{tiot integral 

 



 

1

11
2C y

x C  

ili 

 y x C x C C C
C

    








2 1 1 2

1

1' ', . 
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 Primer 2. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

y'y''' = 3y'' 2. 

 Zamenuvaj}i vo dadenata ravenka 

y' = z,      y'' = z',     y''' = z'', 

taa go dobiva vidot (3) 

zz'' = 3z' 2. 

 Potoa, so smenata 

z' = p,     z'' = p
dp

dz
 

se dobiva ravenkata 

z
dp

dz
p 3  

vo koja promenlivite se razdvojuvaat 

dp

p z
dz

3
. 

So integrirawese dobiva ravenkata 

p = C1z 3 

odnosno   

z' = C1 z 3. 

Vo dobienata ravenka promenlivite se razdvojuvaat 

dz

z
C dx3 1 . 

So integrirawe se dobiva 


1

2 2 1 2z
C x C   

ili 

 
z

C C x
 



1

2 2 1

. 

 Ako zamenime namesto z so y' imame 

 
  


y

C C x

1

2 2 1

 

i so u{te edna integracija se dobiva 
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 y
C

C C x C  
1

2
1

2 1 3  

odnosno 

x = Ay2 + By + C. 

 

Zada~i za ve`bawe 

 

1. Da se najde op{tiot integral na ravenkata  

y''' = cos2x. 

Odg.:  y x C x C x C    
1

8
2 1

2
2 3sin . 

 2. Da se najde partikularniot integral na ravenkata 

y''' = x lnx 

koj gi zadovoluva po~etnite uslovi 

y(1) = y' (1) = y'' = 0. 

Odg.:  y
x

x x
x x

    
4

4
2

24

13

288 8 9

1

32
ln . 

 3. Da se najdat op{tite integrali na ravenkite 

  1)  y'' + y' 2 + 1 = 0. 

Odg.:  y =  ln cos x C C 1 2 . 

  2)  1 1 02 2     x y y . 

Odg.:  y C C x C x x C x     2 1
2 2

1
2

1
1

2
1

1

2
1

1

2
arcsin . 

  3)  2yy''  3y' 2 = 4y2. 

Odg.:  y cos2 (x + C1) = C2. 
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15. HOMOGENI LINEARNI  

DIFERENCIJALNI RAVENKI 

 
 Linearna diferencijalna ravenka od n-ti red se vika 
ravenkata 

     a y a y a y f xn n
n0 1

1    . . . ,   (1) 

kade {to  a0, a1, ..., an  i  f(x)  se zadadeni neprekinati funkcii 
od x ili konstanti i  a0  0  za site vrednosti na x vo oblasta 
kade {to ja razgleduvame ravenkata.  

Obi~no vo linearnata ravenka se zema  a0 = 1,  (ako a0  1 

toga{ ravenkata se deli so a0). 

 Ravenkata 

     y a y a y f xn n
n   

1
1 . . . ,   (1') 

ako funkcijata f(x) ne e identi~no ednakva na nula se vika 

nehomogena ravenka, a ako f(x)  0 se vika homogena ravenka, t.e. 
ravenkata 

   y a y a yn n
n   

1
1 0. . .     (2) 

se vika linearna homogena ravenka. 

 Za funkciite  y1, y2, ..., yn  definirani i neprekinati na 
nekoj segment a,b se vika deka se linearno zavisni nad 
segmentot a,b ako postojat n broevi k1, k2, ..., kn (ne site 
ednovremeno ramni na nula) taka {to da bide identi~no 
ispolneto ravenstvoto 

k1y1 + k2y2 + ... + knyn = 0 

za site vrednosti na x na taa otse~ka. 

 Ako na primer  kn  0,  toga{ mo`eme da napi{eme 

yn =  1 1 2 2 1 1y y yn n    ... , 

kade{to 

 i
i

n

k

k
  ,     (i = 1,2,...,n  1). 

 Zatoa, linearnata zavisnost na sistemot od funkcii 
ozna~uva deka barem edna od niv mo`e da se pretstavi kako 
linearna kombinacija od ostanatite. 
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 Ako takvi koeficienti ne mo`at da se najdat, t.e. toa 
ravenstvo e nula samo koga se site koeficienti nula za 
funkciite se vika deka se linearno nezavisni funkcii. 

 Primer 1. Funkciite y = cos2x,  y = sin2x i y = 2  se linearno 

zavisni zatoa {to za  k1 = 1, k2 = 1, k3

1

2
    za sekoj x va`i 

sin2x + cos2x  1  0. 

Primer 2. Funkciite  y = 1, y = x, y = x2  se linearno 
nezavisni zatoa {to ravenkata  

k1 + k2x + k3 x
2 = 0 

e kvadratna ravenka i taa mo`e da ima samo dva korena, a ne e 
identi~no zadovolena, t.e. identi~no }e bide zadovolena samo ako se  

k1 = k2 = k3 = 0. 

 
 Vronskieva determinanta se vika determinantata 

 

     

W x

y y y

y y y

y y y

n

n

n n
n
n



  

1 2

1 2

1
1

2
1 1




  


' ' '
. 

 Se doka`uva: ako funkciite y1, y2, ..., yn  se linearno 
zavisni, Vronskievata determinanta e identi~no ednakva na 
nula, a ako se linearno nezavisni, toga{ Vronskievata 
determinanta ne e nula nitu za edna to~ka od intervalot kade 
{to se razgleduvaat tie funkcii. 

 Sekoj sistem od n linearno nezavisni partikularni 
integrali na linearnata homogena ravenka se vika 
fundamentalen (osnoven) sistem od partikularni integrali. 
Za edna ravenka postojat beskone~no mnogu fundamentalni 
sistemi. 

 Za linearna homogena ravenka mo`e da se doka`e 
slednava teorema. 

 Teorema. Ako  y1, y2, ..., yn  se me|u sebe linearno nezavisni 
partikularni re{enija na ravenkata (2), toga{ funkcijata 

y = C1y1 + C2y2 + ... + Cnyn   (3) 
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kade {to C1, C2, ..., Cn  se proizvolni nezavisni konstanti, 
pretstavuva op{t integral na taa ravenka. 

 Najprvin }e doka`eme deka sekoja funkcija od vidot (3) ja 
zadovoluva ravenkata (2). Ako vo ravenkata (2) gi zamenime taa 
funkcija i nejzinite izvodi 

 

       

       

    
    

   

   

   

y C y C y C y

y C y C y C y

y C y C y C y

y C y C y C y

n n

n n

n n n
n n

n

n n n
n n

n

1 1 2 2

1 1 2 2

1
1 1

1
2 2

1 1

1 1 2 2

' ' . . . ' ,

' ' ' ' . . . ' ' ,

. . . ,

. . .

  

se dobiva 

             C y C y C y a C y C y C yn n
n
n n n

n
n

1 1 2 2 1 1 1 1
1

2 2
1

1
1         ... ...  

            . . . ' ' . . . ' . . .a C y C y C y a C y C y C yn n n n n n1 1 1 2 2 1 1 2 2 0  

ili 

     
    C y a y a y a yn n

n n1 1 1 1
1

1 1 1    
. . . '  

   +
    C y a y a y a yn n

n n2 2 1 2
1

1 2 2     
... ... 

...
         

C y a y a y a yk k
n

k
n

n k n k1
1

1... ' ... 

...
         

C y a y a y a yn n
n

n
n

n n n n1
1

1 0. . . ' . 

 Izrazite vo zagradite se identi~no ramni na nula zatoa 

{to  y1, y2, ..., yn  se partikularni integrali na dadenata ravenka. 
So toa doka`avme deka sekoja funkcija od vidot (3) ja zadovoluva 
ravenkata (2), t.e. e nejzino re{enie. 

 Funkcijata (3) }e pretstavuva op{t integral samo ako 

konstantite Ci (i=1,2,...,n) se me|u sebe nezavisni, a tie se 
nezavisni samo ako partikularnite integrali se nezavisni. 

 Na primer, kaj linearnata diferencijalna ravenka od 
vtor  red 

y'' + a1y' + a2y = 0 

ako partikularnite integrali ne se nezavisni, toga{ barem edna 
od konstantite e razli~na od nula, pa imame 
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k y k y1 1 2 2 0  , 
y

y

k

k
k1

2

1

2

   ,     y1 = ky2. 

 Ako zamenime vo ravenkata 

y = C1y1 + C2y2 

se dobiva 

y = C1 ky2 + C2y2     ili      y = Cy2. 

Ova re{enie sodr`i samo edna konstanta i zatoa nema da bide 
op{to re{enie na diferencijalnata ravenka od vtor red. 

 Doka`anata teorema mo`e da ni poslu`i za nao|awe na 

op{toto re{enie na homogena ravenka od n-ti red koga znaeme n 
linearno nezavisni partikularni re{enija, no vo op{t slu~aj 
takva ravenka ne mo`e da se re{i zatoa {to ne mo`e da se najde 
takov sistem od partikularni re{enija. 

 

16. HOMOGENI DIFERENCIJALNI RAVENKI  

OD VTOR RED 

 

 Homogena linearna diferencijalna ravenka od vtor red e 
ravenkata 

    y a y a y1 2 0 , 

kade {to a1 i a2 se funkcii od x ili nekoi konstanti. 

 Koga e poznato edno partikularno re{enie y = y1(x) na 
linearnata homogena ravenka od vtor red, nejziniot red mo`e da 
se sni`i, t.e. da se najde i vtoro partikularno re{enie so 
smenata 

y = y1z. 

 Ako zamenime vo dadenata diferencijalna ravenka 

         y y z y z y y z y z y z1 1 1 1 12' , ' ' '  

se dobiva 

 y z y z y z a y z y z a y z1 1 1 1 1 1 2 12 0' ' ' '         . 

So grupirawe po z se dobiva 

   y z y a y z y a y a y z1 1 1 1 1 1 1 2 12 0       ' ' ' ' . 
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 Izrazot vo zagradata pred z e identi~no ramen na nula 

bidej}i  y1(x)  e partikularen integral na dadenata ravenka. 

 Ravenkata dobiva vid 

 y z y a y z1 1 1 12 0    '     (4) 

i se re{ava so smenata 

z' = u. 

 Navistina, ako vo ravenkata (4) zamenime 

z' = u,     z'' = u' 

se dobiva ravenka od prv red 

y1 u' + (2y1' + a1 y1) u = 0 

koja mo`e da se re{i po u , potoa da se najde z, a so toa i  y2 = y1z. 

 So tie dve partikularni re{enija na ravenkata se dobiva 
i nejziniot op{tiot integral  

y = C1 y1 + C2 y2. 

 

 Primer 1. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

x2 ( lnx  1) y''  xy' + y = 0 

znaej}i deka  y1 = x  e eden nejzin partikularen integral. 

 Ako vo dadenata ravenka zamenime 

y = y1 z = xz,   y' = z + xz',   y'' = 2z' + xz'' 

se dobiva 

x3 ( lnx  1) z'' + (2x2 lnx  3) z' = 0. 

 Redot na dobienata ravenka }e se sni`i ako stavime 

z' = u 
pa imame 

x( lnx  1) u' + (2 lnx  3) u = 0. 

So razdvojuvawe na promenlivite se dobiva 

 
du

u

x

x x





3 2

1

ln

ln
, 

od kade {to 

 
 ln

ln
ln ln lnu

x x x
dx x x  











     2 1

1
12
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ili 

u
x

x


ln 1
2

, 

t.e. 

 z
ln x

x

 1
2

. 

 So integrirawe se dobiva 

z 
ln lnx

x
dx

x

x


  1

2 , 

a spored vovedenata smena imame 

y2 = y1 z =  lnx. 

 Op{to re{enie na dadenata ravenka e 

y = C1 x + C2 lnx. 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

 1. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

 


 


y
x

x
y

x

x
y

2

1 1
0

2 2
, 

znaej}i deka  y1 = x  e eden nejzin partikularen integral. 

Odg.:  y = C1 x + C2 (x
2 1). 

 2. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

xy'' + 2y' + xy = 0, 

znaej}i deka y
x

x1 
sin

e eden nejzin partikularen integral. 

Odg.:  y C
x

x
C

x

x
 1 2

sin cos
. 

 3. Ravenkata  

y'' + 4xy' + (4x2 + 2)y = 0 

ima partikularen integral y eax
1

2

 , kade {to a e konstanta koja treba 

da se opredeli. Da se najde nejziniot op{t integral. 

Odg.:   y C C x e x  
1 2

2

. 
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 4.  Ravenkata 

    y
x

y
x

y
1 1

0
2

 

ima partikularen integral y
x1
1

 . Da se najde nejziniot op{t inte-

gral. 

Odg.:  y
C

x
C

x C

x
C x   1

2
1

22
. 

 

17. HOMOGENI LINEARNI RAVENKI  

SO KONSTANTNI KOEFICIENTI 
 
 Homogeni linearni diferencijalni ravenki so 
konstantni koeficienti se ravenkite od vid 

   y a y a y a yn n
n n     
1

1
1 0. . . ,   (1) 

kade {to  a0, a1, ..., an  se konstanti. 

 Za da se najde op{tiot integral na ovaa ravenka, 

doka`avme deka treba da se najdat n linearno nezavisni 
partikularni integrali. 

 Barame partikularni integrali od vid 

y erx ,    (2) 

kade {to r e konstanta koja }e ja opredelime. 

 Ako vo ravenkata (1) zamenime (2) i 

y' = rerx,     y'' = r2 erx, ...,     y(n1) = rn1erx,     y(n) = rnerx 

se dobiva 

rnerx  + a1 r
n1 erx + ... + an1 rerx + an e

rx = 0. 

Bidej}i  erx  0,  imame 

rn + a1 r
n1 + ... + an1 r + an = 0.   (3) 

Spored toa, ako r e koren na ravenkata (3), toga{ erx
 }e bide 

re{enie na dadenata diferencijalna ravenka (1). 

 Ravenkata (3) se vika karakteristi~na ravenka na dife-
rencijalnata ravenka (1). 
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Vo zavisnost od prirodata na korenite na karakteris-
ti~nata ravenka mo`ni se tri slu~ai. 

 ]e ja razgledame posebno ravenkata od vtor red  

y'' + a1 y' + a2 y = 0.    (4) 

 Karakteristi~nata ravenka na ovaa ravenka e 

r2 + a1 r + a2 = 0.    (5) 

 Vozmo`ni se slu~aite: 

 I. Korenite na karakteristi~nata ravenka se realni i 
razli~ni, t.e. r1  r2.  

Vo toj slu~aj partikularni integrali se: 

y1 = er x1 ,     y2 = er x2 . 

Ovie partikularni  integrali se linearno nezavisni, 
zatoa {to 

   W x
e e

r e r e
e

r r

r x r x

r x r x
r r x  

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

1 1
0 , 

Op{tiot integral }e bide 

y C e C er x r x 1 2
1 2 . 

 
 Primer 1. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

y''  5y' + 6y = 0. 

 Karakteristi~nata ravenka na dadenata ravenka 

r 2  5r + 6 = 0 
ima koreni 

r1 = 3,   r2 = 2. 

 Op{tiot integral na ravenkata e 

y = C1e
3x + C2e

2x. 

 II. Korenite na karakteristi~nata ravenka se realni i 
ednakvi, t.e. r1 = r2.  

Toga{ so re{avawe na karakteristi~nata ravenka mo`e 

da se dobie samo edno partikularno re{enie y er x
1

1 . Za 

sostavuvawe na op{toto re{enie e potrebno da se najde u{te 
edno re{enie koe }e bide linearno nezavisno so prvoto, 

t.e.
y

y
const2

1

 . 
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 Vtoroto partikularno re{enie go barame vo vid 

y2 = y1 z,   t.e.  y =z er x1 , 

kade {to z e nepoznata funkcija koja }e ja najdeme. 

 Zamenuvaj}i vo ravenkata (4) 

y = z er x1 , 

y' =  e z r zr x1
1  , 

y'' =  e z r z r zr x1 2 1 1
2    , 

se dobiva 

 e z r z r zr x1 2 1 1
2    + a1  e z r zr x1

1   + a2 zer x1  = 0 

ili 

z'' + (2r1 + a1) z' +  r a r a z1
2

1 1 2 0   . 

 Izrazite vo malite zagradi se ramni na nula, bidej}i r1 e  
koren na karakteristi~nata ravenka,  

r a r a1
2

1 1 2 0    

i od Vietovoto pravilo 

x1 + x2 =  p,   r1 + r2 =   a1, 

bidej}i  r1 e dvokraten koren , t.e.   r1 = r2  sleduva 

2 r1 =  a1   ili   2r1 + a1 = 0. 

 Spored toa ravenkata se sveduva na 

z'' = 0, 

od kade {to so integrirawe se dobiva 

z' = C1,   

 z = C1x + C2. 

Za  C1 = 1,  C2 = 0  se dobiva  z = x,  taka {to kako vtor 
partikularen integral mo`e da se zeme 

y xer x 1 . 
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 Op{tiot integral }e bide 

y C e C xer x r x 1 2
1 1 , 

odnosno 

 y e C C xr x 1
1 2 . 

 Primer 2. Da se najde op{toto re{enie na ravenkata 

y''   6y' + 9y = 0. 

 Karakteristi~nata ravenka na dadenata ravenka, 

r 2   6r + 9 = 0 

ima koreni 

r1 = r2 = 3. 

 Op{tiot integral }e bide 

y = (C1 + C2x)e3x. 

 III. Korenite na karakteristi~nata ravenka se konju-
girano kompleksni. 

 Neka 

r1 =  + i,     r2 =    i, 

se koreni na karakteristi~nata ravenka. 

 Partikularni integrali na dadenata ravenka }e bidat 

 y e i x
1 

 
,   

 y e i x
2   

. 

Tie se kompleksni funkcii od realen argument. So pomo{ na 
Ojlerovite formuli 

e x i xix  cos sin ,   e x i xix  cos sin  

najdenite partikularni integrali mo`e da se zapi{at vo vid 

 y e x i x e x ie xx x x
1         cos sin cos sin , 

 y e x i x e x ie xx x x
2         cos sin cos sin . 

 Da napomeneme deka od svoja strana i funkciite 

e xx cos    i   e xx sin  
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se isto taka partikularni integrali na ravenkata (4). 

Poop{to: ako nekoja kompleksna funkcija od realen ar-
gument 

y = u(x)  + iv(x)    (6) 

ja zadovoluva ravenkata (4), toga{ i funkciite u(x) i v(x) ja 
zadovoluvaat. 

 So zamenuvawe na izrazot (6) vo ravenkata (4) se dobiva 

u(x)  + iv(x)'' + a1u(x)  + iv(x)' + a2u(x)  + iv(x) = 0 

ili 

u''(x) + a1u'(x) +a2 u(x) + iv''(x) + a1v'(x) +a2 v(x) = 0. 

 Kompleksnata funkcija e identi~no ramna na nula to-
ga{ i samo toga{ koga se ednakvi na nula i realniot i 
imaginarniot del, t.e. 

u''(x) + a1u'(x) +a2 u(x) = 0   i   v''(x) + a1v'(x) +a2 v(x) = 0. 

So toa poka`avme deka  u(x)  i  v(x)  se re{enija na ravenkata. 
Ottuka sleduva deka i realnite funkcii 

y1  e xx cos ,    y2  e xx sin  

se partikularni integrali na dadenata ravenka. Tie se linearno 
nezavisni bidej}i 

 
   W x

e x e x

e x x e x x

x x

x x
 

 

 

 

       

cos sin

cos sin sin cos
= 

    e x2 0 . 

 Op{tiot integral na ravenkata (4) mo`e da se napi{e vo 
vid 

y = C1 e xx cos  + C2 e xx sin  

ili 

 y e C x C xx   1 2cos sin , 

kade {to C1 i C2 se proizvolni konstanti. 
 

 Primer 3. Da se najde op{toto re{enie na ravenkata 

y'' + 6y' + 13y = 0. 

 Karakteristi~nata ravenka e  
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r2 + 6r + 13 = 0. 

Nejzinite koreni se  

r1,2  =    i, 
a op{tiot integral }e bide 

 y e C x C xx 3
1 22 2cos sin . 

 Ako imame linearna homogena ravenka so konstantni 

koeficienti od n-ti red, toga{ op{tiot integral se nao|a kako 
vo slu~ajot na revenki od vtor red. 

 Koga }e se najdat korenite na karakteristi~nata ravenka, 
toga{ vo zavisnost od tie koreni }e gi sostavuvame 
partikularnite integrali koi {to se linearno nezavisni kako 
{to sleduva: 

a) Na sekoj ednokraten koren r na karakteristi~nata 
ravenka vo op{tiot integral }e mu odgovara eden sobirok Cerx. 

b) Na sekoj ednokraten par konjugirano-kompleksni 
koreni 

r1 =  +  i,      r1 =     i 

}e mu odgovara vo op{tiot integral sobirok od vidot 

 e A x B xx  1 1cos sin . 

 v) Na sekoj k-kraten realen koren r na 
karakteristi~nata ravenka, }e mu odgovara vo op{tiot inte-
gral sobirok od vidot 

 e C C x C x C xrx
k

k
k

k
1 2 1

2 1   
 . . . . 

 g) Na sekoj par konjugirano-kompleksni koreni so 
kratnost k, vo op{tiot integral }e mu odgovara sobirok 

    e A A x A x x B B x B x xx
k

k
k

k  1 2
1

1 2
1       . . . cos . . . sin . 

 
 Primer 4. Da se najde op{toto re{enie na ravenkata 

yIV  16y = 0. 

 Karakteristi~nata ravenka  

r 4  16 = 0 
ima koreni 

r1 = 2,    r2 =  2,    r3 = 2i,    r3 =  2i. 
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. Op{tiot integral na dadenata ravenka e  

y C e C e C x C xx x   
1

2
2

2
3 42 2cos sin . 

 

 Primer 5. Da se opredeli re{enieto na diferencijalnata 
ravenka 

y'' + y = 0 

koe gi zadovoluva uslovite 

y(0) + 2y' (0) = 1, 

y(0)   y' () = 2. 

 Karakteristi~nata ravenka na dadenata ravenka e 

r 2 + 1 = 0. 

Taa ima koreni 

r1,2 =  i. 

 Op{tiot integral e 

y =C1 cosx + C2 sinx. 

Od op{tiot integral za  x = 0  se dobiva 

y(0) = C1,   y' (0) = C2 

i za   x =   se dobiva 

y' () =  C2. 

 Vo vrska so zadadenite uslovi se dobiva sistemot linearni 
ravenki 

C1 + 2C2 = 1, 

C1 + C2 = 2. 

~ie re{enie e 

C1 = 3,   C2 =  1. 

 Baranoto partikularno  re{enie e 

y = 3cosx  sinx. 
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Zada~i za ve`bawe 

 

 1. Da se re{at ravenkite 

1)  y''  3y ' + 2y = 0; 

Odg.: 1)  C e C ex x
1

2
2 . 

2)  4y'' + 4y ' + y = 0; 

2)   y C C x e
x

 


1 2
2 . 

3)  y'' +2y ' +10y = 0; 

3)   y e C x C xx 
1 23 3cos sin . 

4)  y'''  8y = 0; 

4)   y C e e C x C xx x  
1

2
2 33 3cos sin . 

5)  yIV + 2y'' + y = 0; 

5)     y C C x x C C x x   1 2 3 4cos sin . 

6)  yIV + 2y''' +2y'' +2 y' +y = 0; 

6)   y C C x e C x C xx   
1 2 3 4cos sin . 

7)  yVI + 2yV +yIV = 0. 

7)   y C C x C x C x C C x e x      
1 2 3

2
4

3
5 6 . 

 

 

 

 

 



MATEMATIKA II 

 

312

 

18. NEHOMOGENI LINEARNI DIFERENCIJALNI 
RAVENKI OD  n-TI 

 

 Ravenkata 

       y a y a y a y a y f xn n n
n n       
1

1
2

2
1. . . ,  (1) 

kade {to  a1, a2, …, an ,  f(x)  se nekoi funkcii od x ili 
konstanti i f(x) ne e identi~no ednakvo na nula, vo interval 

(a,b), se vika nehomogena linearna diferencijalna ravenka od n-
ti red. 

 Ravenkata 

     y a y a y a y a yn n n
n n       
1

1
2

2
1 0. . . , (2) 

se vika soodvetna homogena diferencijalna ravenka na 
ravenkata (1). 

 Op{toto re{enie na nehomogenata ravenka se nao|a vrz 
osnova na slednava teorema. 

 Teorema : Op{toto re{enie na linearnata nehomogena 
diferencijalna ravenka e suma od op{toto re{enie na 
soodvetnata homogena ravenka Y i nekoe partikularno re{enie 

na taa ravenka y . 
 Zna~i, potrebno e da doka`eme deka funkcijata 

y =Y + y  

e op{to re{enie na ravenkata (1). 

 Ako vo dadenata ravenka zamenime 

y = Y + y ,   y(k)  = Y(k)  + y (k) ,     (k=1,2,...,n), 

se dobiva 

Y(n)  + y (n) + a1(Y
(n 1)  + y (n  1) ) + ... +an  1(Y' + y ' )+  

       + an (Y + y ) = f(x) 
ili 

(Y(n) + a1Y
(n 1) + ... + anY) + ( y (n) +a1 y (n  1) + ... + an y ) = f(x). 
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Bidej}i Y e op{to re{enie na homogenata ravenka (2), prvata 

zagrada e identi~no ramna na nula, a bidej}i y  e re{enie na 

ravenkata (1), izrazot vo vtorata zagrada e ramen na f(x). 

 Spored toa, funkcijata  y = Y + y   ja zadovoluva dadenata 

ravenka (1). 

 Za da se doka`e deka taa funkcija e op{to re{enie, treba 
u{te da se doka`e deka proizvolnite konstanti koi se sodr`at 
vo nego mo`e da bidat izbrani taka {to da gi zadovoluvaat 
po~etnite uslovi: 

y(x=x0) = y0,     y'(x0) = y0', ...,     y
(n  1) (x0) = y0

(n  1), 

kade {to  a  x0  b. 

 Zamenuvaj}i gi po~etnite uslovi vo op{toto re{enie 

y = C1y1 + C2y2 +... + Cnyn + y  = C yi i
i

n




1

+ y  

se dobiva sistemot ravenki: 

   

   

   

         

C y x y x y

C y x y x y

C y x y x y

C y x y x y

i i
i

n

i i
i

n

i i
i

n

i i
n n

i

n
n

0
1

0 0

0
1

0 0

0
1

0 0

1
0

1

1
0 0

1

 

   

   

 







 













,

' ,

' ' ,

.



   (4) 

 Dobieniot sistem e linearen vo odnos na konstantite Ci  

(i =1,2, ..., n) i pri proizvolni desni strani ima edinstveno 

re{enie po Ci, bidej}i determinantata na sistemot (4) e 

determinantata na Vronski Wy1,y2,...,yn koja e razli~na od nula 
za linearno nezavisniot sistem re{enija na soodvetnata 

homogena ravenka za site vrednosti na x vo razgleduvaniot in-

terval a,b. 

 Zna~i, ako e poznato op{toto re{enie na soodvetnata 
homogena ravenka za da ja re{ime nehomogenata ravenka, 
potrebno e da najdeme edno koe i da bilo nejzino partikularno 
re{enie. 
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 Partikularnoto re{enie na nehomogenata ravenka mo`e 
da se najde so probawe, no postojat i nekoi metodi za negovo 
nao|awe. 

 

 Primer 1. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

x 2 y''  xy' = 3x3. 

 Soodvetnata homogena ravenka na dadenata ravenka  

x 2  y''  xy' =0 

}e ja re{ime so sni`uvawe na redot. So smenata  y'= z, y'' = z'  se dobiva 
ravenkata 

x 
2 z'  xz = 0, 

vo koja promenlivite se razdvojuvaat 

dz

z

dx

x
  

pa imame 

ln z = ln C1 x,   t.e.   z = C1 x. 

 Vo vrska so smenata sleduva 

y' =C1 x,   y
C x

C 1
2

22
. 

So probawe se uveruvame deka  y  = x 3 
 e partikularen integral na 

dadenata nehomogena ravenka. 

 Spored izlo`enata teorema }e go sostavime op{toto re{enie 
na ravenkata 

y = Y + y  = 
C x

C1
2

2
2

  + x 3. 

 

Zada~i za ve`bawe 

 

 1. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

(4x2  x) y'' +2(2x  1) y'  4y = 12x2  6x, 

znaej}i deka y
x1
1

  e partikularen integral na soodvetnata homogena 

ravenka i y = x2
 e partikularen integral na nehomogenata ravenka. 
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Odg.:   y C
x

C x x   1 2
21

2 1 . 

 

2. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

x (x  1) y'' (2x  1) y' + 2y = x2 (2x  3) 

ako  y1 = x2 
 e partikularen integral na soodvetnata homogena ravenka. 

Odg.:  So probawe nao|ame deka  y = x 3 
 e partikula 

ren integral na  dadenata nehomogena ravenka.  

    Op{tiot integral e 

      y = C1 x
2 + C2 (2x  1) + x3. 

 

3. Da se najde op{tiot integral na diferencijalnata ravenka 

y'' + 2y' + y = ex
 

znaej}i deka taa ima partikularno re{enie od vid  y = aex. 

Odg.:  y C C x e ex x  
1 2

1

4
. 

 

18.1. Metod na varijacija na konstanti 

 

 Ako e poznat osnovniot sistem re{enija na soodvetnata 
homogena ravenka, op{tiot integral na nehomogenata ravenka 
mo`e da se najde so pomo{ na kvadraturi. Toa se postignuva so 
Lagran`oviot metod - varijacija na konstantite, koj se 
sostoi vo slednovo: 

 Neka e dadena ravenkata 

       y a y a y a y a y f xn n n
n n       
1

1
2

2
1. . . , 

a 

y = C1y1 + C2y2 +... + Cnyn 

neka e op{tiot integral na soodvetnata homogena ravenka. Si 
postavuvame zada~a da go najdeme vo ist oblik re{enieto na 

nehomogenata ravenka, pri {to sega za Ci, (i = 1,2,...,n) }e 

pretpostavime deka se funkcii od x. Niv }e gi opredelime vo 
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zavisnost od ravenkata. Postapkata za barawe na ovie funkcii 
}e ja poka`eme na diferencijalna ravenka od vtor red. 

 Neka e dadena diferencijalnata ravenka 

 y'' + a1 y' + a2 y = f(x).   (1) 

Op{tiot integral na soodvetnata homogena ravenka e 

  Y = C1 y1 + C2 y2.    (2) 

]e barame partikularnoto re{enie na dadenata nehomogena 
ravenka (1) da bide od vid 

  y  = C1 (x)y1 + C2 (x)y2 .   (3) 

So diferencirawe na ovaa ravenka se dobiva 

y ' = C1' (x) y1 + C2' (x) y2 + C1 (x) y1' + C2 (x) y2'. 

Baranite funkcii  C1(x) i C2(x)  da gi izbereme taka {to 

C1' y1 + C2' y2 = 0. 

 Sega imame 

y ' = C1 y1' + C2 y2' , 

od kade {to so diferencirawe se dobiva 

y '' = C1 y1'' + C2 y2'' + C1' y1' + C2' y2' . 

 Ako zamenime  y , y ', y ''  vo dadenata ravenka se dobiva 

C1 y1'' + C2 y2'' + C1' y1' + C2' y2' +a1 (C1 y1' + C2 y2') + 

   + a2 (C1 y1 + C2 y2) = f (x), 

ili 

C1 (y1'' + a1 y1' + a2 y1) + C2 (y2'' + a1 y2' + a2 y2) +  

         + C1' y1' + C2' y2' = f (x). 

 Izrazite vo zagradite se ednakvi na nula bidej}i y1 i y2 se 
partikularni integrali na homogenata ravenka, zatoa imame 

C1' y1' + C2' y2' = f (x). 

 Funkcijata  



Gl. V  Diferencijalni ravenki 

 

317

y = C1 (x) y1 + C2 (x) y2 , 

}e bide op{t integral na nehomogenata ravenka (1) ako C1 (x) i 

C2 (x) go zadovoluvaat sistemot ravenki 

   C1' y1  + C2' y2  = 0, 
(4) 

   C1' y1' + C2' y2' = f (x). 

Od ovoj sistem se opredeluvaat C1' i C2' , a potoa so integrirawe 

i samite funkcii C1 (x) i C2 (x). 
 
 Primer 1. Da se re{i ravenkata 

y''  3y' + 2y = x  1. 

 Na soodvetnata homogena ravenka  

y''  3y' + 2y =0 

i odgovara karakteristi~nata ravenka 

r 2  3r + 2 =0 
~ii koreni se 

r1 = 1,     r2 = 2. 

 Op{t integral na homogenata ravenka e funkcijata 

y = C1 e
x + C2 e

2x . 
 Spored (3) barame re{enie na nehomogenata ravenka od vidot 

y  = C1 (x) e
x + C2 (x) e

2x . 

 Za da gi opredelime funkciite C1 (x) i C2 (x) }e go formirame 
sistemot (4) 

   C1' (x) e
x + C2' (x) e

2x   = 0, 

   C1' (x)ex + 2C2' (x)e2x   = x  1 

~ie re{enie e 

C1' = 
1 x

e x
,      C2' = 

x

e x

 1
2

. 

So integrirawe se dobiva 

C1  = 
x

e x
,    C2 = 

1

4 2
2





x
e x . 

 Partikularen integral na dadenata ravenka e 

y  = 
x

e x
ex +

1

4 2
2







 x

e x e2x =
2 1

4

x 
. 
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 Op{t integral na dadenata ravenka e 

y = Y + y  = C1 e
x + C2 e

2x + 
2 1

4

x 
. 

 Primer 2. Da se najde re{enieto  y = y(x)  na ravenkata 

y''  y = x2 

koe gi zadovoluva po~etnite uslovi 

y(0) =  2, y' (0) = 1. 

 Na soodvetnata homogena ravenka i odgovara 
karakteristi~nata ravenka 

r 2  1 = 0 
~ii koreni se  r1,2 =  

 Op{t integral na homogenata ravenka e 

Y = C1 e
x + C2  e

x . 

Potoa barame re{enie na nehomogenata ravenka od vidot 

y = C1 (x) e
x + C2 (x) e

x . 

 Funkciite  C1'(x) i C2'(x)  }e gi opredelime od sistemot 
ravenki 

   C1' (x) e
x + C2' (x) e

x = 0, 

   C1' (x)' ex  C2' (x) e
x = x2 , 

od kade {to 

C1' (x) = 
1

2
2x e x ,     C2' (x) =  

1

2
2x e x . 

 So integrirawe se dobiva 

C1(x) =   






 x

x e x
2

2
1 ,     C2(x) =   









x
x e x

2

2
1 . 

 Partikularen integral na dadenata ravenka e 

y  = C1 (x) e
x + C2 (x) e

x =  x2  2. 

 Op{t integral na dadenata ravenka e 

y = Y + y  = C1 e
x + C2 e

x  x2  2. 

 Ako gi zamenime po~etnite uslovi vo op{tiot integral na 
dadenata ravenka i vo negoviot izvod, 

y = C1 e
x + C2 e

x  x2  2,    y' = C1 e
x  C2 e

x  2x, 
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se dobiva sistemot 

   C1 + C2 = 0, 

   C1  C2 = 1 

~ie re{enie e 

C1 = 
1

2
,    C2 =  

1

2
. 

 Baranoto re{enie e 

y =    1

2
2 22 2e e x shx xx x      . 

 

Zada~i za ve`bawe 

 

 So pomo{ na metodot na varijacija na konstantite da se re{at 
ravenkite: 

 1.  y'' +2y'  3y = x2ex . 

Odg.:  y = C1 e
x + C2 e

x +
x x x

e x
3 2

12 16 32
 







 . 

 2.  y'' + y = tg2x . 

Odg.:  y = C1 cosx + C2 sinx + sinx lntg
x

x
2 4

2 2






 


sin . 

 3.  y''  2y' + y =
e

x

x

2 1
. 

Odg.:   y e C C x x x arctg xx    1 2
2 1ln . 

 4.  y'' + y =
1

cos x
. 

Odg.:  y = C1 cosx + C2 sinx + x sinx + cosx ln cosx. 

 5.  y'' + 3y' + 2y =
1

1e x 
. 

Odg.:  y = C1 e
x + C2 e

x + (ex + ex) ln(ex + 1)  ex . 
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18.2. Metod na neopredeleni koeficienti 

 

 Ovoj metod go primenuvame za nao|awe na partikularen 
integral na nehomogenata ravenka koga soodvetnata homogena 
ravenka ima konstantni koeficienti i specijalen vid na desnata 
strana. 

 Neka e dadena nehomogena linearna diferencijalna 
ravenka so konstantni koeficienti 

       y a y a y a y a y f xn n n
n n       
1

1
2

2
1. . . .  (1) 

 ]e razgledame nekoi slu~ai: 

 I.  Neka desnata strana na ravenkata (1) e od vid 

 f(x) = Pn (x) e
x ,    (2) 

kade {to Pn (x) e polinom od n-ta stepen. Toga{ ravenkata (1) 
ima partikularen integral: 

 1)  y  = Qn (x) e
x               (3) 

ako  ne e koren na karakteristi~nata ravenka; 

 2)  y  = xk Qn (x) e
x               (4) 

ako   e k-kraten koren na karakteristi~nata ravenka. 

 Zemaj}i go re{enieto vo uka`aniot vid, koeficientite 

na polinomot Qn (x) }e gi najdeme po metodot na neopredeleni 
koeficienti. 

 II.  Neka desnata strana na ravenkata (1) e od vid 

 f(x) = Pn (x)ex cosx + Qm (x)exsinx  (5) 

kade {to  Pn (x) i Qm (x)  se polinomi od n-ta odnosno m-ta stepen 
soodvetno. 

 1) Ako   i ne e koren na karakteristi~nata ravenka, 

partikularnoto re{enie go barame vo vid 

 y  = ex Rs(x) cosx + Ss(x) sinx,   (6) 



Gl. V  Diferencijalni ravenki 

 

321

kade {to Rs(x) i Ss(x) se polinomi so stepen s = maxn,m so 
neopredeleni koeficienti; 

 

 2) Ako   i e koren na karakteristi~nata ravenka so 

kratnost k, toga{ partikularnoto re{enie go barame vo vid 

y  = xk Rs (x) cosx + Ss (x) sinx ex.  (7) 

 Zemaj}i partikularen integral vo uka`aniot vid, 

koeficientite na polinomite  Rs (x) i Ss (x)  }e gi najdeme po 
metodot na neopredeleni koeficienti. 

 Ako desnata strana na ravenkata f(x) ne e funkcija od 
uka`aniot vid, toga{ se primenuva metodot na varijacija na 
konstantite. 

 

 Primer 1. Da se re{i ravenkata 

y''  3y' + 2y = x2 . 

 Karakteristi~nata ravenka na soodvetnata homogena ravenka  

r2  3r + 2 = 0 

ima koreni 

r1 = 1,   r2 = 2 . 

 Op{tiot integral na dadenata ravenka }e bide 

y = C1 e
x + C2 e

2x + y , 

kade {to partikularniot integral y  e od vid 

y  = Ax 2 + Bx + C. 

 Koeficientite A, B i C }e gi opredelime taka {to y  da ja 

zadovoluva dadenata nehomogena ravenka. Koga }e zamenime vo dadenata 
ravenka 

y  = Ax 2 + Bx + C,     y ' = 2Ax + B,     y '' = 2A 

se dobiva identitetot 

2Ax2 + (2B  6A)x + 2A  3B + 2C = x 2. 

 Po metodot na neopredeleni koeficienti se dobiva 
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2 1

2 6 0

2 3 2 0

A

B A

C B A


 

  

,

,

.

 

 

 Re{enie na dobieniot sistem po A, B i C e 

A 
1

2
,   B 

3

2
,   C 

7

4
. 

 Partikularen integral na dadenata nehomogena ravenka e 

y  = 
1

2
x2 + 

3

2
x + 

7

4
, 

a op{tiot integral e 

y = C1 e
x + C2 e

2x +  1

4
2 6 72x x  . 

 

 Primer 2. Da se re{i ravenkata 

y'' +y'  2y = (x  1) e
2x . 

 Karakteristi~nata ravenka na soodvetnata homogena ravenka 

r2 +r  2 = 0 

ima koreni 

r1 =  1,     r2 =  2. 

 Op{tiot integral na soodvetnata homogena ravenka e 

Y = C1 e
x + C2 e

2x . 

Bidej}i  =  2 e ednokraten koren na karakteristi~nata ravenka 
dadenata nehomogena ravenka ima partikularen integral od vidot 

y  = x (Ax + B) e
2x . 

Zamenuvaj}i vo dadenata ravenka 

  y  = x (Ax + B) e
2x , 

  y ' = (2Ax + B  2Ax2  2Bx) e
2x , 

  y '' = (4Ax 2  8Ax + 4Bx + 2A  4B) e2x , 

se dobiva identitetot 

 6Ax + 2A  3B = x  1. 
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Po metodot na neopredeleni koeficienti imame 

 
 

6 1

2 3 1

A

A B

,

.
 

Re{enie na dobieniot sistem e 

A  
1

6
,   B 

2

9
. 

 Partikularen integral na nehomogenata ravenka e 

y x x e x  





1

6

2

9
2

, 

a op{tiot integral na dadenata ravenka e  

y C e C
x x

ex x   








 

1 2

2
22

9 6
. 

 

 Primer 3. Da se re{i ravenkata 

    y y x
x

1
2

cos . 

 Karakteristi~nata ravenka na soodvetnta homogena ravenka, 

r2  + 1 = 0 

ima koreni 

r1,2  =  i,   t.e.    = 0,    = 1. 

 Op{tiot integral na ravenkata e 

y = C1 cosx + C2  sinx + y . 

 Partikularniot integral y  na nehomogenata ravenka }e bide 

od vidot 

   y Ax B
x

Cx D
x

   cos sin
2 2

. 

Za  y ' i y ''  se dobiva 

y A
C

x
D x

C
A

x
B x

' cos sin  





  



2 2 2 2 2 2

, 

       y
A

x
B

C
x C

x A
D x

' ' cos sin   





   



4 4 2 4 4 2

. 

 Zamenuvaj}i gi y  i y '' vo dadenata ravenka namesto y i y'' 
soodvetno se dobiva identitetot 
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 3

4

3

4 2

3

4

3

4 2
1

2
Ax B C

x
Cx D A

x
x

x
 





  





 cos sin cos . 

 Po metodot na neopredeleni koeficienti se dobiva sistemot 
ravenki 

3

4
1

3

4
1

3

4
0

3

4
0

A

B C

C

D A



  



 

,

,

,

,

 

~ie re{enie e 

A B C D    
4

3

4

3
0

16

9
, , , . 

 Partikularen integral na dadenata ravenka e 

 y x
x x

  
4

3
1

2

16

9 2
cos sin , 

a nejzin op{t integral e 

y = C1 cosx + C2 sinx +  4

3
1

2

16

9 2
x

x x
 cos sin . 

 Primer 4. Da se re{i ravenkata 

y'' + y = 2sinx. 

 Karakteristi~nata ravenka na soodvetnata homogena ravenka, 

r2  + 1 = 0 

ima koreni 

r1,2  =  i,   t.e.    = 0,    = 1. 

 Op{tiot integral na ravenkata e 

y = C1 cosx + C2 sinx + y , 

kade {to partikularniot integral  y  e od vidot 

y  = x (A cosx + B sinx), 

zatoa {to    i = 0  i e ednokraten koren na karakteristi~nata 
ravenka. 
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 Za y ' i y '' se dobiva: 

y ' = (Bx + A) cosx + (Ax + B) sinx, 

  y '' = (Ax +2B) cosx + (Bx A) sinx. 

 Zamenuvaj}i gi y  i y '' vo dadenata ravenka namesto y i y'' 
soodvetno se dobiva identitetot 

2B cosx  2A sinx = 2 sinx, 
od kade {to 

   2B =  0, 2A = 2; 

     A = 1,     B = 0. 

 Partikularniot integral e 

y  =  x cosx, 

a op{tiot integral na dadenata ravenka e 

y = C1  cosx + C2  sinx  x cosx. 

 Zabele{ka: Ako desnata strana na ravenkata 

  y'' +a1 y' +a2 y = f (x)   (1) 

e suma od dve funkcii 

f (x) = f1 (x) + f2 (x) 

i ako  y1 i y2  se partikularni re{enija na ravenkite so ista leva 

strana, a desnata strana soodvetno ednakva na f1 (x) i f2 (x), toga{ 

y1 + y2  }e bide partikularno re{enie na dadenata ravenka. 

 Zamenuvaj}i vo ravenkata (1) 

y = y1 + y2,     y' = y1' + y2',     y'' = y1'' + y2'' 
se dobiva 

(y1'' + y2'') + a1 (y1' + y2') + a2 (y1 + y2) = f (x) 
ili 

(y1'' +a1 y1' +a2 y1) + (y2'' +a1 y2' +a2 y2) = f1 (x) + f2 (x). 

Bidej}i y1 i y2 se partikularni re{enija soodvetno na ravenkite 

y'' +a1 y' +a2 y = f1 (x),     y'' +a1 y' +a2 y = f2 (x) 

izrazite vo zagradite se ednakvi soodvetno na f1(x) i f2(x). 

 So toa poka`avme deka  y = y1 + y2  e partikularen inte-
gral na dadenata ravenka. 
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 Primer 5. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

y'' + y' = x2 + 1 + 3xex. 

 Soodvetnata homogena diferencijalna ravenka ima 
karakteristi~na ravenka 

r 2 + r = 0 

~ii koreni se  

r1 = 0,     r2 =  1. 

 Op{tiot integral na soodvetnata homogena ravenka e 

Y = C1 + C2 e
x . 

 Za nao|awe na partikularno re{enie na dadenata ravenka }e 
pobarame partikularni integrali na sekoja od ravenkite 

y'' + y' = x2 + 1, 

y'' + y' =  3x e
x. 

 Partikularnoto re{enie na prvata od ravenkite e od vidot 

y 1 = x (Ax2 + Bx + C). 

 Partikularnoto re{enie na vtorata od ravenkite e od vidot 

y 1 = (Dx + E) e
x . 

 Partikularnoto re{enie y  na dadenata ravenka e suma od 

dvete partikularni re{enija  y 1 i y 2,  t.e. 

y  = y 1 + y 2 = x (Ax2 + Bx + C ) + (Dx + E) e
x . 

 Zamenuvaj}i vo dadenata ravenka 

  y ' = 3Ax2 + 2Bx + C + (Dx + D + E) e
x  

  y '' = 6Ax + 2B + (Dx + 2D + E) e
x , 

se dobiva identitetot 

 3Ax2 + (6A + 2B)x + 2B +C + (2Dx + 3D + 2E) e
x  = 

    = x2 + 1 + 3xex . 

 Po metodot na neopredeleni koeficienti se dobiva sistemot 
ravenki: 
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3 1

6 2 0

2 1

2 3

3 2 0

A

A B

B C

D

D E


 
 


 

,

,

,

,

,

 

~ie re{enie e 

A B C D E      
1

3
1 3

3

2

9

4
, , , , . 

 Partikularniot integral na dadenata ravenka e 

y x x x x e x  




 





1

2
3

3

2

9

4
2

. 

 Op{tiot integral na dadenata ravenka e 

y C C e x x x x ex x    




 






1 2

21

3
3

3

2

9

4
. 

 

Zada~i za ve`bawe 

 Da se re{at ravenkite 

 1  y'' + y'  2y = (x2  1)e2x . 

Odg.:  y C e C e
x x

ex x x    










1 2
2

2
2

4

5

8

13

32
. 

 2.  y''  2y' = x2  x. 

Odg.:  y C C e
xx  1 2

2
3

6
. 

 3.  y'''  y'' + y'  y = x2 + x. 

Odg.:  y = C1 e
x +C2 cosx + C3 sinx x2  3x  1. 

 4.  y'''  y'' = xex. 

Odg.:  y = C C x C e e
x

xx x
1 2 3

2

2
2   









 . 

 5.  y'' + y = sin2x. 

Odg.: y = C x C x x1 2
1

3
2cos sin sin  . 
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 6.  y''  2y' + 2y = ex (2cosx  4x sinx). 

Odg.:  y = ex (C1 cosx + C2 sinx) + x2 ex cosx. 

 7.  y'' + 3y'  4y = e4x  + xex. 

Odg.:  y C e C e
x

e
x

ex x x x    





  
1 2

4 4

5 6

1

36
. 

 8.  y''  4y' + 8y = e2x + sin2x. 

Odg.:   y e A x B x ex x   2 22 2
1

4
cos sin

1

10
2

1

20
2cos sinx x . 

 9.  yIV  + 2y'' + y = sinx. 

Odg.:     y A A x x B B x x    1 2 1 2cos sin
x

x
2

8
sin . 

 

12. OJLEROVA RAVENKA 
 

 Ravenkata od vidot 

xny(n) + a1 x
n y(n)  + a2 x

n 2 y(n 2)  +...+ an  1 xy' + an y = f(x),      (1) 

kade {to  a1,  a2, ..., an  se konstanti, se vika Ojlerova ravenka. 
 Taa e linearna ravenka so promenlivi koeficienti, koja 
mo`e da bide transformirana vo ravenka so konstantni 
koeficienti so smenata 

  x = et ,    t = lnx.    (2) 

Izvodot na y po x }e go najdeme vodej}i smetka deka t e posreden 
argument i  

   
dt

dx x


1
, 

  
dy

dx

dy

dt

dt

dx

dy

dt x
  

1
,    (3) 

od kade {to sleduva 

x
dy

dx

dy

dt
 . 

 Vo soglasnost so pravilato za diferencirawe na slo`ena 

funkcija se dobiva i vtoriot izvod na y po x 
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d y

dx

d

dx

dy

dt x

d y

dt x

dy

dt x

2

2

2

2

2

2

1 1 1
 





 





  





 , 

od kade {to sleduva 

  x
d y

dx

d y

dt

dy

dt
2

2

2

2

2  .    (4) 

 Analogno se nao|aat i izvodite od povisok red. 

 Ako e dadena ravenkata od vtor red 

x2y'' + a1 xy' + a2 y = f(x) 

so voveduvawe na smenata (2), zamenuvaj}i gi izvodite spored (3) 
i (4) se dobiva 

   d y

dt
a

dy

dt
a y f et

2

2 1 21    , 

{to pretstavuva diferencijalna ravenka od vtor red ~ija 
soodvetna homogena ravenka e so konstantni koeficienti. 

 Zabele{ka: Ravenkata od vidot 

a0 (ax+b)ny(n) + a1 (ax+b)n  y(n )  + ...+ an  1 (ax+b)y' + an y = f(x) 

e isto taka Ojlerova ravenka i se sveduva na ravenka so 
konstantni koeficienti so smenata 

ax + b = et . 

 
 Primer 1. Da se najde op{toto re{enie na ravenkata 

x2y''  xy' + y = 0. 

 Ako zamenime 

x = ex ,    t = lnx 

i spored toa 

dy

dx

dy

dt x
 

1
,     

d y

dx

d y

dt x

dy

dt x

2

2

2

2 2 2

1 1
    , 

se dobiva ravenkata 

d y

dt

dy

dt
y

2

2
2 0   .  
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 Taa e linearna ravenka so konstantni koeficienti. Nejzinata 
karakteristi~na ravenka 

r2  2r + 1 = 0 

ima koreni   

r1 = r2  =1. 

 Op{toto re{enie e 

y = (C1  + C2 t) e
t ,     x = et 

ili ako se vratime na starata promenliva x 

y = (C1  + C2 lnx) x. 

 

 Primer 2. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

x y xy y
x

x2 3
6

     ln . 

 So smenata 

x = ex ,    t = lnx 

i izvodite 

dy

dx

dy

dt x
 

1
,     

d y

dx

d y

dt x

dy

dt x

2

2

2

2 2 2

1 1
    , 

dadenata ravenka se transformira vo ravenkata 

d y

dt

dy

dt
y

t

et

2

2
2

6
   . 

 Karakteristi~nata ravenka na soodvetnata homogena ravenka 

r2  2r + 1 = 0 

ima koreni   

r1 =r2  = 1. 

 Op{toto re{enie na soodvetnata homogena ravenka e 

Y = (C1  + C2 t)e
t . 

 Partikularen integral na nehomogenata ravenka }e najdeme po 
metodot na varijacija na konstantite, zemaj}i 

    y C t t C t e t  
1 2 . 
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 Od sistemot 

   C1' e
 t + C2' t e

t = 0, 

   -C1' e
 t + C2' (1  t) et = 

6t

et
, 

}e gi najdeme C1'(t) i C2'(t), 

C1'(t) =  6t2 ,     C2'(t) = 6t, 

a potoa so integrirawe se dobiva 

C1 (t) =  2t3 ,     C2 (t) = 3t2 . 

 Op{tiot integral na dadenata ravenka e 

y = Y + y  =  (C1  + C2 t +t3 ) e
t ,   x = e t 

ili 

 y
x

C C x x  
1

1 2
3ln ln . 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

 Da se re{at ravenkite 

 1.  x2y'' + 2xy' + 6y = 0; 

Odg.:  y
x

C x C x








 





















1 23

2

23

21 2cos ln sin ln . 

 2.  x2 y'''  3xy'' + 3y' = 0; 

Odg.:  y = C1  + C2 x
2 + C3 x

4. 

 3.  x2y''  xy' + y = xln 3 x; 

Odg.:  y C C x
x

x  








1 2

5

20
ln

ln
. 

 4.  x2y'' + xy' + y = x(6  lnx); 

Odg.:  y = C1 cos(lnx) + C2 sin(lnx) +  1

2
7x x ln . 
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20. INTEGRIRAWE NA DIFERENCIJALNI 
RAVENKI SO POMO[ NA REDOVI 

 

 Stepenskite redovi se primenuvaat i za pribli`no 
re{avawe na diferencijalni ravenki. 

 Re{enieto na ravenkata se pretstavuva vo Tajlorov red. 
Sumata na kone~en broj ~lenovi na toj red pribli`no }e go 
pretstavuva baranoto re{enie vo vid na polinom. 

 Ovoj metod e pogoden osobeno za re{avawe na linearni 
diferencijalni ravenki. 
 

Primer 1. Da se najde re{enieto na diferencijalnata 
ravenka 

  y xy 0  

{to gi zadovoluva po~etnite uslovi  y = 1,  y' = 0  za  x = 0. 

 Re{enieto na dadenata diferencijalna ravenka }e go barame vo 
vid na stepenski red 

y a a x a x a xn
n     0 1 2

2 ... .... 

 Koeficientite  a0  i  a1  gi nao|ame od po~etnite uslovi 

a0 = 1,      a1 = 0. 
 Imame 

y a x a x a xn
n     1 2

2
3

3 ... . .., 

     y a x a x na xn
n2 32 3

2 1. . . . . . , 

        y a a x n n a xn
n2 3 2 12 3

2... ... . 

Ako gi zamenime vo ravenkata y i y'' so nivnite razlo`uvawa go 
dobivame identitetot 

 2 3 2 1 02 3
2

2
3 1a a x n n a x x a x a xn

n
n

n            ... ... ... ... . 

So metodot na neopredeleni koeficienti dobivame: 

2 02a  ,  a2 0 , 

           3 2 13 a ,  a3
1

2 3



, 

                           .................................................            ....................................... 

   n n a an n  1 3 ,  
 

a
a

n nn
n

3

1
. 
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Od op{tiot izraz sleduva 

a
a

4
1

4 3
0


 ,  a

a
5

2

5 4
0


 , 

a
a

6
3

6 5

1

2 3 4 5 6





   
, 

.................................................... 

 Zna~i, re{enieto na ravenkata e 

 
y

x x x

k k

k

 



  

 
     

1
2 3 2 3 5 6 2 3 5 6 3 1 3

3 6 3

...
...

... . 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

1. Da se najde re{enieto na diferencijalnata ravenka 

    y x y1 02
 

so pomo{ na stepenski red, pri po~etni uslovi   y 0 2  ,    y 0 2 . 

Odg.: ...x
xx

xxy  5
43

2

60

7

43
22  . 

 2. Da se najdat prvite ~etiri ~lena na razlo`enoto vo red 

re{enie na diferencijalnata ravenka 

 

y

y

y x

1
, 

{to gi ispolnuva po~etnite uslovi  y(1) = 1,  y' (1) = 0. 

Odg.:  
   y
x

x 


  1
1

2

2

4
1

2
4

! !
...  . 
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21. SISTEMI DIFERENCIJALNI RAVENKI 
 

Sistemi ravenki {to sodr`at nezavisno promenliva, n 
nepoznati funkcii od taa promenliva i izvodi od tie funkcii 
se vikaat sistemi diferencijalni ravenki 

Sistemot od n ravenki: 

 F t x x x x x xn n1 1 2 1 2 0, , ,... , , ,...,    , 

 F t x x x x x xn n2 1 2 1 2 0, , ,... , , ,...,    , 

                (1) 

 F t x x x x x xn n n, , ,... , , ,...,1 2 1 2 0     

kade {to t e nezavisno promenliva, a x1, x2,...,xn se nepoznati 
funkcii od nezavisno promenlivata t, se vika sistem 
diferencijalni ravenki od prv red. 

 Ako ravenkite na sistemot (1) mo`e da se re{at po 
izvodite na nepoznatite funkcii se dobiva sistemot 

 dx

dt
x f t x x xn

1
1 1 1 2   , , ,..., , 

   dx

dt
x f t x x xn

2
2 2 1 2   , , ,..., , 

                  (2) 

   dx

dt
x f t x x xn

n n n   , , ,...,1 2 , 

koj se vika normalen sistem diferencijalni ravenki. 

 Re{enie ili integral na sistemot ravenki (1) vo 
intervalot (a,b) se  vika sekoj sistem od  n-funkcii 

   x1 = x1 (t) ,   x2 = x2 (t) , ... , xn = xn (t) , 

definirani i neprekinato diferencijabilni vo toj interval, 
ako identi~no gi zadovoluvaat ravenkite na dadeniot sistem, za 
site vrednosti na t od intervalot (a,b). 

 Op{to re{enie na sistemot (1) e mno`estvoto od n  
funkcii 
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   x1 = 1(t,C1,C2,...,Cn), 

   x2 = 2(t,C1,C2,...,Cn), 

         (3) 

   xn = n(t,C1,C2,...,Cn), 

opredeleni vo nekoja oblast na menuvawe na promenlivite t, C1, 
C2,...,Cn ako za koi i da bilo vrednosti na konstantite C1, C2,...,Cn  
tie se re{enie na sistemot i ako sekoe re{enie na sistemot 
mo`e da bide dobieno za nekoi vrednosti na proizvolnite 
konstanti  C1, C2,...,Cn . 

 Re{enie koe se dobiva od op{toto re{enie za nekoi 
konkretni vrednosti na konstantite C1, C2,...,Cn se vika 
partikularno re{enie na sistemot (1). 

 Za nao|awe na partikularno re{enie od op{toto 
re{enie potrebno e, osven sistemot, da bidat zadadeni u{te 

nekoi po~etni uslovi za  t = t0,  x1(t0) = x1
0,  x2(t0) = x2

0,...,  xn(t) = 
xn

0. 

 

21.1. Metod na eliminacija 
 

 Eden od osnovnite metodi za re{avawe sistemi 
diferencijalni ravenki e metodot na eliminacija. 

 Od dadenite ravenki i ravenkite {to se dobivaat so 
diferencirawe na ravenkite na sistemot se eliminiraat site 
funkcii osven edna. So toa se dobiva edna diferencijalna 
ravenka od povisok red. So re{avawe na taa ravenka se dobiva 
edna od nepoznatite funkcii, a potoa drugite funkcii mo`e da 
se dobijat, po mo`nost bez integrirawe, od dadenite ravenki na 
sistemot i ravenkite {to se dobivaat so nivno diferencirawe. 

  Toa }e go poka`eme na primeri, zadr`uvaj}i se na sistemi 
linearni diferencijalni ravenki od dve i tri ravenki so 
konstantni koeficienti. 
 
 Primer 1. Da se integrira sistemot ravenki 

   
dx

dt
y  0 , 

   
dy

dt
y x  2 3 0 . 
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 Ako ja diferencirame po t prvata ravenka se dobiva 

d x

dt

dy

dt

2

2
0  . 

 So eliminacija na y i 
dy

dt
 od ravenkite na dadeniot sistem i 

dobienata ravenka se dobiva diferencijalna ravenka od vtor red so 
konstantni koeficienti 

d x

dt

dx

dt
x

2

2
2 3 0   . 

 Karakteristi~nata ravenka na poslednata ravenka 

r 2 + 2r 3 = 0 
ima koreni 

r1 = 1,     r2 = 3. 

 Op{toto re{enie na taa ravenka e 

x C e C et t  
1 2

3 . 

Od prvata ravenka na sistemot sleduva 

y
dx

dt
  , 

t.e. 

y C e C et t   
1 2

33 . 

 Op{to re{enie na dadeniot sistem e 

   x C e C et t  
1 2

3 , 

   y C e C et t   
1 2

33 . 

 
 Primer 2. Da se integrira sistemot ravenki 

   
dx

dt
x y et  5 , 

   
dy

dt
y x e t  3 2 . 

 Od prvata ravenka imame 

y e
dx

dt
xt   5  ,     

dy

dt
e

d x

dt

dx

dt
t  

2

2
5 . 
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 Ako zamenime za y i 
dy

dt
 vo vtorata ravenka na sistemot se 

dobiva:  

 x x x e et t   8 16 4 2 . 

 Karakteristi~nata ravenka na soodvetnata homogena ravenka 
na poslednata ravenka 

r 2 + 8r + 16 = 0 

ima koreni 

r1,2 =  4. 

 Op{toto re{enie na soodvetnata homogena ravenka na 
dobienata ravenka e 

 X C C t e t  
1 2

4 . 

 Op{to re{enie na dobienata nehomogena ravenka e 

 x C C t e xt  
1 2

4 , 

kade {to x  e partikularen integral na nehomogenata ravenka koj }e go 
opredelime po metodot na neopredeleni koeficienti. Zamenuvaj}i vo 
taa ravenka 

x ae bet t  2
,       x ae bet t2 2

,       x ae bet t4 2
, 

se dobiva 

a 
4

25
,     b  

1

36
. 

Spored toa imame 

 x C C t e e et t t   
1 2

4 24

25

1

36
.           (a) 

 Nepoznatata funkcija y  }e ja najdeme od ravenkata 

y e
dx

dt
xt   5 . 

Ako vo ovaa ravenka gi zamenime izrazite za x i 
dx

dt
 se dobiva 

   y e e C C t et t t    1

25

7

36
2

1 2
4 .           (b) 

 Ravenkite (a)  i  (b) go davaat op{toto re{enie na dadeniot 
sistem. 
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 Primer 3. Da se integrira sistemot 

dx

dt
y z  ,   

dy

dt
x z  ,   

dz

dt
x y  . 

 So diferencirawe na prvata ravenka po t se dobiva 

d x

dt

dy

dt

dz

dt

2

2    

odnosno, koristej}i gi vtorata i tretata ravenka, 

d x

dt
x y z

2

2 2   . 

 So eliminacija na funkciite y i  z od ravenkite 

dx

dt
y z  ,   

d x

dt
x y z

2

2 2    

se dobiva 

d x

dt

dx

dt
x

2

2 2 0   . 

 Karakteristi~nata ravenka na poslednata ravenka 

r 2  r  2 = 0 

ima koreni 

r1 =  1,      r2 = 2, 

pa nejzinoto re{enie e 

  x C e C et t 
1 2

2
.    (1) 

 Od prvata ravenka na sistemot imame 

y
dx

dt
z     C e C e zt t

1 2
22 . 

 Ako gi zamenime vo tretata ravenka na sistemot najdenite 

izrazi za  x i y se dobiva ravenkata 

dz

dt
z C e t  3 2

2
. 

 So integrirawe na poslednata ravenka se dobiva 

  z C e C et t 
3 2

2
.    (2) 
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 Zamenuvaj}i vo izrazot za y se dobiva 

   y C C e C et t   
1 3 2

2
   (3) 

 Ravenkite (1), (2) i (3) go davaat op{toto re{enie na sistemot. 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

 Da se integriraat sistemite ravenki 

 1.  
dx

dt
x y 2 ,   

dy

dt
x y 3 4 ;  

Odg.: x C e C et t 1
5

2 ,       y C e C et t 3 1
5

2 . 

 

 2.  
dx

dt
x y 2 9 ,   

dy

dt
x y  8 ; 

Odg.:  x = (C1  3C1t  3C2) e t5 ,  y =( C1t+C2) e
t5 . 

 

 3.  
dx

dt
x y t  

3

2
2

,   
dy

dt
x y t    4 2 4 1 ; 

         Odg.:  x C e C e tt t  
1

2
2

3 21

2
, 

  y C e C e t tt t    
1

2
2

3 24 . 

 

 4.  
dx

dt
x y z   ,    

dy

dt
x y z   ,    

dz

dt
z y 2 . 

         Odg.:   x C C t e C et t  1 2 3
2 ,  

      y C C C t et  1 2 22 , 

   z C C C t e C et t   1 2 2 3
2 .  

 

 

 

 



MATEMATIKA II 

 

340

21. 2. Integrirawe na sistemi diferencijalni ravenki  

so metod na integrabilni kombinacii 
 

 Neka e daden sistemot od diferencijalni ravenki 

   dx

dt
x f t x x xn

1
1 1 1 2   , , ,..., , 

   dx

dt
x f t x x xn

2
2 2 1 2   , , ,..., , 

                  (1) 

   dx

dt
x f t x x xn

n n n   , , ,...,1 2  

kade {to t e nezavisno promenliva, a x1, x2,...,xn se nepoznati 

funkcii od nezavisno promenlivata t. 

 Vo nekoi slu~ai sistemot (1) mo`e da se re{i so nao|awe 
na t.n. integrabilni kombinacii. Integrabilna kombinacija e 
diferencijalna ravenka koja {to e posledica od ravenki na 
dadeniot sistem i lesno se integrira. 

 Re{enieto na dobienata integrabilna kombinacija  

   (t,x1,x2,...,xn) = C    (2) 

se vika prv integral na dadeniot sistem. 

 So pomo{ na dobieniot prv integral, sistemot (1) se 
sveduva na drug sistem koj {to ima edna ravenka pomalku. Ako 
dobieme n nezavisni prvi integrali 

   1 (t,x1,x2,...,xn) = C1, 

   2 (t,x1,x2,...,xn) = C2, 

                            (3) 

   n (t,x1,x2,...,xn) = Cn, 

kade {to Ci (i=1,2,...,n) se proizvolni konstanti, toga{ sistemot 
(3) se vika op{t integral na sistemot (1). 

 Pri primena na ovoj metod sistemot (1) ~esto se zapi{uva 
vo vid  

  
dx

f

dx

f

dx

f

dt
kn

n

1

1

2

2 1
    . . . ,  (4) 
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i se vika deka sistemot e zapi{an vo simetri~na forma.  

 Sistemot (4) se vika simetri~en sistem diferencijalni 
ravenki. 

 Pri re{avawe na sistemot (1), odnosno (4) se koristi 
svojstvoto na proporciite 

k
a

b

a

b

a

b

a a a

b b b
n

n

n n

n n

    
  
  

1

1

2

2

1 1 2 2

1 1 2 2

. . .
. . .

. . .

  
  

, 

kade {to  i  (i = 1,2,...,n) se konstanti ili funkcii. 

 

 Primer 1. Da se re{i sistemot diferencijalni ravenki  

dx

dt
y , 

dy

dt
x . 

 Dadeniot sistem }e go zapi{eme vo simetri~na forma 

dx

y

dy

x

dt
 

1
. 

 So primena na svojstvoto na proporciite t.e. so sobirawe na 
dvete ravenki se dobiva integrabilnata kombinacija  

dx dy

x y
dt




    ili   
 d x y

x y
dt




 , 

od kade {to so integrirawe se dobiva  

  ln (x+y) = t + ln C1,   t.e..   x + y = C1 et , 

{to pretstavuva prv integral na dadeniot sistem ravenki. 

 So odzemawe na vtorata ravenka na sistemot od prvata ravenka 
se dobiva u{te edna integrabilna kombinacija 

  
dx dy

y x
dt




    ili   
 d x y

x y
dt




  , 

od kade {to so integrirawe dobivame u{te eden prv integral 

ln(xy) =  t + lnC2     ili    x   y = C2 e t . 
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 Prvite integrali 

  x + y = C1 et ,      x   y = C2 e t  

pretstavuvaat op{to re{enie na sistemot vo implicitna forma.  

 Re{enieto na sistemot mo`e da go izrazime i vo eksplicitna 
forma 

 x C e C et t  1

2 1 2 ,      y C e C et t  1

2 1 2
. 

 

 Primer 2. Da se re{i sistemot diferencijalni ravenki 

 z y
dy

dx
z 

2
, 

 z y
dz

dx
y 

2
. 

 Dadeniot sistem }e go zapi{eme vo vid 

 
dy

dx

z

z y



2 , 

 
dz

dx

y

z y



2  

ili zapi{an vo simetri~na forma e 

 
dx

z y

dy

z

dz

y
 2 . 

Zemaj}i ja integrabilnata kombinacija 

dy

z

dz

y
  

sleduva: 

ydy  zdz = 0, 

od kade {to so integrirawe se dobiva eden prv integral 

y2  z2 = C1. 

 Od ravenkata 

dy

z

dz

y
  

so primena na svojstvoto na proporciite se dobiva 
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dy dz

z y

dy

z

dz

y




   

ili zemaj}i go predvid simetri~niot vid na dadeniot sistem imame 

 
dx

z y

dy dz

z y



2 , 

od kade {to (za z  y) sleduva 

dx + (z  y)(dz  dy) = 0. 

 So integrirawe na dobienata kombinacija se dobiva u{te eden 
prv integral 

2x + (z  y)2 = C2. 

 Op{tiot integral na dadeniot sistem e opredelen so prvite 
integrali 

y2  z2 = C1,      2x + (z  y)2 = C2. 

 

Zada~i za ve`bawe 

 

 1. Da se integriraat slednite sistemi diferencijalni ravenki 

so nao|awe na prvi integrali 

 

 a)  
dx

x

dy

y

dz

z
 

2
.;     Odg.:  a)  

y

x
C 1,.  

            
z

x
C

2

2 ; 

 

 b)  
dx

xz

dy

yz

dz

xy
 


;   b)  

x

y
C 1,   

            xy + z2 = C2; 
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 v)  
dx

dt

y

y x



,   v)  x 2  y 2 = C1,   

      
dy

dt

x

y x



;       x  y = t + C2; 

 

 g)  
2dx

y z

dy

xy

dz

xz
  ;  g)  y = C1 z,   x 2  y  z = C2; 

 

 d) 
dx

y z

dy

z x

dz

x y






.  d) 

z x

y x
C




 1 ,  

(x  y)2 (x + y + z) = C2. 

 

 



  

 
 
 

GLAVA VI 
 
 

PARCIJALNI DIFERENCIJALNI  

RAVENKI 
 
 

1. VOVEDNI POIMI 
 

 1. 1. Definicija na parcijalni diferencijali 
ravenki 

 

 Ravenka {to gi sodr`i nezavisno promenlivite x i y, 

nepoznatata funkcija z i parcijalnite izvodi  



z

x
 i 




z

y
, se vika  

parcijalna diferencijalna ravenka od  prv red. 

 Op{tiot vid na parcijalna diferencijalna ravenka od 
prv red e 

F x y z
z

x

z

y
, , , ,













  0     (1) 

ili zapi{ana so pomo{ na Mon`ovite oznaki: 



z

x
 = p,  




z

y
 = q, 

 F x y z p q, , , ,  0 .             (1') 

Taka, na primer, ravenkite: 

1)  xp yq  0,  

2)  z pq2 0   

3)  p q2 2 1  ,  

se parcijalni diferencijalni ravenki od prv red od edna nepoznata 

funkcija z koja {to zavisi od promenlivite x i y. 
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 Ravenkata {to gi sodr`i nezavisno promenlivite x, y, 
nepoznatata funkcija z i nejzinite izvodi od prv i vtor red se 
vika  parcijalna diferencijalna ravenka od vtor red. 

 Op{tiot vid na parcijalna diferencijalna ravenka od 
vtor red od edna nepoznata funkcija {to zavisi od dve nezavisno 
promenlivi e 

0
2

22

2

2
























y

z
,

yx

z
,

x

z
,

y

z
,

x

z
,z,y,xF   (2) 

ili zapi{ana so pomo{ na Mon`ovite oznaki 

p =



z

x
,    q = 




z

y
,    r = 




2

2

z

x
,    s =


 

2 z

x y
,    t = 




2

2

z

y
, 

 F x y z p q r s t, , , , , , ,  0 .       (2') 

Taka, na primer, ravenkite: 

4)  rp  st + q = 0  , 

5)  rt  s2 = 0                (ravenka na razvojnite povr{ini), 

se parcijalni diferencijalni ravenki od vtor red. 

 Op{tiot vid na parcijalna diferencijalna ravenka od 

prv red od edna nepoznata funkcija koja zavisi od n nezavisno 
promenlivi e 

0
21

21 
















n
n x

z
,...,

x

z
,

x

z
,z,x,...,x,xF   (3) 

ili zapi{ana so pomo{ na voobi~aenite oznaki   

pi = 



z

xi

      (i = 1,2,...,n) 

  02121 nn p,...,p,p,x,...,x,xF .     (3') 

Ravenkata od vid 

0
2
2

2

21

2

2
1

2

1
21 


























k
n

k

n
n x

z
,...,

x

z
,

xx

z
,

x

z
,

x

z
,...,

x

z
,z,x,...,x,xF     (4) 

pretstavuva op{t vid na parcijalna diferencijalna ravenka od 

kti red od edna nepoznata funkcija koja zavisi od n nezavisno 
promenlivi. 
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1. 2. Formirawe na parcijalni diferencijalni ravenki 
 

Parcijalni diferencijalni ravenki mo`e da se 
formiraat, kako i obi~nite diferencijalni ravenki, so 
eliminacija na proizvolni funkcii i proizvolni konstanti od 
dadenata ravenka i ravenkite koi {to se dobivaat so 
(parcijalno) diferencirawe na taa ravenka. 

Isto taka, do parcijalni diferencijalni ravenki mo`e 
da se dojde i pri re{avawe na konkretni problemi od 
geometrijata, mehanikata,  fizikata i drugi nauki. 

Ovde }e dademe nekolku primeri. 

Primer 1. Neka e dadena ravenkata 

z = f (x 2 + y 2 ), 

kade {to f e diferencijabilna funkcija od promenlivata  t = x 2 + y 2. 

Ovaa ravenka pretstavuva ravenka na rotacioni povr{ini koi 

{to se dobivaat so rotacija okolu z-oska.  

 Ako dadenata ravenka ja diferencirame po promenlivite x i y 
se dobiva: 

p = 



z

x
 = ft  

'(x 2 + y 2 )2x,      q = 



z

y
 = ft '

 (x 2 + y 2)2y. 

So eliminacija na  ft' (x2 + y2 )  se dobiva parcijalnata 
diferencijalna ravenka 

py  qx = 0. 

Primer 2. Neka e dadena ravenkata na semejstvoto od 
hiperboli~ni paraboloidi 

z = (x + C1 ) (y + C2 ), 

kade {to C1  i C2   se proizvolni konstanti. 

So diferencirawe po x i y na dadenata ravenka se dobiva 

p = y + C2,     q = x + C1. 

Eliminiraj}i gi konstantite C1 i C2  od ovie dve ravenki i 
dadenata ravenka se dobiva parcijalnata diferencijalna ravenka 

z = pq. 
 

 
 

Primer 3. Neka e dadena ravenkata  
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   z f x ay x ay    ,  

kade {to  i  se proizvolni  dvapati diferencijabilni funkcii, 
prvata po argumentot  u = x + ay, a vtorata po argumentot v=x ay, 
kade {to a e parametar nezavisen od x i y . 

So diferencirawe na dadenata ravenka po x i po y se dobiva: 




z

x
 =   f u v ,      




z

y
 =            f a a a fu v u v  ,     





2

2

z

x
 =   f uu vv ,       




2

2

z

y
= a2(   f uu vv ). 

Od poslednite dve ravenki se dobiva 








2

2

2

2

2

1
z

x
z

y

a
  

ili 

a2 




2

2

z

x
  




2

2

z

y
 = 0 

Dobienata parcijalna diferencijalna ravenka e od vtor red. 

Sega }e navedeme eden primer od geometrijata koj {to 
doveduva do parcijalna diferencijalna ravenka. 

Primer 4. Da se opredeli parcijalnata diferencijalna 
ravenka na povr{inata ~ija tangentna ramnina vo sekoja to~ka e na 
isto rastojanie od koordinatniot po~etok. 

Neka ravenkata na povr{inata e  

z = f(x,y). 

Ravenkata na tangentnata ramnina e 

(Xx) p + (Yy) q  (Zz) = 0, 

kade {to x, y, z se koordinati na koja i da bilo to~ka na povr{inata i 

X, Y, Z se tekovnite koordinati na koja i da bilo to~ka na tangentnata 
ramnina. 

Rastojanieto d na tangentnata ramnina od koordinatniot 
po~etok e 
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d
z xp yq

p q


 

 1 2 2
  

odnosno 

(zxpyq)  d 1 2 2 p q = 0. 

Dobienata ravenka e parcijalna diferencijalna ravenka na 
site povr{ini {to go zadovoluvaat postaveniot uslov vo zada~ata. 

 

1. 3. Integrali na parcijalni diferencijalni ravenki 

 
 Re{enie ili integral na edna parcijalna 
diferencijalna ravenka se vika sekoja funkcija koja {to 
identi~no ja zadovoluva taa ravenka.  

 Da se integrira ili re{i dadena parcijalna 
diferencijalna ravenka zna~i da se najdat site funkcii koi 
{to identi~no ja zadovoluvaat taa ravenka. 

 Problemot za nao|awe re{enie na parcijalna 
diferencijalna ravenka e mnogu poslo`en otkolku kaj obi~nite 
diferencijalni ravenki. 

 Kaj parcijalnite diferencijalni ravenki postojat 
pove}e vidovi re{enija. 

 Od na~inot kako e dobiena parcijalnata diferencijalna 
ravenka vo primerite 1, 2 i 3 od t. 1.2. jasno e deka funkciite 

z =f (x
2 + y2),   z = (x + C1) (y + C2),   i      z f x ay x ay     

soodvetno se re{enija na dobienite parcijalni diferencijalni 
ravenki. Ovie re{enija se razlikuvaat po svojata forma.  

Taka, z =f (x
2 + y2) e op{to re{enie na parcijalnata di-

ferencijalna ravenka od primerot 1, a    z f x ay x ay     e 

op{to re{enie na parcijalnata diferencijalna ravenka vo 
primerot 3. 

Op{to re{enie na edna parcijalna diferencijalna 
ravenka e re{enie na taa ravenka koe sodr`i tolku proizvolni 
funkcii kolku {to e redot na taa ravenka. 

Re{enie na dadena parcijalna diferencijalna ravenka   
{to mo`e da se dobie od op{toto re{enie ako posebno se 
izberat proizvolnite funkcii se vika partikularno 
re{enie na taa ravenka. 
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 Na primer, ako za f vo primerot 1 t. 1. 2. se zeme 

f(x2 + y2) = sin (x
2 + y2) 

se dobiva partikularniot integral 

zp = sin (x
2 + y2). 

Parcijalnata diferencijalna ravenka od primerot 3 t.1.2. ima 

partikularno re{enie 

zp = (x+ay)3 + x ay . 

Graficite na partikularnite re{enija se vikaat 

integralni povr{ini na dadenata parcijalna diferencijalna 
ravenka. 

Re{enie na parcijalnata diferencijalna ravenka od prv 
red koe zavisi od dve proizvolni, me|usebe nezavisni konstanti 
se vika poln (kompleten) integral na taa ravenka. Ako na 
proizvolnite konstanti im dademe posebni vrednosti se 
dobivaat partikularni integrali na parcijalnata 
diferencijalna ravenka. 

Za funkcijata z = (x+C1)(y + C2) se vika deka e poln 

(kompleten) integral na parcijalnata diferencijalna ravenka  pq = 0 
od primerot 2 t. 1.2. Ako za konstantite zememe C1=0, C2=2 se dobiva 
partikularniot integral na taa ravenka 

zp = x(y+2). 

Re{enie na parcijalnata diferencijalna ravenka koe ne 
zavisi nitu od proizvolni konstanti nitu od proizvolni 
funkcii i ne mo`e da bide dobieno nitu od op{tiot nitu od 
polniot integral se  vika  singularen  integral  na 
parcijalnata diferencijalna ravenka. 

]e razgledame nekoi poprosti primeri. 

Primer 1. Da se re{i parcijalnata diferencijalna ravenka  

x
z

x
x y




  2 1 0.  

Dadenata ravenka da ja zapi{eme vo vid 




z

x x
xy 

1
.  

Smetaj}i ja promenlivata y za konstanta, ovaa ravenka vo toj 

slu~aj e obi~na diferencijalna ravenka po odnos na x. Toga{ 
parcijalniot izvod mo`eme da go zamenime so obi~en izvod, pa ja 
dobivame obi~nata diferencijalna ravenka 
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dz

dx x
xy 

1
.  

Op{t integral na dobienata ravenka e  

z x
x y

C  ln .
2

2
 

Ova re{enie go sodr`i y kako parametar i proizvolna kons-

tanta C koja {to e konstanta samo po promenlivata x, a ne i po odnos na 

y. Taa mo`e da pretstavuva nekoja funkcija y od t.e. C = (y). Zatoa, 
op{to re{enie na dadenata parcijalna diferencijalna ravenka e 

z x
x y

y  ln ( )
2

2
  

kade {to  e proizvolna funkcija od y. 

Primer 2. Da se integrira parcijalnata diferencijalna 
ravenka 


 

2 z

x y
y .  

Ako ovaa ravenka ja napi{eme vo vid 





y

z

x
y




  

so integrirawe po y se dobiva 

 


z

x

y
f x 

2

2
.  

Potoa, integriraj}i po promenlivata x se dobiva 

z      y x
f x dx y

2

2
  

odnosno 

z      
y x

x y
2

2
  ,  

kade {to 

    x f x dx  . 

Zna~i, dadenata parcijalna diferencijalna ravenka ima integral koj 

{to sodr`i dve proizvolni funkcii x i (x). 
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Primer 3. Da se integrira parcijalnata diferencijalna 
ravenka 


 




2

0
z

x y
x

z

x
z   .  

Dadenata ravenka mo`e da se zapi{e vo vid 





x

z

y
xz







  0.  

Ako integrirame po x smetaj}i go y za konstanta se dobiva 

 


z

y
xz f y  ,  

kade {to f(y) e proizvolna funkcija od y. 

Pri pretpostavka deka vo poslednata ravenka x e konstantno 
parcijalniot izvod mo`eme da go zamenime so obi~en izvod pa 
dobivame 

 dz

dy
xz f y  .  

Dobienata ravenka e obi~na linearna diferencijalna ravenka 
od prv red i nejziniot op{t integral e 

    z e g x f y e dyxy xy    .   

Zna~i integralot na dadenata diferencijalna ravenka sodr`i 

dve proizvolni funkcii f(y) i g(x). 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

Da se sostavi parcijalna diferencijalna ravenka so 
eliminacija na proizvolnite funkcii odnosno konstanti: 

1.   z = C1 x + C2 y + C1 C2,  Odg. :1.  xp +yq+pqz=0, 

2.   2z = C1 x 2+C2 y 2+a,            2.  xp + yq = 2za, 

(C1,C2  proizvolni konstanti, a -opredelena konstanta), 

3.   z=f (x
2y2),              3.  yp + xq = 0, 
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4.   z=f
y

x





,               4.  xp+yq = 0, 

5.   
y

z
f

x

z
 




,     Odg.:  5.  xp + yq = z. 

6. Da se sostavi parcijalnata diferencijalna ravenka na 

povr{inite ~ija tangentna ramnina vo sekoja to~ka ja se~e x-oskata vo 
to~ka so apscisa dva pati pomala od apscisata na dopirnata to~ka 

Odg.:  xp+2yq2z = 0. 

 

2. LINEARNI PARCIJALNI DIFERENCIJALNI  

RAVENKI OD PRV RED 

 

2. 1. Homogeni linearni parcijalni diferencijalni 

 ravenki od prv red 
 

Parcijalnata diferencijalna ravenka od vid  

 L z P
z

x
P

z

x
P

z

xn
n

    1
1

2
2

0









... ,   (1) 

kade {to koeficientite 

Pi = Pi(x1,x2,...,xn ) (i =1,2, ... ,n) 

se neprekinati funkcii od promenlivite  xi (i =1,2, ... ,n) vo 
nekoja oblast D, a z e nepoznata funkcija od promenlivite 
xi(i=1,2, ..., n) se vika homogena linearna parcijalna diferen-
cijalna ravenka od prv red. 

Sistemot od obi~ni diferencijalni ravenki  

dx

P

dx

P

dx

P
n

n

1

1

2

2

  ...           (2) 

}e go vikame soodveten sistem diferencijalni ravenki na 
parcijalnata diferencijalna ravenka (1). 

 ]e poka`eme deka integriraweto na ravenkata (1) e 
problem koj {to e ekvivalenten na problemot za integrirawe na 
simetri~niot sistem (2). 
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 Teorema 1. Ako  

 (x1,x2 ..., xn ) = C,  (x1,x2 ..., xn )  D (3) 

e prv integral na simetri~niot sistem obi~ni 
diferencijalni ravenki (2), toga{ 

 z = (x1,x2 ..., xn),  (x1,x2, ..., xn)  D (4) 

e re{enie na parcijalnata diferencijalna ravenka (1), i 
obratno, ako (4) e re{enie na parcijalnata diferencijalna 
ravenka (1), toga{ (3) e prv integral na sistemot 
diferencijalni ravenki (2). 

 Dokaz: Neka  

 = (x1,x2 ..., xn) = C 

e prv integral na sistemot ravenki (2). Totalniot diferencijal 

na  e  

d = 







x

dx
x

dx
x

dx
n

n
1

1
2

2 0   ... .  

 Od druga strana od identitetot 

 
dx

P

dx

P

dx

P

dtn

n

1

1

2

2 1
   ...    (5') 

 sleduva  

   dxi = Pi dt.    (6) 

Od (5) i (6) sleduva ravenkata  

P
x

P
x

P
xn

n
1

1
2

2

0









   ...  

koja {to e ravenkata (1) vo koja, namesto nepoznatata funkcija z 

stoi funkcijata . 

 So toa doka`avme deka (4) e re{enie na parcijalnata 
diferencijalna ravenka (1). 

 Obratno, neka  z =   e edno re{enie na ravenkata (1) 
t.e. neka e 

P
x

P
x

P
xn

n
1

1
2

2

0









   ... . 
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 Od (5') sleduva 

P
dx

dti
i ,  

pa imame: 








x

dx

dt x

dx

dt x

dx

dtn

n

1

1

2

2 0   ... , 

t.e. 








x

dx
x

dx
x

dx
n

n
1

1
2

2 0   ... ,  

odnosno 

d = 0, 

od kade {to sleduva: 

 = C, 

{to e eden prv integral na sistemot (2). 

 Teorema 2. Ako 1, 2, ..., n1 se levite strani na 
nezavisni prvi integrali na sistemot (2) i  

(1, 2, ..., n1) 

e proizvolna diferencijabilna funkcija od n1 nezavisni 

promenlivi 1, 2, ..., n1, toga{ funkcijata  

z = (1, 2, ..., n1) 

pretstavuva op{to re{enie na parcijalnata diferencijalna 
ravenka (1). 

 Dokaz: Po pretpostavka, a spored teorema 1, sleduva: 

L[k] = 0, k = 1, 2, ... n1. 

Bidej}i 






















z

x x x xi i i n

n

i

   




1

1

2

2

1

1...     (i = 1,2, ..., n1) 

odnosno 










z

x xi k

k

ik

n






 ,
1

1

 

imame: 
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 L z P
z

x
P

z

x
P

z

x
P

z

xn
n

i
ii

n

     

1

1
2

2 1













...  

        








 






 P

xi
kk

n
k

ii

n 



1

1

1





k

i
k

ii

n

k

n

P
x










 

11

1

 



k

k
k

n

L 





1

1

 

              








1

1
2

2L L ...    


 
n

nL L


 
1

1  = 0. 

 So toa poka`avme kako se doa|a do op{tiot integral na 
homogena linearna parcijalna diferencijalna ravenka od prv 
red. 

 Za homogena linearna parcijalna diferencijalna 

ravenka od prv red koga funkcijata z zavisi od dvete nezavisno 

promenlivi x i y 

P(x,y)



z

x
+Q(x,y)




z

y
 = 0, 

op{toto re{enie }e bide: 

z = (x,y)), 

kade {to  = (x,y) e prv integral na obi~nata diferencijalna 
ravenka 

dx

P x y

dy

Q x y( , ) ( , )
.  

 Primer 1. Da se najde op{toto re{enie na parcijalnata 
diferencijalna ravenka 

y



z

x
x




z

y
= 0. 

 Soodvetniot sistem diferencijalni ravenki vo simetri~na 
forma glasi: 

dx

y

dy

x



,  

pa sleduva 

xdx + ydy = 0. 

 So integrirawe na dobienata ravenka se dobiva prviot inte-
gral 
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x 2  + y 2  = C. 

 Op{tiot integral na dadenata ravenka }e bide 

z = (x2+y2). 
  
 Primer 2. Da se najde op{tiot integral na parcijalnata 
diferencijalna ravenka  

(sinx)



z

x
 + (siny)




z

y
 = 0. 

 Soodvetniot sistem od diferencijalni ravenki e 

dx

y

dy

xsin sin
,  

od kade {to sleduva: 

(sinx) dx = (siny) dy 

ili 

(sinx) dx  (siny) dy = 0 

 Prv integral na sistemot e 

cosx  cosy = C, 

a op{tiot intrgral na dadenata ravenka e 

z = (cosxcosy). 

 

2. 2. Zada~a na Ko{i za homogena linearna parcijalna  

diferencijalna ravenka od prv red 
 

 Neka e dadena parcijalnata diferencijalna ravenka  

 L z P
z

x
P

z

x
P

z

xn
n

    1
1

2
2

0









... ,         (1) 

~ij soodveten sistem diferencijalni ravenki e 

  
dx

P

dx

P

dx

P
n

n

1

1

2

2

  ... .              (2) 

 Zada~ata na Ko{i se sostoi vo opredeluvawe na ona 
re{enie na parcijalnata diferencijalna ravenka koe {to gi 
zadovoluva po~etnite uslovi: 

  z =(x1,x2, ..., xn1), xn = xn
0.   (3) 
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 Neka 

k = k (x1,x2,...,xn1, xn) = Ck,  k=1,2,...,n1, 

se prvi integrali na sistemot (2). Vo tie integrali da zamenime 

xn = xn
0 i potoa da gi ozna~ime so  k ,  k=1,2,...,n1, t.e. 

 k(x1,x2,...,xn1,xn
0) =  k ,   k=1,2,...,n1.      (4) 

 Pri pretpostavka deka sistemot (4) mo`e da se re{i po 

xi (i=1,2,...,n1) sleduva: 

  xi i n    1 2 1, ,..., ,   i=1,2,...,n1.      (5) 

  Se poka`uva deka re{enieto koe gi ispolnuva po~etnite 
uslovi (3) e od vid: 

    z n n n           1 1 2 1 1 1 2 1, ,..., ,..., , ,..., .  

 Ovaa funkcija e re{enie na ravenkata (1) bidej}i zavisi 
od prvite integrali na sistemot diferencijalni ravenki (2). Za 

xn = xn
0 , se sovpa|a so dadenata funkcija (3) t.e. 

    z
x x n n n

n n    0 1 1 2 1 1 1 2 1        , ,..., ,..., , ,...,  

        (x1,x2,...,xn1). 

 Za homogena linearna parcijalna diferencijalna 

ravenka od prv red koga funkcijata z zavisi od dvete nezavisno 

promenlivi x i y, 

P(x,y)



z

x
+Q(x,y)




z

y
=0, 

se bara da se najde partikularen integral {to gi zadovoluva 
po~etnite uslovi: 

z = (y),      x = x0. 

 Na dadenata parcijalna diferencijalna ravenka i 
odgovara obi~nata diferencijalna ravenka  

dx

P x y

dy

Q x y( , ) ( , )
  

koja ima prv integral 

(x,y) = C. 
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 Za   x = x0   

imame  

(x0,y) =   y . 

 Re{avaj}i ja poslednata ravenka po y se dobiva: 

 y    . 

 Partikularniot integral {to gi zadovoluva dadenite 
po~etni uslovi e 

  z     . 

 

 Primer 1. Da se najde op{tiot itegral na ravenkata 

xp  2yq = 0 

i partikularnoto re{enie koe {to gi zadovoluva po~etnite uslovi 

x= 1,  z = y2. 

 Na dadenata parcijalna ravenka i odgovara obi~nata dife-
rencijalna ravenka 

dx

x

dy

y

 2

, 

~ij prv integral e 

ln ln lnx y C  
1

2
 

ili 

x y C . 

 Op{tiot integral na dadenata ravenka }e bide 

 z f x y  

kade {to f e proizvolna diferencijabilna funkcija. Vo ovoj slu~aj 

  x y , 
a   

yy  ),1ψ(ψ 2  t.e.  y    2
. 

 Baranoto partikularno re{enie }e bide 

      z          2 2 2 4
 

ili 

 z x y x y 
4 4 2

.   
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 Primer 2. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

 1 02  x
z

x
xy

z

y







 

i ona partikularno re{enie koe {to gi zadovoluva po~etnite uslovi  
x = 0,  z = y2. 

 Na  zadadenata parcijalna ravenka i odgovara obi~nata dife-
rencijalna ravenka 

dx

x

dy

xy1 2



 

~ie op{to re{enie e 

 ln ln ln1 22  x y C  ili 
1 2

2




x

y
C.  

 Op{to re{enie na dadenata parcijalna diferencijalna 
ravenka e  

z f
x

y












1 2

2
.  

 Da ja opredelime sega funkcijata f taka {to taa da gi 
zadovoluva zadadenite po~etni uslovi. Vo ovoj slu~aj imame: 

 
1 2

2

x

y
,    

1
2y

,  

od kade {to sleduva  

y 
1


. 

 Baranoto partikularno re{enie e 

  z    

1

 

ili  

z
y

x




2

21
. 
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2. 3. Nehomogena linearna parcijalna 

diferencijalna ravenka 
 

 Nehomogena linearna parcijalnata diferencijalna 
ravenka e ravenkata od vid 

 P
z

x
P

z

x
P

z

x
Rn

n
1

1
2

2










   ... ,   (1) 

kade {to  Pi=Pi(x1,x2,...,xn,z),  (i=1,2,...,n)  i  R=R(x1,x2,...,xn,z) se 
dadeni diferencijabilni funkcii vo nekoja oblast D vo n+1 
dimenzionalen prostor i  z=z(x1,x2,...,xn ) e nepoznatata 
funkcija. 

 Re{avaweto na  linearna  nehomogena parcijalna 
diferencijalna ravenka se sveduva na re{avawe na linearna 
homogena parcijalna diferencijalna ravenka.  

 Re{enieto na ravenkata (1) }e go barame vo impliciten 
vid 

 V x x x zn1 2 0, ,..., , .    (2) 

 Ako ravenkata (2) ja diferencirame po xi (i=1,2,...,n) se 
dobiva 










V

x

V

z

z

xi i

  0  

od kade {to 

  






z

x

V

xi i

  


V

z
, (



V

z
  0).    (3) 

 Zamenuvaj}i gi dobienite parcijalni izvodi (3) vo 
ravenkata (1) se dobiva: 

 P
V

x
P

V

x
P

V

x
R

V

zn
n

1
1

2
2

0












    ...   (4) 

koja {to e homogena linearna parcijalna diferencijalna 

ravenka po odnos na funkcijata V od promenlivite  x1,x2,...,xn,z. 

 Sekoe re{enie na ravenkata (4) koe {to ja sodr`i 

promenlivata z, priramneto na nula, go dava re{enieto na 
ravenkata (1) vo vidot (2). 

 Op{toto re{enie na homogenata parcijalna 
diferencijalna ravenka (4) glasi: 
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  V = (1,2,...,n),    (5) 

kade {to 

i = i(x1,x2,...,xn,z) = Ci,  (i=1,2,...,n) 

se zaemno nezavisni prvi integrali na soodvetniot sistem dife-
rencijalni ravenki 

  
dx

P

dx

P

dx

P

dz

R
n

n

1

1

2

2

   ...    (6) 

a  e proizvolna funkcija od  1, 2, ..., n. 

 Bidej}i  e proizvolna funkcija, op{toto re{enie na 
parcijalnata diferencijalna ravenka (1), a vo vrska so (2), se 
zema vo vid 

  (1,2,...,n ) = 0.    (7) 

 Specijalno, ako z se javuva samo vo eden od prvite 

integrali, na primer vo n , toga{ op{toto re{enie (7) mo`e da 
se napi{e vo vid 

  n=f (1 2 ,…,n1).    (8)  

 Ako pak (8) (ili (7)) mo`e da se re{i po z, toga{ 
op{toto re{enie na ravenkata (1) }e se dobie vo ekspliciten 
vid 

  z = F(x1,x2,...xn).    (9) 

 Za parcijalna diferencijalna ravenka od prv red koga 
funkcijata  zavisi samo od dve nezavisno promenlivi, 

     P x y z
z

x
Q x y z

z

y
R x y z, , , , , ,







   

op{toto re{enie }e bide: 

(1(x,y,z),2(x,y,z)) = 0, 

kade {to 1 i 2  se zaemno nezavisni prvi integrali na 
soodvetniot sistem diferencijalni ravenki 

     
dx

P x y z

dy

Q x y z

dz

R x y z, , , , , ,
.   
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 Primer 1. Da se najde op{tiot integral na parcijalnata 
diferencijalna ravenka  

xyp + x2q = yz. 

 Na ovaa parcijalna ravenka i odgovara sistemot obi~ni di-
ferencijalni ravenki 

dx

xy

dy

x

dz

yz
 

2
,  

~ii prvi integrali se: 

x2  y2 = C1, 
z

x
C 2 . 

 Op{tiot integral na dadenata parcijalna diferencijalna 
ravenka e 

 x y
z

x
2 2 0







 ,  

koj {to mo`e da se napi{e i vo vid 

 z

x
f x y 2 2  ili   z x f x y 2 2 . 

 

2. 4. Zada~a na Ko{i za nehomogena  

linearna parcijalna diferencijalna ravenka od prv red 
 

 Neka e dadena linearnata parcijalna diferencijalna 
ravenka  

      P x y z
z

x
Q x y z

z

y
R x y z, , , , , ,







     (1) 

i po~etni uslovi: 

 x = x0,   z = (y).    (2) 

 Ko{ieviot problem vo ovoj slu~aj glasi: da se najde 
integralnata povr{ina na parcijalnata diferencijalna ravenka 
(1) koja {to minuva niz krivata zadadena so ravenkite (2). 

 Soodvetniot sistem diferencijalni ravenki na raven-
kata (1) e 

      
dx

P x y z

dy

Q x y z

dz

R x y z, , , , , ,
.     (3) 

 Neka 

1 (x,y,z) = C1     i     2 (x,y,z) = C2   (4) 
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se dva nezavisni prvi integrali na sistemot (3). Ako vo prvite 

integrali stavime x=x0   i gi ozna~ime so 1  i  2  t.e. 

1 =1 (x0,y,z)   i   2 =2 (x0,y,z) 

re{avaj}i gi ovie ravenki po  y i z se dobiva: 

 211  ,y ,    z=  212  , . 

 Baranoto partikularno re{enie }e bide 

  212  , =   211  , .   (5) 

 Toa e re{enie na ravenkata (1), bidej}i zavisi od prvite 
integrali na soodvetniot sistem ravenki (3), a bidej}i go 
opredelivme taka {to da gi zadovoluva po~etnite uslovi (2), toa 
e baranoto partikularno re{enie. 

 Ko{ieviot problem mo`e da go re{ime i na sledniot 
na~in: 

 Neka e dadena parcijalnata diferencijalna ravenka 

     P x y z
z

x
Q x y z

z

y
R x y z, , , , , ,







  . 

Za da se opredeli integralnata povr{ina koja {to minuva niz 
krivata zadadena so ravenkite 

  f1 (x,y,z) = 0, f2 (x,y,z) = 0,   (6) 

potrebno e od ravenkite (4) i ravenkite (6) da se eliminiraat x, 
y i z i na toj na~in da se dojde do opredelena vrska pome|u C1 i 
C2, 

f (C1,C2) = 0. 
 Toga{ baraniot integral }e bide 

f (1, 1) = 0 
 
 Primer 1. Da se najde integralnata povr{ina na ravenkata 

x
z

x
y

z

y xy







 
1

 

koja {to minuva niz parabolata  y = x2,  z = 0. 

 Soodvetniot sistem ravenki na dadenata parcijalna 
diferencijalna ravenka e 

dx

x

dy

y
xydz  . 
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 Prvi integrali na sistemot ravenki se: 

x

y
C 1 ,  

x

y
z

y
C 

1

2 2 2 , 

ili 

1 
x

y
C 1 ,   2  x

y
z

y
C 

1

2 2 2 . 

Za z = 0 se dobiva: 

1 
x

y
, 2 2

1

2


y
, 

od kade {to 

x 



1

22
, y 

1

2 2
. 

Ako dobienite izrazi za x i y gi zamenime vo uslovot y=x2, stavaj}i 1 

i 2 na mesto 1  i 2  se dobiva 

22  = 1
4, 

a po zamenuvawe na 1 i 2 go dobivame baranoto partikularno 

re{enie 

2xy3z + y2 = x4. 

Re{avaj}i na vtoriot na~in, so eliminacija na x, y i z od 
ravenkite 

x

y
C 1 , 

x

y
z

y
C 

1

2 2 2  i  y = x2,    z = 0, 

se dobiva 

2C2 = C1
4. 

Zamenuvaj}i gi izrazite za C1 i C2 ja dobivame baranata 
integralna povr{ina 

2xy3z + y2 = x4. 
 

Primer 2. Da se najde integralnata povr{ina na ravenkata 

2 0yz
z

x
xz

z

y
xy







    

koja {to minuva niz kru`nicata 
z = 0, x 2 + y 2  = y. 
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Soodvetniot sistem simetri~ni ravenki na dadenata ravenka e  

dx

yz

dy

xz

dz

xy2






. 

Prvi integrali na sistemot ravenki se: 

y2 z2 = C1, 
x

y C
2

2
22

  . 

So eliminacija na  x, y, z od sistemot ravenki 

y 2  z 2  = C1,   
x

y C
2

2
22

    z = 0,  x 2 + y 2  = y, 

se dobiva  

2 2 1 1C C C   

ili po zamenuvawe na izrazite za  C1 i C2  ja dobivame baranata 
integralna povr{ina 

x y z y z2 2 2 2 2    . 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

1. Da se najde op{toto re{enie na ravenkata 

y
z

x
x

z

y







  0  

i ona partikularno re{enie koe za  y = 0 stanuva z = f (x). 

   Odg.:   op{to re{enie:  z   (x 2 + y 2 ); 

   partikularno re{enie:  z f x y 





2 2 . 

 
2. Da se najde partikularno re{enie na ravenkata  

   z x z
z

x
y y z

z

y
   







0  

koe {to minuva niz krivata 

z y ,  x = 1. 

Upatstvo:   R (x,y,z) = 0. 

          Odg. op{to re{enie:   










zxy

zy
z , 

partikularno re{enie z xy . 
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3. Da se najde op{tiot integral na parcijalnata 

diferencijalna ravenka 

xy
z

x
x

z

y
yz







 2 . 

Odg.:   z x x y  2 2
. 

 
4. Da se najde op{tiot integral na ravenkata 

 xy
z

x
x y

z

y
x y z2 2 2 2





   , 

a isto taka i integralnata povr{ina koja {to go ispolnuva uslovot za 
x = y,   z = 2. 

Odg.:  op{t integral:  xyz x y  2 2
 

partikularno re{enie: xyz x y 2 2 . 

 
 5. Da se najde integralnata povr{ina na ravenkata 

y
z

x
xy

z

y
x2 






   

koja {to minuva niz krivata 

x = 0,  z = y 2. 

Odg.:  y x y x z y2 2 2 2    ln ln . 

  
 6. Da se najde integralnata povr{ina na ravenkata 

yz
z

x
xz

z

y
xy








   

koja {to minuva niz krivata 

x = a  y 2  + z 2  = a 2. 

Odg.:  2x 2   y 2   z 2  = a 2. 
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3. PARCIJALNI DIFERENCIJALNI RAVENKI OD 

 VTOR RED 
 
 Op{tiot vid na parcijalna diferencijalna ravenka od 

vtor red koga funkcijata z zavisi od promenlivite x i y e 

F(x,y,z,p,q,r,s,t) = 0. 

 Re{avaweto na parcijalni diferencijalni ravenki od 
vtor red e poslo`eno od re{avaweto na parcijalnite 
diferencijalni ravenki od prv red. Nema op{t metod za nivno 
re{avawe. 

 ]e se zadr`ime na re{avawe na nekoi poprosti 
parcijalni diferencijalni ravenki od vtor red. 

 

3. 1. Parcijalni diferencijalni ravenki koi se sveduvaat na  

obi~ni diferencijalni ravenki 
 
 Parcijalnite diferencijalni ravenki od vid 

 
F (x,y,z,p,r) = 0     (1) 

ili 
F (x,y,z,q,t) = 0     (2) 

mo`e da se smetaat kako obi~ni diferencijalni ravenki pri 

{to z e funkcija, a nejzini izvodi se 






z

x

z

x
,

2

2  odnosno 







z

y

z

y
,

2

2 . 

 Vo ravenkata (1) mo`eme da smetame deka y e konstanta, a 

vo ravenkata (2) da smetame deka x e konstanta. Razlikata od 
obi~nite diferencijalni ravenki e vo toa {to pri 
integriraweto ne voveduvame konstanti, tuku proizvolni 

funkcii od x odnosno y. 
 
 Primer 1. Da se integrira parcijalnata ravenka 







2

2
22 0

z

x
y

z

x
y z   . 

 

 Ovaa ravenka mo`e da se smeta kako obi~na diferencijalna 

ravenka od vtor red po odnos na funkcijata z od nezavisno 

promenlivata x ako y se zeme za konstanta. 
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 Korenite na karakteristi~nata ravenka 

k2  + yk  2y2  = 0 
se   k1  =  2y,   k2 = y, pa nejziniot integral }e bide 

   z C y e C y eyx yx 
1

2
2 , 

kade {to C1(y) i C2(y) se proizvolni funkcii od y. 

 Na obi~ni diferencijalni ravenki mo`e da se svedat i 
parcijalnite diferencijalni ravenki od vtor red vo koi ne 
figurira funkcijata z, a od parcijalnite izvodi gi sodr`at 
samo eden od izvodite od prv red i samo me{aniot izvod od vtor 
red. Parcijalni diferencijalni ravenki od toj vid se  

F (x,y,z,p,s) = 0     (3) 

F(x,y,z,q,s) = 0.     (4) 
 

 Primer 2. Da se integrira ravenkata  


 




2

2
z

x y
y

z

x
 . 

 
 Ravenkata }e ja zapi{eme vo vid 



p

y
yp 2 . 

 Taa pretstavuva obi~na diferencijalna ravenka po odnos na p, 
~ij op{t integral e 

 p C x e y 1

2

, 

kade {to p
z

x




. 

 So integrirawe po promenlivata x smetaj}i go y za konstanta 
se dobiva 

   z e C x dx C yy 
2

1 2 , 

kade {to C1(x) i C2(y) se proizvolni funkcii. 

 
 
 
 Primer 3. Da se integrira ravenkata 


 

2
2z

x y
x y  . 
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 Dadenata ravenka }e ja zapi{eme vo vid 



p

y
x y  2 . 

 So integracija po promenlivata y smetaj}i go x za konstanta se 
dobiva 

 p xy
y

C x  
3

13
, 

kade {to p
z

x




, pa so integrirawe po promenlivata x smetaj}i go y 

za konstanta se dobiva 

     z x y
x y xy

C x dx C y,    
2 3

1 22 3
. 

 

Zada~i za ve`bawe 

 
 Da se re{at ravenkite: 
 

 1.   



2

2
2z

x
x y  ,       

Odg.:     z
x x y

xC y C y   
4 2

1 212 2
. 

 

 2. 



2

2
2 0

z

y
x z  ,    

Odg.:     z C x e C x exy xy  
1 2 . 

 

 3. 

 




2

5
z

x y

z

y
 ,        

Odg.:    z C x C y e x 1 2
5 . 

 
 
 
 

3. 2. Linearni parcijalni diferencijalni ravenki  

od vtor red 
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Vo slu~ajot koga z e funkcija od dve nezavisno 

promenlivi x i y, toga{ linearnata parcijalna diferencijalna 
ravenka od vtor red e ravenkata od vid 

A
z

x
B

z

x y
C

z

y
D

z

x
E

z

y
Fz G





 










2

2

2 2

22      ,      (1) 

kade {to koeficientite A, B, C, D, E, F, i G se dadeni funkcii 

od promenlivite x i y. Osven toa, funkciite A, B i C go 

zadovoluvaat uslovot A2+B2+C2  0. Ako G = 0 vo 

razgleduvanata oblast D na promenlivite x i y, toga{ ravenkata 

(1) e homogena, a ako  G  0  taa e nehomogena. 

Vo zavisnost od izrazot 

 = B2  AC 

koj {to se vika diskriminanta na diferencijalnata ravenka, 
mo`eme da razlikuvame tri slu~ai: 

10 ako  B2  AC > 0,  za to~kite M(x,y)D, za parcijalnata 

ravenka (1) se veli deka e od hiperboli~en vid vo to~kite od 
oblasta D; 

20 ako  B2  AC = 0,  za parcijalnata ravenka (1) se veli 

deka e od paraboli~ev vid; 

30 ako  B2   AC  0,  za parcijalnata ravenka (1) se veli 

deka e od elipti~en vid. 

Taka, izu~uvaweto na linearnite parcijalni diferen-
cijalni ravenki od vtor red se sveduva na izu~uvawe na ovie tri 
vida ravenki. 

 
Primer 1. Da se opredeli vidot na parcijalnite ravenki 

    a)  




 










2

2

2 2

22 3 2 0
z

x

z

x y

z

y

z

x

z

y
z      , 

    b)     1 4 4 1 2 02
2

2

2
2

2

2      x
z

x
xy

z

x y
y

z

y
x

z

x
y

z

y







 












. 

 

Vo vrska so diskriminantata   = B2  AC  na ravenkite imame: 

a)   = 1+1=2 > 0, ravenkata e od hiperboli~en vid; 

b)   = 4x2y 2+ 2(1+x2)(1y2) = 4(1+x2y2), 
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pa sleduva deka ravenkata }e bide od hiperboli~en vid vo oblasta za 

koja e 1+x2y2 > 0, a od elipti~en vid vo oblasta za koja e 1+ x2y2 < 0 i 

od paraboli~en vid vo to~kite od krivata  y 2  x 2  = 1. 

 

4. RAVENKI NA MATEMATI^KATA FIZIKA 

 
Mnogu problemi od teoriskata fizika, mehanikata i 

tehnikata se sveduvaat na izu~uvawe na parcijalni 
diferencijalni ravenki od vtor red i se izu~uvaat kako 
parcijalni diferencijalni ravenki na matemati~kata fizika. 
Tie se linearni i so konstantni koeficienti. Za da se najdat 
re{enijata na parcijalnata diferencijalna ravenka koi go 
opi{uvaat razgleduvaniot proces se zadavaat i dopolnitelni 
uslovi. Tie dopolnitelni uslovi se po~etni uslovi {to se 
odnesuvaat na momentot koga zapo~nuva procesot i grani~ni 
uslovi t.e. uslovi {to se zadadeni na granicata od 
razgleduvanata sredina. 

Ravenkata na `ica {to oscilira (branova ravenka), 







2

2
2

2

2

u

t
a

u

x
 , 

ravenkata na toploprovodlivost (Furieva ravenka) 







u

t

u

x


2

2  

i ravenkata na Laplas 







2

2

2

2 0
u

x

u

y
   

se vikaat osnovni ravenki na matemati~kata fizika. 

Eden od metodite za opredeluvawe re{enie na ravenkite 
od matemati~kata fizika e metodot na razdvojuvawe na 
promenlivite (Furieov metod). Pri ovoj metod se pretpostavuva 
deka baranoto re{enie mo`e da se pretstavi kako proizvod od 
nepoznati funkcii koi zavisat samo od po edna nezavisno 

promenliva, t.e. re{enieto u = u(x1,x2, ..., xn) se bara vo vid 

u = u(x1,x2, ..., xn) = X1(x1)  X2(x2)  ...  Xn(xn). 

4. 1. Branova ravenka 
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Ovaa ravenka se dobiva pri izu~uvaweto na: trepereweto 
na elasti~na `ica {to e pri~vrstena na dvata kraja; treperewe 
na membrana; nadol`no {irewe na branovi vo prizmati~na 
greda; elektri~ni oscilacii vo provodnici i t.n. 

Taa e ravenka od vidot 




2

2
2u

t
a u  , 

kade {to 

    









2

1
2

2

2
2

2

2x x xn

...  

e Laplasoviot operator. 

]e razgledame poseben slu~aj na ovaa ravenka. 

 

4. 1. 1. Ravenka na slobodni oscilacii na `ica 

Procesot }e bide karakteriziran so edna skalarna 
golemina 

u = u(x,t) 

{to pretstavuva otklon od ramnote`na polo`ba na to~ka od 

`icata so apscisa x vo momentot t (sl. 6.1). 

 

 

 

 

 

Sl. 6.1. 

Pri sekoja fiksirana vrednost na t, grafikot na 

funkcijata  u = u(x,t)  ja dava formata na `icata vo toj moment t.  

 

 

 Ako na `icata dejstvuva sila 

x 

u 

O 

u(x0,t) 

u(x0,0)

u(x,0)=f(x) 
F 

u(x,t) 








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F = F(x,t) 

normalno na oskata Ox, toga{ ravenkata na dvi`eweto na 
`icata e 








2

2

2

2

u

t
T

u

x
F  , 

kade {to T e napregnuvaweto,    x  e linearna gustina na 

`icata. 

 Stavajki  a
T2 


 i f
F




 se dobiva ravenkata na 

prinudni napre~ni oscilacii na `icata 

 







2

2
2

2

2

u

t
a

u

x
f  . 

Ako ne dejstvuva nadvore{na sila F, toga{ e  f = 0  i se 
dobiva ravenkata na slobodni oscilacii na `icata 

 






2

2
2

2

2

u

t
a

u

x
 .             (1) 

 

Bidejki   a2 <0, ravenkata (1) e od hiperboli~en vid.  

Za opredeluvawe na zakonot na dvi`eweto, zaedno so 
ravenkata (1), potrebno e da bidat zadadeni i dopolnitelni 
uslovi. Bidej}i `icata e pricvrstena vo kraevite t.e. vo 

to~kite so apscisi  x = 0  i  x =  , gi imame slednite grani~ni 
uslovi 

 u(0,t) = 0,     u( ,t) = 0   (2) 

i po~etni uslovi 

u(x,0) = f(x),     
   x
t

,xu



 0

,      (0 x   ),        (3) 

kade {to  f(x)  i  (x)  se dadeni funkcii od  x. 

 Toa zna~i deka vo po~etniot moment t = 0 to~kite od 
`icata }e imaat nekoja polo`ba i brzina. 

 Taka, fizi~kata zada~a na treperewe na `icata se 
sveduva na slednava matemati~ka zada~a: da se najde ona re{enie 
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u(x,t) na diferencijalnata ravenka (1) {to gi zadovoluva 
grani~nite uslovi (2) i po~etnite uslovi (3). 

 Re{enieto na ovaa ravenka }e go najdeme so metodot na 
Furie t.e. vo vid 

  u(x,t) = X(x)T(t).    (4) 

 Bidejki 

   


2

2

u

x
X x T t  ,          



2

2

u

t
X x T t   

od (1) sleduva 

       X x T t a X x T t  2
, 

t.e. 

  
 
 

 
 




T t

a T t

X x

X x2 .   (5) 

Bidejki levata strana na ravenkata (5) e funkcija samo od 

t, a desnata strana samo od x,.tie }e bidat ednakvi samo ako 
pretstavuvaat edna ista konstanta,.t.e. 

 
 
 

 
 




T t

a T t

X x

X x2 =





2

2

0











 ( 0) .     (6) 

Od (6) gi dobivame diferencijalnite ravenki: 

 1)    X X2 0             (7) 

    T a T2 2 0 .          (8) 

Od grani~nite uslovi (2) sleduva: 

u(0,t)  X(0)T(t)  0, 

u( , t)  X( )T(t)  0 

i pri uslov T(t) da ne e identi~no ednakvo na nula imame: 

 X(0) = 0, X( ) = 0.   (9) 

 Toa se grani~ni uslovi {to treba da gi zadovoluva 

nepoznatata funkcija X(x). 
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 Op{toto re{enie na ravenkata (7) e 

X C e C ex x  
1 2

 
. 

 Od konturnite uslovi (9) imame: 

    X(0) = C1 + C2 = 0, 

    X C e C e    
1 2 0  , 

od kade {to sleduva C1 = C2 = 0, pa ravenkata (1) ima trivijalno 
re{enie  

u(x,t) = 0. 

 2)  Za   = 0 od (6) imame: 

  X " = 0,     (7') 

  T '' = 0.     (8') 

Op{toto re{enie na ravenkata (7') e 

X = C1x+C2. 

 Vo vrska so konturnite uslovi (2) imame: 

X(0) = C10+C2 = 0, 

X( ) = C1 +C2 = 0, 

od kade {to sleduva 

C1 = C2 = 0, 

t.e. imame trivijalno re{enie 

u(x,t) = 0. 

3)    X X2 0             (7'') 

   T a T2 2 0.           (8'') 

 Op{to re{enie na ravenkata (7'') e 

X C x C x 1 2cos sin  . 

Vo vrska so konturnite uslovi (2) imame: 

   X(0) = C1 = 0, 

  X C C    1 2 0cos sin  , 

od kade {to sleduva 
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C1 = 0,    X( )=C2sin  0. 

 Ako sakame da dobieme netrivijalni re{enija treba da 

bide C2   0, a toga{ dobivame 

sin  0, 

od kade {to 

   


n

n



 (n=1,2,...). 

 Spored toa netrivijalnite re{enija }e bidat 

  X C
n

n n 2 , sin



,  (C2 = C2n,   n=1,2,...). 

 Broevite n  se vikaat karakteristi~ni (sopstveni) 
vrednosti, a funkciite Xn se vikaat karakteristi~ni 
(sopstveni) funkcii za me{aniot problem (1)  (2). 

 So ovie vrednosti na n  ravenkata (8'') stanuva 

   T a Tn
2

0  

i nejziniot op{t integral e 

 T t D a
n

t E a
n

tn n n






 







cos sin

 
 

. 

 Vo vrska so toa dobivame 

       u x t X x T tn n n,   , (n=1,2,...). 

 Re{enie na problemot }e bide beskrajniot funkci-
onalen red 

    u x t u x tn
n

, , 





1

 

      












 A
an

t B
an

t
n

xn n
n

cos sin sin
  
  1

,   (10) 

kade {to 

An  = C2nDn, Bn  = C2nEn,   (n=1,2,...), 

se neopredeleni koeficienti koi {to }e gi opredelime od 
po~etnite uslovi (3), 
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u(x,0) = f(x) 




 A
n

xn
n

sin

1

, 

 
 




u x

t
x

,0
 





 an
B

n
xn

n

 
 

sin
1

, 

od kade {to sleduva: 

 A f x
n

xdxn  2

0 



sin


, 

     B
an

x
n

xdxn  2

0



sin





. 

 Zamenuvaj}i gi najdenite vrednosti za An i Bn (n=1,2,3,...) 
vo (10) kone~no go dobivame re{enieto na parcijalnata dife-
rencijalna ravenka (1) koe {to gi zadovoluva grani~nite uslovi 
(2) i po~etnite uslovi (3). 
 
 Primer 1. Da se najde re{enieto na ravenkata 







2

2
2

2

2

u

t
a

u

x
  

koe {to gi zadovoluva uslovite 

u(0,t) = 0, u( ,t) = 0, 

u(x,0) = 

2
0

2

2
2

2

x
x

x
x









,

, ,

 

  









 

 

 



u x

t

,0
0 . 

 Re{avaweto na ovaa zada~a e ekvivalentno so re{avaweto na 
razgledanata ravenka na slobodni oscilacii na `ica. 

 Re{enieto }e bide pretstaveno so trigonometriskiot red 

 u x t,  A
an

t B
an

t
n

xn n
n

cos sin sin
  
  















1

, 

kade {to 
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A
x n

xdx
x n

xdx
n

n
n   







  2 2 2

2
2 8

2
0

2

2

2 2     







sin sin sin
 




. 

A2k=0,   A2k1 =  
 

 
 

8

2 1

2 1

2
1

8

2 12 2
1

2 2k

k

k
k




 









sin ,   (k=1,2,..) 

Bn = 0,  (n=1,2,...). 

 Zamenuvaj}i gi dobienite vrednosti za koeficientite vo 
re{enieto se dobiva: 

 u x t, 
 
 

   8 1

2 1

2 1 2 1
2

1

2
1

 



 




k

k

n

k

k a t k x
cos sin

 
. 

 
 Poop{ta ravenka od ravenkata (1) e parcijalnata 
ravenka od vid 

  









2

2
2

2

2

2

2

u

t
a

u

x

u

y
 









           (11) 

koja {to se dobiva so re{avawe na problemot za oscilirawe na 
(kru`na) membrana. 

 Problemot na treperewe (oscilirawe) na (pravoagolna) 
membrana doveduva i do parcijalnata ravenka 

  






2

2

2

2
2 0

u

x

u

y
n u   ,           (12) 

i u{te poop{to, pri ispituvawe na pove}e oscilatorni procesi 
vo tridimenzionalniot prostor se dobiva parcijalnata ravenka 

 












2

2
2

2

2

2

2

2

2

u

t
a

u

x

u

y

u

z
  









 ,           (13) 

 Ovaa ravenka se dobiva pri slobodno oscilirawe na 
greda (prizmati~en stap). 

 Ravenkite (11), (12) i (13) isto taka mo`e da se re{at so 
metodot na razdvojuvawe na promenlivite. Re{enieto }e se 
dobie vo vid na dvoen , odnosno, troen beskone~en Furieov red. 
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Zada~i za ve`bawe 
 
 1. @ica so dol`ina  , pri~vrstena na kraevite, e rastegnata 

taka {to ima forma na sinusoida 

u
x

l
 2 sin


 

i e otpu{tena bez po~etna brzina. Da se najde zakonot na oscilirawe 
na `icata. 

Odg.:   u x t
a

t x, cos sin 2
 

 
. 

  
 2. Da se najde re{enieto na ravenkata 









2

2
2

2

2

u

t
a

u

x
  

koe {to gi zadovoluva grani~nite uslovi 

 
u(0,t) = 0, u( ,t) = 0 

i po~etnite uslovi  

u(x,0) = f(x) = 
 

x
x

x x

5
0

2
1

5 2

,

, .

 

   















 

 

Odg.:     
 

u x t
n

an
t

n
xn

n

, cos sin 








4

5
1

1

2 12
1

2
1


 

 
. 

  
 3. @ica so dol`ina  , pri~vrstena na kraevite e zategnata vo 

to~kata x 

3

 na rastojanie h od ramnote`nata polo`ba i potoa e 

otpu{tena bez po~etna brzina. Da se najde (zakonot na oscilirawe na 

`icata) otklonot  u(x,t)  na to~kite na `icata. 
 

Odg.:   u x t
h

n

n an
t

n
x

n

, sin cos sin




9 1

32 2
1

  

 
. 

 
 
 
 
 
 
 



 
 
 

GLAVA VII 
 
 

ELEMENTI OD VEKTORSKATA ANALIZA I 
 TEORIJATA NA POLIWA 

 
1. POIM ZA VEKTORSKA FUNKCIJA 

 

 Pri prou~uvaweto na funkciite dosega stanuva{e zbor za 
skalarni funkcii koi zavisat od skalari kako nezavisno 
promenlivi. 

 Vektorskite golemini kako i skalarnite golemini mo`at 
da bidat konstantni ili promenlivi. 

 ]e go razgledame vektorot OM =
 

r , ~ij po~etok e vo 

koordinatniot po~etok, a krajot e vo nekoja to~ka M(x,y,z). Ovoj 

vektor go vikame radius-vektor na to~kata M i go zapi{uvame 

vo vid 
r x y z ( , , )    ili    

   
r x i y j z k   , 

kade {to x, y i z se proekciite na toj vektor na koordinatnite 
oski. 

 Ako proekciite na vektorot 

r  se funkcii od nekoj 

parametar  t 

x = x(t),   y = y (t),   z = z (t) 

toga{ vektorot 

        
r x t i y t j z t k   ,   (1) 

zavisi od nezavisno promenlivata t i se vika vektorska 
funkcija od skalarniot argument t. 

 Vektorskata funkcija 

r  od skalarniot argument t ja 

ozna~uvame so    
r r t . 

 Ako  t  se menuva vo intervalot  t t1 2,  i to~kata M, krajot 

na vektorot  

r , }e ja menuva svojata polo`ba i }e opi{e vo 

prostorot nekoja linija koja se vika hodograf na vektorot 
  

r r t . (sl. 7.1). 
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 Ravenkata (1) 
pretstavuva ravenka na kriva 
vo prostor. 

 Na vektorskata raven-
ka  

  
r r t  

i odgovaraat skalarnite ra-
venki 

x = x(t),   y = y (t),   z = z (t), 

koi pretstavuvaat parame-
tarski ravenki na kriva vo prostor. 

 Primer 1. Poznato e deka vektorskata ravenka na prava e 
ravenkata 

  
r r at 0 . 

 Ottuka imame 

       

  

r x i y j z k x i y j z k i m j n k t        0 0 0  

od kade {to se dobivaat skalarnite (parametarskite) ravenki na 
prava 

x = x0 +  t,   y = y0 + mt,  z = z0 + nt. 

 Primer 2. Hodograf na vektorskata funkcija 
   
r a t i a t j bt k  cos sin ,  

e vintova linija ~ii parametarski ravenki se 

x = a cost,   y = a sint,   z = bt. 

  

2. IZVOD I INTEGRAL  

NA VEKTORSKA FUNKCIJA 

Za vektorskite funkcii analogno kako i kaj skalarnite 
funkcii mo`e da se vovedat poimite za granica i neprekinatost. 
Nie ovde }e mineme na opredeluvawe izvod na vektorska 
funkcija. 

Neka e dadena vektorskata funkcija 

          
r t x t i y t j z t k   ,   (1) 

i edna fiksna vrednost t koja odgovara na edna to~ka M od 

krivata.  

 
Sl. 7.1 
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Ako promenlivata t dobie narasnuvawe t, toga{ }e se 
dobie vektorot 

   
r t t x t t i y t t j z t t k( ) ( ) ( ) ( )          ,   

~ij kraj e vo to~kata M1 na 

krivata (S), (sl. 7.2). 

 Narasnuvaweto na 

vektorot 

r e 

 
  
r r t t r t ( ) - ( )=MM


1. (2) 

 Koli~nikot od 
narasnuvaweto na vektorskata 
funkcija i narasnuvaweto na 
argumentot e 













   r t

t

x t t x t

t
i

y t t y t

t
j

z t t z t

t
k

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )


 


 


 
.     (3) 

 Grani~nata vrednost od ovoj odnos e 

lim lim lim lim
   











t t t t

r

t

x

t
i

y

t
j

z

t
k

   
  

0 0 0 0

   
.  (4) 

 Ako funkciite x(t), y(t) i z(t) imaat izvodi, toga{ 

dobieniot vektor se vika izvod na vektorot  
r t  po skalarniot 

argument t i se ozna~uva so 
dr

dt


 ili 

r (t), t.e. 

r (t)=   x t i y t j z t k( ) ( ) ( )
  
             (5) 

ili 

dr

dt


=

dx

dt
i

dy

dt
j

dz

dt
k

  
  . 

 Koga t  0  to~kata M1 dvi`ej}i se po krivata (S) se 

dobli`uva kon to~kata M, pravecot na sekantata niz to~kite M 

i M1 vo granicata }e se sovpadne so pravecot na tangentata-

povle~ena vo to~kata M. Spored toa, vektorot 
r  go ima pravecot 

na tangentata vo to~kata M i e vo nasokata na rastewe na 

parametarot t. 

 Ako hodografot na vektorskata funkcija  
r t  e 

traektorija na edna podvi`na to~ka, a t e vreme, toga{ 

 
Sl. 7.2. 
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r =

v , 

t.e izvodot e vektor na brzinata na dvi`ewe na to~kata M po 
traektorijata. Vektorot na brzinata go ima pravecot na 
tangentata vo taa to~ka i e naso~en vo nasokata na dvi`eweto. 

 Svojstvata na diferenciraweto na vektorski funkcii 
mo`e da se izvedat vrz osnova na definicijata za izvod na 
vektorska funkcija, analogno kako i kaj skalarnite funkcii. 

 ]e navedeme nekoi od tie svojstva: 

 10 Izvod na suma (razlika) od vektorski funkcii e ramen 
na sumata (razlikata) od izvodite na tie vektorski funkcii, 
t.e. 

d

dt
a t b t

da t

dt

db t

dt
( ( ) ( ))

( ) ( )   
   .  

 20 Izvod od proizvod na skalarna funkcija i vektorska 
funkcija e izrazen  so ravenstvoto 

d

dt
f t a t

df t

dt
a t f t

da t

dt
( ( ) ( ))

( )
( ) ( )

( ) 


  . 

 30 Izvod od skalaren proizvod na dve vektorski funkcii 
e opredelen so ravenstvoto 

d

dt
a t b t

da t

dt
b t a t

db t

dt
( ( ) ( ) )

( )
( ) + ( )

( )    


  . 

 40 Izvod od vektorski proizvod na dve vektorski 
funkcii e izrazen so ravenstvoto 

d

dt
a t b t

da t

dt
b t a t

db t

dt
( ( ) ( ) )

( )
( ) + ( )

( )    


    . 

 50 Izvod od me{an proizvod na tri vektorski funkcii 

 
a t ,  


b t  i  

c t  e opredelen so ravenstvoto 

d

dt
a b c

da

dt
b c a

db

dt
c a b

dc

dt
( ) ( ) + ( ) ( ).
  

   

  


, , , , , , , ,   

 Vo poslednite dve ravenstva e va`en rasporedot na 
mno`itelite. 

 Izvodite od povisok red se opredeluvaat na istiot na~in 
kako i kaj skalarnite funkcii. 

 Na primer, vtoriot izvod na vektorskata funkcija  
r t  e 
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d

dt

dr

dt

d r

dt
r t( ) = ( )

 
2

2   . 

 Ako  
r t  e traektorija na dvi`ewe na to~kata M, toga{ 

vtoriot izvod e zabrzuvawe, t.e. 

 r t w( ) = . 

 Diferencijal na vektorska funkcija se opredeluva so 
ravenstvoto 

dr rdt
 
  . 

 Poimot za integral na vektorska funkcija se voveduva 
analogno kako i kaj skalarnite funkcii. 

 Ako 

da

dt
r t




 ( ) , 

toga{ 

  
r t dt a t C( ) ( )  , 

kade {to 

C  e proizvolen konstanten vektor ili ako 

   
r x t i y t j z t k  ( ) ( ) ( ) ,  

toga{ 

   
r t dt i x t dt j y t dt k z t dt( ) ( ) ( ) ( )    . 

 Isto taka opredelen integral od vektorska funkcija se 
presmetuva kako {to sleduva 

   
r t dt i x t dt j y t dt k z t dt

t

t

t

t

t

t

t

t

( ) ( ) ( ) ( )      
1

2

1

2

1

2

1

2

 

   = 
  
i a t j a t k a tx t

t
y t

t
z t

t
( ) ( ) ( ) =

1

2

1

2

1

2   

 =
  
a t a t a tt

t( ) ( ) - ( )
1

2

2 1 . 

3. SKALARNO POLE 
 

Goleminite {to zavisat od polo`bata na to~kata vo koja 
se razgleduvaat se vikaat funkcii na polo`ba ili funkcii od 
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to~ka. Oblasta vo koja na sekoja to~ka i odgovara po edna 
vrednost na nekoja golemina se vika pole na taa golemina. 
Poleto mo`e da bide del od linija ili del od povr{ina ili del 
od ramnina ili del od prostorot. Ako na sekoja to~ka od poleto 

odgovara skalarna golemina u, poleto se vika skalarno. Za 

opredeluvawe na skalarnata golemina u na dadeno pole potrebno 
e da se znae nejzinata zavisnost od polo`bata na to~kata vo toa 

pole t.e. skalarot u se zadava kako funkcija od vektorot na po-
lo`ba 

u u r ( )


, 

kade {to 

r  e radius vektorot na polo`ba na koja i da bilo to~ka 

vo razgleduvanoto pole. Spored toa, kaj skalarnoto pole imame 
skalarna funkcija od vektorska promenliva. Bidej}i polo`bata 
na to~kata vo razgleduvanoto pole mo`e da se izrazi i so pomo{ 

na koordinatite na to~kata M vo odnos na nekoj koordinaten 

sistem, skalarnata golemina u mo`e da se razgladuva i kako 
funkcija od koordinatite na to~kata vo toa pole, t.e. 

u = u(M)  ili   u = u(x,y,z). 

 Toa zna~i deka izu~uvaweto na skalarnite funkcii na 
polo`ba vo poleto mo`e da se svede na izu~uvawe na skalarni 

funkcii od promenlivite skalarni golemini x, y, z. 

 Funkcijata u=u(x,y,z) mo`e da ja izrazuva temperaturata 
na neramnomerno zagreano telo, toga{ skalarnoto pole e pole na 
temperatura. 

 Isto taka, skalarni poliwa se poleto na pritisok, 
poleto na vla`nost, elektri~en potencijal i dr. 

 Nivo linija (ekviskalarna linija) na ramninsko 
skalarno pole e mno`estvoto na site to~ki vo ramninata, vo 
koi funkcijata na toa pole ima ista vrednost 

u(x,y)=C. 

 Za razli~ni vrednosti na konstantata C (C1, C2, ...) 
odgovaraat razli~ni nivo linii 

u(x,y) = C1,   u(x,y) = C2, ... . 
 Nivo povr{ina (ekviskalarna povr{ina) na skalarnoto 
pole e mno`estvoto to~ki vo prostorot vo koi funkcijata na 
toa pole ima ednakvi vrednosti. 
 Niz sekoja to~ka na poleto minuva samo edna nivo linija 
(povr{ina). 
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 Porano vidovme deka so pomo{ na nivo linii se dobiva 

pretstava za formata na povr{inata  z = f(x,y). 

 Primer 1. Da se najdat nivo povr{inite na skalarnoto pole 

u = x2  + y2  z2  . 

 Ekviskalarni povr{ini na dadenoto pole se 

x2  + y2  z2 = C,         (CR). 

 Za  C  0  nivo povr{inite se dvograni hiperboloidi (sl.7.3), 

za  C  0  ednograni hiperboloidi (sl. 7.4). 

 Primer 2. [to pretstavuva skalarnoto pole 

 a)  u
x y z


 

1
2 2 2

; 

  b)  u
x y



1

; 

  v)  u
x


1

. 

 Site to~ki od prostorot osven to~kata (0,0,0) pripa|aat na 

skalarnoto pole pod a); site to~ki  (x,y)  (x,x) od xOy-ramninata 

pripa|aat na skalarnoto pole pod b); site to~ki od x-oskata osven 

to~kata x = 0 pripa|aat na skalarnoto pole pod v). 

 

4. IZVOD VO DADEN PRAVEC. GRADIENT 
 

 Neka e zadadeno skalarnoto pole 

u = u(x,y,z) 

 
  Sl.7.3.    Sl.7.4. 
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i edna to~ka M0 od toa pole. Od to~kata M0 povlekuvame edna 

poluprava  i na nea zemame edna koja i da bilo to~ka M. 

 Izvod na funkcijata u(M) vo to~kata M0 po pravecot 
na   se vika grani~nata vrednost na koli~nikot od razlikata 

u(M)  u(M0) 

i goleminata na otse~kata  M M0   koga to~kata M se stremi 
kon to~kata M0 ostanuvaj}i na pravata  , t.e. 

lim
M M

0

(M) (M )

M M

(M )






0

0 0u u u


. 

Ako vektorot na pravecot na pravata   e 

o ( ) cos ,cos ,cos   , 

parametarskite ravenki na taa prava se 

x x t y y t z z t     0 0 0cos , cos cos   . 

Koga to~kata M se dvi`i po pravata   funkcijata 

u(M) = u( x t y t z t0 0 0  cos , cos , cos   ). 

 Baraniot izvod }e go najdeme kako izvod na slo`ena 

funkcija od t, za t=0. Po praviloto za izvod na slo`ena funkcija 
imame 













u du

dt

u

x

dx

dt

u

y

dy

dt

u

z

dz

dt
     

ili 
















u u

x

u

y

u

z
  cos cos cos .         (2) 

 Vo sekoja to~ka od poleto koe e zadadeno so funkcijata 

u(x,y,z) da go zememe vektorot ~ii proekcii na koordinatnite 

oski se parcijalnite izvodi  









u

x

u

y

u

z
, ,   vo to~kata M0.  

Ovoj vektor se vika gradient na funkcijata u(x,y,z) i go 

ozna~uvame so 

g grad u , zna~i 

grad u =(









u

x

u

y

u

z
, , )=










u

x
i

u

y
j

u

z
k

  
  .    (3) 
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Izvodot vo daden pravec sega mo`eme da go zapi{eme vo 
vid na skalarniot proizvod 



u

grad u











 

0
0( ), .     

 Izvodot 


u


 zavisi od parcijalnite izvodi 










u

x

u

y

u

z
, , , 

vo to~kata M0, a isto taka i od nasokata na zrakot. Toj ja 

pretstavuva goleminata na brzinata na izmenuvaweto na 

funkcijata u(M) pri premestuvaweto na to~kata M po pravata 

 . 

 Vo sekoja to~ka, vo koja funkcijata  u = u(x,y,z)  e dife-
rencijabilna taa ima izvod vo koj i da bilo pravec. Izvodi na 

funcijata  u = u(x,y,z)  vo pozitivnata nasoka na koordinatnite 

oski se poznatite parcijalni izvodi  









u

x

u

y

u

z
, , . 

 Bidej}i skalarniot proizvod e ramen na intezitetot od 
edniot vektor pomno`en so proekcijata od drugiot vektor vrz 
pravecot na prviot mo`eme u{te da ka`eme: izvodot na 
funkcijata vo daden pravec e ednakov na proekcijata od 
gradientot na funkcijata vrz pravecot na diferenciraweto, 
t.e. 





u

grad u grad u pr grad u



 









  

0
0

0
( ) =, cos ,  (5) 

 e agolot me|u gradientot i vektorot 

0 vo to~kata M0. 

 Od izrazot (5) se gleda deka, od site izvodi na u(M), 

zemeni vo razli~ni pravci, najgolema apsolutna vrednost ima 
izvodot po pravecot na gradientot 













u
grad u

u

x

u

y

u

zg
 







 









 









2 2 2

.  (6) 

 Zna~i, gradientot na skalarnata golemina u(M) e 
vektorot koj po intenzitet, pravec i nasoka ja karakterizira 
najgolemata brzina na izmenuvaweto na taa golemina. Jasno 
deka vo sprotivnata nasoka na gradientot funkcijata najbrzo 
opa|a. 

 Ravenkata na normalata na ekviskalarnata povr{ina koja 

minuva niz to~kata M0 e 
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x x

u

x

y y

u

y

z z

u

z




























0 0 0








M M M0

0
0

. 

Odovde se glada deka pravecot na gradientot se sovpa|a so 

pravecot na normalata vo to~kata M0 na povr{inata u(x,y,z)=C 
{to minuva niz taa to~ka. 

 Izvodot na funkcijata vo pravecot koj so gradientot 
zaklopuva agol od 900 ima vrednost nula, a toj e pravecot na 
tangentata na nivo linijata (povr{inata) koja minuva niz 

to~kata M0. 

 To~kite vo koi  grad u = 0  se vikaat stacionarni 
to~ki na poleto, t.e. toa se to~kite vo koi  










u

x

u

y

u

z
   0.  

 Simboli~niot vektor 

   







x

i
y

j
z

k
  

 

se vika operator "nabla" ili Hamiltonov operator. 

 Koristej}i go ovoj operator gradientot mo`e da se 
zapi{e vo vid 

grad u =u. 

 ]e izneseme nekoi svojstva na gradientot: 

 10  grad C =0, 

 20  grad u u( )1 2 = grad u1 grad u2 , 

 30  grad Cu = C grad u , C-konstanta, 

 40  grad u u( )1 2  = u2 grad u1  + u1 grad u2 , 

50  grad
u

u

u grad u u grad u

u
1

2

2 1 1 2

2
2

  
, 

60  grad f u( )= f u( )  grad u . 
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Iznesenite svojstva se doka`uvaat so pomo{ na pravi-
lata za izvodi i definicijata za gradient. ]e go doka`eme 
poslednoto svojstvo 60. To~nosta na ova ravenstvo se poka`uva na 
sladniov na~in: 

grad f u( )  =







x

f u i
y

f u j
z

f u k( ( )) ( ( )) ( ( ))
  
    

       f u
u

x
i f u

u

y
j f u

u

z
k f u grad u( ) ( ) ( ) ( )










  
. 

Iznesenite svojstva poka`uvaat deka pravilata za nao-
|awe gradient se isti so pravilata za barawe izvod na funkcija. 

Primer 1. Da se najde izvodot na funkcijata 

z x y ln 2 2  

vo  to~kata M(1,1) vo pravec na simetralata na prviot kvadrant, 
y = x. 

 Spored (2) za ramninsko pole imame 












z z

x

z

y
 cos cos . 

 Parcijalnite izvodi na dadenata funkcija i nivnite vrednosti 

vo to~kata M(1,1) se: 







z

x

x

x y

z

x










2 2

1

2
, ;

M

 







z

y

y

x y

z

y









 

2 2

1

2
, .

M

 

 Aglite {to gi gradi pravata so koordinatnite oski se 

 =  = 450,  pa imame 





z








   

M

1

2
45

1

2
45

2

2
0 0cos cos . 
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Primer 2. Da se najde izvodot na funkcijata u=xyz vo 
to~kata M(1,2,2)  

 a)  vo nasoka kon to~kata N(3,1,4); 

b)  vo pravec na radius-vektorot na to~kata M. 

Spored (2) imame 




















u u

x

u

y

u

z
  cos cos cos . 

a)  Parcijalnite izvodi na dadenata funkcija u=xyz se 










u

x
yz

u

y
xz

u

z
xy  , , , 

a nivnite vrednosti vo to~kata M se 













u

x

u

y

u

z







  









 







  

M M M

4 2 2, , . 

Za 

  go zemame pravecot na vektorot MN ( , , )


 2 1 2 . 

 Naso~nite kosinusi na vektorot MN


 se 

cos , cos , cos    
2

3

1

3

2

3
. 

 Izvodot vo pravecot MN


 vo to~kata M e 

 

u








          

M

( )4
2

3
2

1

3
2

2

3
2. 

Znakot minus poka`uva deka vo dadenta nasoka funkcijata u=xyz opa|a. 

 b) Radius-vektorot na to~kata M e 

r  ( )1 2 2, , . 

Kosinusite na pravecot na radius-vektorot  

r  se: 

cos ,  
r

r
x

1

3
 cos ,   

r

r
y


2

3
 cos .  

r

r
z

2

3
 

 Spored toa imame 

 



u

r







          

M

( ) ( )4
1

3
2

2

3
2

2

3
4. 
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Primer 3. Da se najde goleminata i pravecot na gradientot 
vo to~kata M(2,2,1) na skalarnoto pole 

u = x 2 + y 2 + z 2. 

Spored (3) imame 

grad u =









u

x
i

u

y
j

u

z
k

  
  . 

Gradientot vo to~kata M(2,2,1) na dadenoto pole e 

 grad u
M

=4 4 2
  
i j k  . 

Goleminata na gradientot vo koja i da bilo to~ka na poleto e  

grad u
u

x

u

y

u

z
 












  














2 2 2

, 

a vo dadenta to~ka e 

   grad u
M

    4 4 2 62 2 2 .  

Pravecot na gradientot e opredelen so 

cos , cos , cos .     
2

3

2

3

1

3
 

Primer 4. Vo koja nosoka treba da se dvi`i to~kata M(x,y,z) 
 niz to~kata M0(1,1,1), za funkcijata 

u(M)=
x

y

y

z

z

x
   

da raste so najgolema brzina i koja e taa brzina. 

 Dadenata funkcija }e raste so najgolema brzina vo nasoka na 
gradientot 

grad u =









u

x
i

u

y
j

u

z
k

  
  . 

 Parcijalnite izvodi na dadenata funkcija se: 










u

x y

z

x

u

y z

x

y

u

z x

y

z
     

1 1 1
2 2 2

, , .  

Vrednostite na parcijalnite izvodi vo to~kata M0(1,1,1) se: 













u

x

u

y

u

z







 









 







  

M M M0 0 0

2 0 2, , . 
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Spored toa 

grad u =2 2
 
i k . 

Zna~i, dadenata funkcija se menuva so najgolema brzina vo 
nasoka na vektorot 


0

1

2
0

1

2
 ( ), ,  

i goleminata na brzinata iznesuva 

 grad u
u

x

u

y

u

z








 









 







    













2 2 2
2 22 2 2 2 . 

Zada~i za ve`bawe 

 1. Da se najde izvodot na funkcijata 

z = 3x4  xy + y3 

vo to~kata M(1,2) vo pravec koj so x-oskata gradi agol od 600. 

Odg.:  5+
11 3

2
. 

 2. Da se najde izvodot na funkcijata 

z arctg
y

x
  

vo to~kata  M(
1

2
,

3

2
)  koja le`i na kru`nicata  x y x2 2 2 0    vo 

pravec na taa kru`nica. 

Odg.:  
1

2
. 

 3. Da se najde izvodot na funkcijata 

u = xy + yz + xz 

vo to~kata  M(2,1,3)  vo pravec kon to~kata  N(5,5,15). 

Odg.:  
68

13
. 

 4. Da se najde gradientot na skalarnoto pole 

 u x y z  ln 2 2 2
 

vo to~kata  M(1,1,1). 

 Odg.:  grad u = 2 2 2
  
i j k  ,    grad u =2 3 . 
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 5. Da se najde gradientot na skalarnoto pole 

u x y z  2 2 22  

vo prese~nite to~ki na x-oskata i ekviskalarnata povr{ina  u = 4. 
Odg.: grad u =  4


i . 

 6. Koj e pravecot na najgolemoto izmenuvawe na funkcijata 

  x y z x z y z, , sin cos   

vo koordinatniot po~etok 

Odg.:  Negativnata poluoska y. 

 

5. VEKTORSKO POLE. 
 

 Ako na sekoja to~ka od poleto i odgovara po edna 
vektorska golemina  


a , poleto se vika vektorsko. Za 

opredeluvawe na vektorot 

a  vo razgleduvanoto pole  potrebno e 

da se znae negovata zavisnost od polo`bata na to~kata vo toa 
pole, t.e. vektorot 


a  se zadava kako funkcija od vektorot na po-

lo`ba 
a  =   

a r  

kade {to 

r  e radius vektorot na koja i da bilo to~ka vo 

razgleduvanoto pole. Spored toa, vo vektorskoto pole se 
sre}avame so vektorska funkcija koja zavisi od vektorska 
promenliva. Ako vektorskoto pole se odnesuva na prostoren 
pravoagolen koordinaten sistem, toga{ vektorot 


a  }e bide 

vektorska funkcija ~ii proekcii na koordinatnite oski ax, ay , 
az se skalarni funkcii od promenlivite x, y, z, t.e. 

             
a a x y z a x y z i a x y z j a x y z kx y zM    , , , , , , , , .         (1) 

Vektorskoto pole e zadadeno ako e zadadena vektorskata 
funkcija  


a   {to e ekvivalentno na zadadeni tri skalarni 

funkcii 

     a x y z a x y z a x y zx y z, , , , , , , , .  

 Koga vektorskata funkcija zavisi samo od vektorot na 
polo`ba, a ne zavisi od vremeto, poleto se vika stacionarno 
pole. 
 Primeri za vektorsko pole se: poleto na gradientot na 
dadeno skalarno pole, silovo pole (elektri~no i elektro-
magnetno) ili pole na brzinite na istekuvawe te~nost. 



MATEMATIKA II 

 

396

 Vektorska linija na vektorskoto pole se vika krivata, 
~ija tangenta vo sekoja to~ka se sovpa|a so pravecot na 
vektorot na dadenoto vektorsko pole vo taa to~ka. 
 Od definicijata sleduva deka vo koja i da bilo to~ka M 

na vektorskata linija, vektorot   
a r  na vektorskoto pole e 

kolinearen so vektorot na tangentata na vektorot na polo`ba  
r   

dr

dt

dx

dt
i

dy

dt
j

dz

dt
k

   
   ,  

 t.e. 

dr

dt




a .    (2) 

 Na ovaa vektorska ravenka i odgovara sledniov sistem od 
skalarni diferencijalni ravenki 

     
dx

a x y z

dx

a x y z

dx

a x y zx y z, , , , , ,
    (3) 

koj mo`e da bide zapi{an i vo vid 

 

 

 

dx

dt
a x y z

dy

dt
a x y z

dz

dt
a x y z

x

y

z







, , ,

, , ,

, , .

    (4) 

 Sistemot ravenki (4) pretstavuva sistem diferencijalni 

ravenki na semejstvoto vektorski linii na dadenoto vektorsko 
pole 


a(M). 

 Primer 1. Da se najdat vektorskite linii na poleto 

          
a z y i x z j y x kM       . 

 Proekciite na dadenta vektorska funkcija se 

a z y a x z a y xx y z     , , .  

 Diferencijalnite ravenki na vektorskite linii na poleto se 

dx

z y

dy

x z

dz

y x






.     () 

 Od svojstvoto na proporciite sleduva integrabilnata 
kombinacija 
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dx dy dz dz

y x

 


0
   odnosno   dx dy dz   0 , 

a so integrirawe se dobiva prviot integral na sistemot ravenki () 

x + y + z = C. 

 Ako prviot odnos od simetri~niot sistem () se pomno`i so x, 

vtoriot so y, tretiot so z i se soberat se dobiva vtorata integrabilna 
kombinacija 

x dx + y dy + z dz = 0, 

od kade {to so integrirawe se dobiva vtoriot prv integral na 

sistemot  () 

x y z R2 2 2 2   .  

 Vektorskite linii pretstavuvaat kru`nici {to se dobivaat 
kako preseci na sferi so centar vo koordinatniot po~etok i ramnini: 

x y z R2 2 2 2   , 

x + y + z = C. 
 

Zada~i za ve`bawe 

 1. Da se najdat vektorskite linii na poleto 

      
a y z i x j x kM     . 

Odg.:  y   z = C,   x y z R2 2 2 2   .  

  2. Da se najdat vektorskite linii vo poleto na vektorskata 

funkcija 

  
a C r=  , 

kade {to 

C  e konstanten vektor, a 


r -vektor na polo`ba na to~ka od 

poleto. 

 Upatstvo: Diferencijalnite ravenki na vektorskite linii se  

dx

C z C y

dy

C x C z

dz

C y C x2 3 3 1 1 2






.  

Odg.:  Ravenkite na vektorskite linii se:  C1 x + C2 y + C3 z = A, 

   x y z R2 2 2 2   .  

 

 



MATEMATIKA II 

 

398

6. DIVERGENCIJA NA VEKTORSKO POLE 
 

 Ako Hamiltonoviot operator-nabla  

   







x

i
y

j
z

k
  

,  

skalarno se primeni na dadeno vektorsko pole (vektorska 
funkcija)  

          
a a x y z i a x y z j a x y z kx y zM   , , , , , , , 

se dobiva skalar koj se vika divergencija na vektorskoto pole i 

se ozna~uva so  div

a  t.e. 

    
 
a

a

x

a

y

a

z
div ax y z










.   (1) 

 Spored toa, divergencija na edno vektorsko pole e 
skalarno pole. 

 Za vektorskoto pole   
a x,y,z   vikame deka e solenoidalno  

ako 

div a


= 0. 

 Za edno vektorsko pole  
a M  vikame deka e potencijalno 

pole ako postoi skalarna funkcija  u x,y,z  takva {to 


a grad u= . 

 Pritoa  u x,y,z  se vika potencijal na poleto. 

 Divergencijata gi ima slednive svojstva: 

10  div C


= 0, 

20   div C a C b C div a C divb1 2 1 2

   
+ = + ,  

30  div Cu C gradu
 

= , 

40     div ua ua a u u a agradu udiva
     
      = , 

kade {to 

C  e konstanten vektor, C1 i C2 se skalarni 

konstanti, 

a  i 


b  vektorski poliwa i  u  skalarno pole. 
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 To~nosta na ovie svojstva lesno se proveruva ako se imaat 
predvid definiciite na gradient i divergencija. 

 Na primer, za svojstvoto 40 imame 

       div ua
x

ua
y

ua
z

ua

u

x
a u

a

x

u

y
a u

a

y

u

z
a u

a

z

u
a

x

a

y

a

z
a

u

x
a

u

y
a

u

z

udiva a gradu

x y z

x
x

y

y

z
z

x y z
x y z



 

   

 






  









  







 

  








    
















































+ .

 

 Primer 1. Da se najde divergencijata na edini~niot radius 
vektor 



r
r

r0  .  

  Spored (1) imame 

    

 
   

div
r

r
div

xi y j zk

x y z

x

x

x y z y

y

x y z z

z

x y z

x y z

x y z x y z r




  




 

 



 











   











   











 


 

 


 


2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2
3

2 2 2
1

2

2 2 2










.

 

 

Zada~i za ve`bawe 

 1. Da se najde div a


 za vektorskoto pole 

   


a f r
r

r
M  ,  

kade {to  r x y z  2 2 2
  

Odg.: div a


=2
 

 f r

r
f r  .  
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 2. Da se najde divergencijata na privle~nata sila 

 
F

mr

r
= - 3  

na to~kata so masa m {to se nao|a vo koordinatniot po~etok. 

Odg.:  divF


= 0. 

 3. Da se poka`e deka 

div grad u
u

x

u

y

u

z
  












2

2

2

2

2

2 . 

(Operatorot    2
 se vika Laplasov operator i ~esto se 

ozna~uva so    

 =  









2

2

2

2

2

2x y z
  . 

 So pomo{ na Laplasoviot operator dadeniot izraz mo`e da se 
zapi{e vo vid 

u =    u 2u. ) 

 

7. ROTACIJA NA VEKTORSKO POLE  

 

 Ako operatorot nabla 

   







x

i
y

j
z

k
  

,  

se primeni vo vid na vektorski proizvod na dadeno vektorsko 
pole 

          
a a x y z i a x y z j a x y z kx y zM   , , , , , , , 

se dobiva vektor koj se vika rotacija (rotor) na dadenoto 
vektorsko pole i se ozna~uva so rot a


, t.e. 

   ,
 

  

a rot a

i j k

x y z
a a ax y z

=









 

=


















a

y

a

z
i

a

z

a

x
j

a

x

a

y
kz y x z y x









  







  











  
. 
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 Od definicijata na rotacija sleduvaat nekoi ravenstva 
kako  

 10   rot

C = 0,  

 20    rot C a C b C rota C rotb1 2 1 2

   
+ + , 

 30      rot ua grad u a urota
  
 , , 

kade {to 

C  e konstanten vektor, S1 i S2 skalarni konstanti, 


a  i 

b  vektorski funkcii definirani vo isto pole i u(x,y,z) e 
skalarno pole. 

Nie }e go doka`eme ravenstvoto 30. Od definicijata na 
rotor sleduva:  

    











zyx uauaua
zyx

kji

au,aurot




=  

       

   

 






 








 


























y
ua

z
ua i

z
ua

x
ua j

x
ua

y
ua k

z y x z

y x

 


 

 








  









 

 






  







 

 








  









 






































u

y
a

u

z
a i u

a

y

a

z
i

u

z
a

u

x
a j u

a

z

a

x
j

u

x
a

u

y
a k u

a

x

a

y
k

z y
z y

x z
x z

y x

y x

 

 

 

 

= grad u a urota,
 
 .  

 
 40 Vektorskoto pole e potencijalno (bezviorno ili 
lamelarno) ako i samo ako vo sekoja negova to~ka  rota


 0. 

 Neka 

a  e potencijalno pole, t.e. postoi skalarna 

funkcija  u(x,y,z)  takva {to  

a = gradu. Toga{ 
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rot a

i j k

x y z
u

x

u

y

u

z



  

=


















  

 








  









  









 


 


 


 


 


 


 

2 2 2 2 2 2

0
u

y z

u

y z
i

u

x z

u

x z
j

u

x y

u

x y
k

  
. 

 Obratno, ako rota

 0 , toga{ imame 




















a

y

a

x

a

z

a

y

a

x

a

z
x y y z z x  , , . 

Ovie ravenstva pretstavuvaat uslov za izrazot 

a dx a dy a dzx y z   

da pretstavuva totalen diferencijal na nekoja funkcija u(x,y,z), 
(vidi gl.IV. t.8.), pritoa proekciite na vektorot 


a(M) se 

a
u

x
a

u

y
a

u

zx y z  









, , . 

Toa zna~i deka vektorot 

a(M) e gradient na skalarnoto 

pole u(x,y,z), t.e. 

a(M) = gradu. 

 Vektorskoto pole 

a(M) se vika Laplasovo pole ako vo 

sekoja to~ka na poleto  rota

 0   i  diva


 0. 

Ako vo sekoja to~ka na vektorskoto pole 

a(M), rota


 0  i 

diva

 0, toga{ poleto se vika slo`eno pole. 

 Primer 1. Da se najde rotacijata na vektorskoto pole 

    
a f r rM   

kade {to  r x y z  2 2 2 . 
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 Od svojstvoto 30 sleduva: 

      rot f r r grad f r r f r rotr
  
 , = 

     


 






 

f r

r
x i y j z k r f r rotr
    

,  

=                f r r r f r rotr f r f r
  
0 0 0 0, . 

 

Zada~i za ve`bawe 

 

1. Da se najde rotorot na vektorskoto pole 

1)  
  
a xi yj zk   . 

Odg.: rota

 0 . 

  2)  
   
a

x

yz
i

y

xz
j

z

xy
k   . 

Odg.:  rota
xyz

y

z

z

y
i

z

x

x

z
j

x

y

y

x
k

   
 









  









  





















1 2 2 2 2 2 2

. 

  

2. Da se najde  rot ra


 kade {to r x y z  2 2 2  i 

a  e 

konstanten vektor. 

Odg.:  rot ra


 
 


 


r a

r

,
. 

  

3. Da se najde  rot a r
 
, , kade {to 


a  e konstanten vektor i 

  
r x i y j z k    

Odg.:  rot a r
 
, = 2


a . 
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8. KRIVOLINISKI INTEGRAL  

NA VEKTORSKO POLE. CIRKULACIJA 
  

Neka e dadeno vektorskoto pole    
a a r  i vo nego edna 

orientirana kriva L zadadena so vektorskata ravenka    
r r t   

 Lakot AB od taa kriva so radius-vektorite  
r i ni  12, ,...,  

go podeluvame na elementarni delovi i vpi{uvame poligonalna 
linija ~ii temiwa se to~kite 

A  M0, M1, M2, ..., Mi  1, Mi, ..., Mn  B, (sl. 7.5). 

 Strani na poligonal-
nata linija se vektorite 

   
  
r r rn1 2, , ..., . 

 Na sekoja strana 

ri  

izbirame po edna koja i da 
bilo to~ka. Koga brojot na 
stranite na poligonalnata 
linija beskrajno se 
nagolemuva, taka {to 
dol`inite na stranite se 
stremat  kon  nula,  

izbranite to~ki }e se najdat na krivata. Vrednosta na 
vektorskoto pole vo izbranata to~ka e 


ai . Ja sostavuvame sumata 

od skalarnite proizvodi 

       
a r a r a r a rn n i i

i

n

1 1 2 2
1

      

... .  (1) 

Ako postoi grani~na vrednost na sumata (1) koga n  
i dol`inata na najgolemata strana 


ri  te`i kon nula, taa 

granica ja vikame krivoliniski integral na vektorskoto pole 
po lakot AB na krivata L  i se ozna~uva so simbolot 

   lim
max

n
r

i i
i

n

i

a r a r dr





 





    

0
1 AB

.   (2) 

 Ako vektorskoto pole e zadadeno so vektorskata funkcija  

           
a r P x y z i Q x y z j R x y z k  , , , , , , , 

radius-vektorot 

   
r x i y j z k    

 
Sl. 7.5. 
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i 

dr dx i dy j dz k
   
   , 

zamenuvaj}i gi vo (2) se dobiva 

      
a dr P x y z dx Q x y z dy R x y z dz   , , , , , ,

ABAB

.  (3) 

Toa e krivoliniski integral od vtor vid ~ii svojstva se 

poznati (vidi gl. IV, t.3.). 

 Ako vektorskoto pole e pole na sili, vrednosta na ovoj 
integral }e ja pretstavuva rabotata {to ja izvr{uva taa sila pri 

premestuvawe na materijalnata to~ka po patot AB.  

Za vektorskite poliwa so nekoja druga priroda toj inte-
gral }e ima nekoe drugo fizi~ko zna~ewe. 

 Koga krivata L e zatvorena kriva, toga{ 
krivoliniskiot integral se vika cirkulacija na vektorskoto 
pole 


a  po lakot na krivata L i se ozna~uva : 

C a dr
L

   
.    (4) 

 Sli~no se definira i integral  

 
  

a dr

i j k

P Q R

dx dy dz

   
AB AB

 

 

             
i Qdz Rdy j Rdx Pdz k Pdy Qdx

ABAB AB

. 

 

 Zabele{ka: [toksovata formula 

Pdx Qdy Rdz
x y z

P Q R

dS
SL

   
cos cos cos  









 

zapi{ana vo vektorski vid e 
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     

  

adr i j k

i j k

x y z
P Q R

dS
SL

    cos cos cos  









 

            rota n dS
S


, , 

kade {to 

 
n  cos ,cos ,cos    

e vektorot na normalata na povr{inata S. 
 
 Primer 1. Da se presmeta liniskiot integral na vektorot 

  
a x i y j 3 3  

po dol`inata na prvata ~etvrtina od kru`nicata 
  
r R t i R t j cos sin . 

 Spored (3) imame 

   
 
adr x dx y dy   3 3

ABAB

 

       R t R t R t R t dt3 3 3 3

0

2

cos sin sin cos
/

 

     R t t t t dt4 3 3

0

2

cos sin sin cos
/

 

=  








  R

t t R4
4 4

0

2 4

4 4 2

cos sin
/

. 

 
 Primer 2. Da se presmeta rabotata na poleto na sili 

   
f x i y j z k  2 cos  

po lakot AB na cilindri~nata spirala 

x = a cost,     y = a sint,    z = 2 t, 

pri {to za to~kata A parametarot e t = 0, a za to~kata B 

parametarot e t 
3

2
 . 
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 Vo soglasnost so (3) i od toa {to 

dx x dt a t dt dy ydt a t dt dz z dt dt       sin ,  cos ,  2  

imame 

   
 
f dr x dx y dy z dz    2 cos

ABAB

 

         a t a t a t a t t dt2 2

0

3 2

2 2cos sin sin cos cos
/

 

    








  

a
t

a
t t

a
a

3
3

2

0

3 2 2

3 4
2 2

6
3 2cos cos sin .

/

 

 

Primer 3. Da se presmeta cirkulacijata na vektorskoto 
pole 

   
a y i x j z k    

po prese~nata kriva na povr{inite 

x2 + y2 + z2 = 4,      x2 + y2 = z2 ,     (z > 0). 

 Prese~nata kriva mo`eme da ja zapi{eme i so pomo{ na 
ravenkite 

x2 + y2 = 2,     z = 2  

ili vo parametarski vid 

x t y t z  2 2 2cos , sin , , 

od kade {to 

dx t dt dy t dt dz   2 2 0sin , cos , . 

 Vo soglasnost so formulata (4) imame 

C a dr y dx x dy z dz
LL

      
 

           2 2 2 2
0

2

sin sin cos cost t t t dt


 

    =       2 2 42 2

0

2

0

2

sin cost t dt t
 

 . 
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Zada~i za ve`bawe 

 

1. Da se najde rabotata ~to ja izvr{uva silata 

   
  
f a y i y a j   2 , 

po prviot lak na cikloidata 

x = a(t  sint),     y = a(1  cost). 

Odg.:  a2. 

2. Da se presmeta rabotata na silovoto pole 

   
a

y
i

z
j

x
k  

1 1 1
 

po otse~kata {to gi svrzuva to~kite M(1,1,1) i N(2,4,8). 

Odg.:  8
20

21
ln2. 

 3. Da se najde cirkulacijata na vektorskoto pole 

   
a y i x j k    3  

po kru`nicata 

(x  2)2 + y2  = 1,     z = 0. 

Odg.:  2

 4. Da se presmeta cirkulacijata na vektorskoto pole 

   
a y i z j x k    

po zatvorenata kriva L: 

x 2 + y 2 + z 2 = R 2 ,  z = 0. 

Odg.:   

 5. Da se najde cirkulacijata na vektorot 

   
a y i x j z k  2 2 2

 

po zatvorenata kontura L koja se dobiva vo presek na paraboloidot  

x2 + z 2 = 1  y  so koordinatnite ramnini. 

Odg.:  
30

31
 . 
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9. POVR[INSKI INTEGRAL  

NA VEKTORSKO POLE (FLUKS) 

 Neka e zadadeno vektorskoto pole  
a M  i vo toa pole 

orientirana povr{ina S. Povr{inata S so edna koja i da bilo 

mre`a od linii ja podeluvame na n elementarni delovi ~ii 
plo{tini se  

S1, S2, ..., Sn . 

 Vo sekoj elementaren del Si izbirame po edna koja i da 

bilo to~ka Mi . Vrednosta na poleto vo taa to~ka neka e 

ai . 

 Sekoj elementaren del mo`e da se pretstavi so vektorot 

 
 
S S ni i i  , 

~ij intenzitet Si e plo{tinata na toj del i 

ni  e edini~en vektor 

na normalata na povr{inata vo to~kata Mi . 

 Ja sostavuvame sumata od skalarnite proizvodi 

 
a Si i

i

n





1

.    (1) 

 Grani~nata vrednost na sumata (1) koga n  i 
plo{tinata  Si  na najgolemiot elementaren del se stremi 
kon nula e povr{inski integral na vektorskoto pole 


a  po 

povr{inata S, t.e. 

 lim
max
n

S

i i
Si

n

i

a S a dS


 
 




0 1

   
.   (2) 

 Ovoj integral se vika protek (fluks) na vektorskoto 

pole 

a  niz dadenata povr{ina S. 

 Elementot dS


 e naso~en kako normalata na povr{inata 
(sl. 7.6). Ako edini~niot vektor na normalata e 

 
n  cos ,cos ,cos   , 

toga{ 

dS n dS
 
  

pa imame 

    
  

a dS an dS adSn
SSS

pr .  (3) 
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 Ako vektorskoto pole e zadadeno so vektorot 

        
a P x y z i Q x y z j R x y z k   , , , , , ,  

toga{ zamenuvaj}i gi vo (3) vektorot  
a M  i vektorot 


n  preku 

nivnite proekcii se dobiva 

     
  

adS a n dS
SS

,  P Q R dS
S

cos cos cos    .        (4) 

 Koristej}i gi ravenstvata 

 dScos = dydz, 

 dScos = dxdz, 

 dScos = dxdy, 

kade {to dydz, dxdz, dxdy  se 

proekciite na elementot dS na 
soodvetnite koordinatni ram-
nini, protekot na vektorot mo`e 
da se zapi{e i vo vid 

   Pdydz Qdxdz Rdxdy
S

  (5) 

 

 Presmetuvaweto na ovoj povr{inski integral kako {to e 

poznato (vidi gl. IV  t.7.) se sveduva na presmetuvawe na dvoen 
integral 

          P x y z y z dydz Q x y x z z dxdz
DD

, , , , , ,
21

 

(6) 

         R x y z x y dxdy
D

, , ,
3

, 

kade {to D1, D2, D3 se proekciite na povr{inata S soodvetno vo 

yOz, xOz i xOy ramnina. Znakot pred integralot se izbira 

spored znakot na cos, cos cos. 
 Ako S e zatvorena povr{ina koja ograni~uva prostorna 

oblast V i se izbere nasokata na normalata kon nadvor, toga{ 

stanuva zbor za protek od vnatre{nosta na povr{inata S kon 
nadvor i se pi{uva 

 

 

Sl. 7.6. 
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  andS
S

.    (7) 

 Ako vektorot  
a M  pretstavuva pole na brzini na 

istekuvawe te~nost, toga{ integralot (3) go dava koli~estvoto 

te~nost {to protekuva niz povr{inata S za edinica vreme. 

 Koga  e zatvorena povr{ina {to ja ograni~uva 

prostornata oblast V, toga{ integralot (7), goleminata na 

protekot niz povr{inata S, ja dava razlikata me|u koli~estvoto 

te~nost {to se izleva i taa {to se vleva vo oblasta V za edinica 
vreme. 

 Na delovite na povr{inata S na koi    
a dS,  e ostar, 

skalarniot proizvod   
a dS,  > 0 pa }e imame istekuvawe te~nost 

od oblasta V. Na delovite na povr{inata S na koi    
a dS,  e tap 

imame   
a dS,  < 0, pa }e imame vlevawe na te~nost vo oblasta V. 

 Fluksot e pozitiven ( > 0) koga od oblasta V pove}e 
te~nost se izleva od kolku {to se vleva, a toa uka`uva na 
postoewe na izvori vo taa oblast. 

 Fluksot ima negativna vrednost ( < 0) koga vo oblasta V  
pove}e te~nost se vleva otkolku {to se izleva, a toa uka`uva na 
postoewe na ponori vo taa oblast. 

 Ako  = 0, toga{ od oblasta V tolku te~nost se izleva 

kolku i {to se vleva, a toa zna~i deka vo dadenata oblast nema 
nitu izvori nitu ponori ili nivnata mo} e ednakva i se 
kompenzira. 

 Formulata na Gaus-Ostrogradski 

 

 








  
P

x

Q

y

R

z
dxdydz P Q R dS

V S

 








     cos cos cos  

 

mo`e da se napi{e vo vektorski vid 

 

 div a dx dy dz a n dS
SV

  
  , .   (8) 
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 Okolu to~kata M vo vektorskoto pole  
a M  neka 

opi{eme povr{ina S {to ja ograni~uva oblasta V. Odnosot na 

protekot niz povr{inata S i volumenot V 

  
a n dS

V
S

,
, 

mo`e da se razgleduva kako sredna gustina na izvorot vo 

prostorot V na edinica volumen. 

 Minuvaj}i na granica, koga V se namaluva i se stremi kon 

to~kata M , se dobiva gustinata na izvorot vo taa to~ka. 

 Ako na levata strana vo formulata na Gaus-Ostrogradski 
(8) ja primenime teoremata za sredna vrednost se dobiva: 

     div a V a n dS V
S

  
M

M
1

1   , , . 

 Ako V se stremi kon to~kata M, toga{ i to~kata M1 se 

stremi kon to~kata M pa imame 

 
div a

a n dS

VV

S
 





lim

,

M
. 

 Zna~i, gustinata na izvorot vo dadena to~ka e 
divergencija na poleto 


a  vo taa to~ka. 

 Vektorskoto pole za koe divergencijata e ramna na nula 
nema nitu izvori nitu ponori. 

 Analogno se definira i povr{inskiot integral 

 

  
  

a dS

i j k

P Q R

dydz dxdz dxdySS

,    

 

            
i Qdxdy Rdxdz j Rdydz Pdxdy k Pdxdz Qdydz

SSS

. 
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 Primer 1. Da se presmeta fluksot na vektorot na polo`ba 

r   x i y j z k

  
 

niz kru`niot cilindar 

x 2 + y 2 = R 2 ,          0  z H. 

 Povr{inata S se sostoi od dolnata osnova S1, gornata osnova S2 

i obvivkata S3 na cilindarot, (sl. 7.7). 

 Fluksot niz celata po-
vr{ina na cilindarot e 

    
r dS

S

,  

            
rdS rdS rdS

S S S1 2 3

. 

 Za povr{inata S1 (dol-
nata osnova na cilindarot) 

radiusot na polo`bata 

r  e 

normalen na normalniot vektor 

na taa povr{ina 

n , zatoa 

skalarniot proizvod   
r dS,  0 . 

Za taa povr{ina i integralot 

 
rdS

S1

0  . 

 Za povr{inata S2 


r  dS r n dS r dS HdS
   
  , cos  

zatoa integralot e 

 
rdS H dS Hr

S S

  
2 2

2 , 


n  e edini~en vektor na nadvore{nata normala na taa povr{ina, a 

dS dS


. 

 Za povr{inata S3 , 


r  dS R R z RdS

      cos cos cos cos    0  

zatoa imame 

 
Sl. 7.7. 



MATEMATIKA II 

 

414

   
rdS rn dS R dS R R H

S SS3 33

2 2      , 

kade {to 

n  e edini~en vektor na nadvore{nata strana na obvivkata. 

 Spored toa, fluksot niz celata povr{ina e 

    
r dS

S

,   R H R H R H2 2 22 3  . 

 Primer 2. Da se presmeta protekot na vektorot na poleto 
   
a x i y j z k  2 2 2  

niz obvivkata na konusot 

x2 + y2 = z2,      0  z  H. 

 So pomo{ na formulata 
na Gaus-Ostrogradski }e go 
presmetame protekot niz celata 
povr{ina na konusot, (sl, 7.8). 

      
a n dS div a dxdydz

S V

,  

       2 x y z dxdydz
V

 

      


2
2 2

dxdy x y z dz
x y

H

D

. 

Ako mineme vo polarno-ci-

lindri~ni koordinati oblasta D 
e krugot 

0 2 0     , H  

pa imame 

    2
00

2

d d z dz
HH

      




cos sin  

       








 2

2

2

00

2

d z
z

d
H H

     




cos sin  

  

=    2
2 2

2
2

3
3

00

2

d H
H

d
H

       





cos sin cos sin    








   

 
Sl. 7.8. 
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        








 2

3 4 4 8

3 2
2

4 4

0

2

0

H
H

d

H

cos sin cos sin 





 





 

        






2

3 4 4 8

4 4 4 4

0

2 H H H H
dcos sin cos sin    



   








 2

12 8 2

4 4

0

2 4H H H
sin cos  




. 

Protekot niz obvivkata }e go najdeme kako razlika na dobieni-

ot protek i protekot niz osnovata na konusot 1. Bidej}i osnovata na 

konusot vo ramninite yOz i xOz se proektira vo otse~ki, Spored (5) 
ostanuva samo 

1
2 2 2 4

1

     z dxdy H dxdy H d d H
S D D

    . 

Protekot niz obvivkata na konusot e 

  2 1

4
4

4

2 2
     

H
H

H



. 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

1. Neposredno i so primena na formulata na Gaus-

Ostrogradski, da se presmeta protekot na vektorot na polo`ba 


r   x i y j z k

  
 

niz prav kru`en konus ~ij vrv e vo koordinatniot po~etok, so radius na 

osnovata R i visina H. 

Odg.:  R2H. 

 2. Da se presmeta fluksot na vektorskoto pole 


r   x i y j z k

  
 

niz delot od nadvore{nata strana na paraboloidot  z = x2  + y2 {to se  

nao|a vo prviot oktant i e ograni~en so ramninata  z = h. 

Odg.:  
h2

8
. 
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 3. Da se presmeta fluksot na vektorskoto pole 

   
a x i y j z k  2  

niz nadvore{nata strana na sferata 

x2 + y2 + z2 = 4. 

Odg.:  
3

64
. 

 4. Da se presmeta fluksot na vektorot 

   
a yz i xz j xy k    

niz polnata nadvore{na povr{ina na piramidata, ~ii temiwa se 

to~kite A(2,0,0), B(0,1,0), C(0,0,2), O(0,0,0) i potoa da se presmeta 
fluksot samo niz obvivkata na piramidata. 

Odg.:    0
1

61, . 

 5. So primena na formulata na Gaus-Ostrogradski da se 

presmeta protekot na vektorskoto pole 

   
a x i y j z k  3 3 3

 

niz celokupnata povr{ina na konusot 

x2  + y2  = z2,     0  z  H. 

Odg.:  
9

10
5H . 



 
 
 

GLAVA VIII 
 
 

ELEMENTI OD DIFERENCIJALNATA  
GEOMETRIJA 

 

1. TANGENTA I NORMALNA RAMNINA NA KRIVA 

 

 Neka e dadena kriva (L) so vektorskata ravenka 

             
r r t x t i y t j z t k    .  (1) 

 Vo gl. VII t.2 vidovme deka izvodot na vektorot (1)  

r 
dr

dt


=

dx

dt
i

dy

dt
j

dz

dt
k

  
   =   x i y j z k

  
  ,  (2) 

go ima pravecot na tangentata vo to~kata M0 na krivata (L), 
(sl.8.1). 

 Ako so 

R  go ozna~ime 

vektorot na polo`ba na koja i 

da bilo to~ka T na tangentata 

na krivata (L) vo to~kata M0, 
toga{ vektorskata ravenka na 
tangentata e 


R  = 


r0   +  

r t0 , (3) 

kade {to  e skalaren parame-
tar. 

 Vektorskata ravenka 
(3) mo`e  da se zameni so trite  

skalarni ravenki 

x = x0 +   x t0 , y = y0 +   y t0 ,    z =z0 +   z t0 ,  (4) 

kade {to x0, y0, z0 se koordinati na to~kata M0, a x, y, z se 

koordinati na koja i da bilo to~ka T od tangentata. 

 
Sl. 8.1. 
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 Ovie ravenki mo`e da se zapi{at i vo kanoni~en 
(simetri~en) vid 

     
x x

x t

y y

y t

z z

z t







0

0

0

0

0

0  
.   (5) 

 Pravata {to e normalna na tangentata i minuva niz 
dopirnata to~ka M0 se vika normala na prostornata kriva vo 
taa to~ka. Niz to~kata M0 mo`e da se povle~at bezbroj mnogu 
normali na tangentata vo taa to~ka. Site tie normali le`at vo 

ista ramnina koja se vika normalna ramnina. Vektorot  r t0  e 

normalen vektor na taa ramnina, zatoa ravenkata na normalnata 
ramnina e 

  x t x x0 0  +   y t y y0 0  +   z t z z0 0  = 0,  (6) 

kade {to x, y i z se koordinati na koja i da bilo to~ka od taa 

ramnina i x0, y0, z0 se koordinati na to~kata M0  na krivata (L). 
 

Primer 1. Da se napi{at ravenkite na tangentata i 
ravenkata na normalnata ramnina na krivata 

x = 2t,  y = lnt,   z = t2, 
vo to~kata  t = 1. 

 Za  t = 1,  koordinatite na to~kata M0 se  x0 = 2,  y0 = 0,  z0 = 1. 

 Spored (5) imame 

     
x

x

y

y

z

z


 

2

1 1

1

1  
, 

kade {to 

   

   

   

 ,  ;

 ,  ;

 ,  ,

x t x

y t
t

y

z t t z

 

 

 

2 1 2

1
1 1

2 1 2

 

pa imame 

x y z
 

2

2 1

1

2
. 

 Ravenkata na normalnata ramnina vo to~kata M0(2,0,1) na 
dadenata kriva e 

2(x2) + y + 2(z1) = 0 
ili 

2x + y + 2z = 6. 
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 Neka krivata (L) e zadadena kako presek na dve povr{ini 

F(x,y,z) = 0,     (x,y,z) = 0.   (7) 

Toga{ zemaj}i go x za parametar, ravenkite na tangentata vo 

to~kata  M0(x0,y0,z0)  se  

x x y y

dy

dx

z z

dz

dx
























0 0 0

1

0 0M M

 .    (8) 

 Izvodite  
dy

dx
 i 

dz

dx
 }e gi najdeme od sistemot ravenki 



















F

x

F

y

dy

dx

F

z

dz

dx

x y

dy

dx z

dz

dx

    

    

0

0

,

,

 

koj se dobiva so diferencirawe na ravenkite (7) po 

promenlivata x. 

 Ako  
dy

dx
 i 

dz

dx
  se izrazat preku parcijalnite izvodi na 

funkciite (7) zamenuvaj}i vo ravenkite (8) se dobivaat 

ravenkite na tangentata na krivata (L) vo to~kata M0 vo vid 

x x

F

y

F

z

y z

y y

F

z

F

x

z x

z z

F

x

F

y

x y







0 0 0

0
0

0





































M
M

M

 . (8') 

 Ravenkata na normalnata ramnina na krivata (L) vo 

to~kata M0 mo`e da se zapi{e vo vid 

     




































F

y

F

z

y z

x x

F

z

F

x

z x

y y

F

x

F

y

x y

z z

M M M0 0 0

0 0 0 0        (9) 

ili vo vid 
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x x y y z z

F

x

F

y

F

z

x y z

  























































0 0 0

0 0 0

0 0 0

0



















.   (10) 

 Do istite formuli mo`e da se dojde ako promenlivite x, 
y, z se izrazat preku nekoj parametar t. 

 Formulite (8') i (9) imaat smisla samo ako barem edna od 
dvorednite determinanti e razli~na od nula. 

 

Primer 2. Da se napi{at ravenkite na tangentata i 
ravenkata na normalnata ramnina na krivata 

2x2 + 3y2 + z2 = 47, 

         x2 + 2y2 = z 

vo to~kata M0(2,1,6). 

 Krivata e zadadena kako presek na elipsoid i paraboloid, 
zatoa ravenkite na tangentata spored (8') se  

x

F

y

F

z

y z

y

F

z

F

x

z x

z

F

x

F

y

x y







2 1 6

0
0

0





































M
M

M

 . 

 Parcijalnite izvodi se : 

























F

x
x

F

y
y

F

z
z

x
x

y
y

z

  

   

4 6 2

2 4 1

, , ;

, , .

 

 Vrednostite na parcijalnite izvodi vo dadenata to~ka se: 
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

















F

x

F

y

F

z

x y z







  









 







 







  









 







  

M M M

M M M

0 0 0

0 0 0

8 6 12

4 4 1

, , ;

, , .

 

 Zamenuvaj}i gi vrednostite na parcijalnite izvodi vo 
ravenkite na tangentata se dobiva 

x y z





2

27

1

28

6

4
. 

 Ravenkata na normalnata ramnina e 

27(x+2) + 28(y1) + 4(z6) = 0 
ili 

27x + 28y + 4z + 2 = 0. 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

 Da se napi{at ravenkite na tangentata i ravenkata na 
normalnata ramnina za dadenite krivi vo dadenite to~ki: 

1)  x = a cost,   y = a sint,   z = bt  za  t =


2
. 

Odg.: 
x

a

y a z b

b







0
2



 ;   2ax  2bz + b2  = 0. 

 

2)  x = t  sint,   y = 1  cost,   z = 4 sin
t

2
 vo to~kata 



2
11 2 2







, , . 

Odg.:  

x y z 







2

1

1

1

1

2 2

2
 ;   x y z   2

2
4


. 

 

3)  y 2 +  z 2 = 25,   x 2 + y 2 = 10  vo to~kata  (1,3,4). 

Odg.: 
x y z







1

12

3

4

4

3
;   12x  4y + 3z = 12. 
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2. KRIVINA NA PROSTORNA KRIVA 
 

Vo gl. III t.1.2. vidovme kako se presmetuva dol`ina na 
lak na prostorna kriva. 

Dol`inata na lakot 

M0M = s na dadena kriva se 

menuva ako to~kata M se 
dvi`i po krivata i obratno, 
ako se menuva dol`inata na 
lakot }e se menuvaat i koor-

dinatite x, y, z na to~kata M 
na krivata, (sl. 8.2). Spored 

toa i lakot s mo`e da se zeme 
za parametar. Vo toj slu~aj 
vektorskata ravenka na 
krivata e 

  
r r s ,          (1) 

a parametarskite ravenki se  

x = x(s),   y = y(s),   z = z(s). 

 Parametarskite ravenki na krivata koga za parametar 
se zema dol`inata na lakot s meren od nekoja opredelena to~ka 
na krivata, se vikaat prirodni ravenki na krivata. 
 Izvodot na vektorot 

          
r s x s i y s j z s k    

{to go ozna~uvame so  r s , spored definicijata za izvod na 

vektorska funkcija po skalaren argument e 

 dr

ds
r s

dx

ds
i

dy

ds
j

dz

ds
k

   
     .   (2) 

Vektorot  r s  go ima pravecot na tangentata na krivata 

vo to~kata M i u{te toj e edini~en vektor-ort na tangentata vo 

to~kata M, 

  






 







 







 

 
r s

dx

ds

dy

ds

dz

ds

dx dy dz

ds

2 2 2 2 2 2

2 1. 

(Toa sleduva od ekvivalentnosta na beskrajno malite golemini 



r  i s  koga s 0, t.e. lim




s

r

s


0
1


). 

 
Sl. 8.2. 
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 Ovoj edini~en vektor go obele`uvame so 

t , t.e. 

dr

ds
t t

  
 , 1 .    (3) 

Izvod na edini~en vektor e vektor normalen na nego. 

Navistina, bidej}i  

t  1 imame 

  
t t,  1. 

Ako diferencirame levo i desno se dobiva 

      
   t t t t, , 0 

odnosno 

2  
 t t, 0 ,       

 t t, 0 , 

od kade {to sleduva deka vektorite  

t  i 


t  se zaemno normalni. 

 So toa doka`avme deka vektorot 

 dt

ds
t

d r

ds
r s


 


    

2

2     (4) 

e normalen na tangentniot vektor  
 


t

dr

ds
r s   . 

 Ponatamu }e vidime koe e geometriskoto zna~ewe na ovoj 
izvod. 

 Ako to~kata na kri-
vata (sl. 8.3) si ja promeni 
polo`bata i mine od to~kata 

M vo to~kata M1, toga{ tan-
gentata }e go promeni pra-

vecot za agol   . 

 Triagolnikot M1PQ e 
ramnokrak zatoa {to 

  
t t t   . 

 Od triagolnikot M1PQ 
sleduva 

PQ t t 
 

2
2

sin


= 

        2
2

sin


. Sl. 8.3. 
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 Ako dvete strani na ova ravenstvo gi podelime so s se 
dobiva 















t

s s s
  2 2 2

2

sin sin
 . 

 Koga s 0, toga{ i  0 zatoa 

lim
sin





s


0

2

2

1 , 

pa minuvaj}i na grani~na vrednost se dobiva 

lim lim
 





s s

t

s

dt

ds s 
 

0 0

 
 .   (5) 

Odnosot me|u promenata na agolot  na tangentata, koga 

to~kata ja menuva svojata polo`ba od to~kata M vo to~kata M1, 

i promenata na dol`inata na lakot s  po lakot AB, zemen po 
apsolutna vrednost, kako i za ramninska kriva, se vika sredna 
krivina na dadenata kriva (L) na lakot MM1. Grani~nata 

vrednost na toj odnos koga s 0 se vika krivina na krivata vo 

to~kata M, 

K
ss




lim



0

 . 

Od ravenstvata (4) i (5) sleduva 

K
dt

ds

d r

ds
r   

 
2

2  .   (6) 

Zna~i, intenzitetot na vektorot  
r s  pretstavuva 

krivina na krivata vo dadena to~ka (prva krivina na 

krivata), a recipro~nata vrednost 
1

K
 se vika radius na 

krivinata  vo dadena to~ka i se ozna~uva so R, t.e. 

R
K


1

.    (7) 

 Vektorot  
 
K r    se vika vektor na krivinata. 
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 Pravata {to minuva niz to~kata M i go ima pravecot 

na vektorot 
dt

ds


 se vika glavna normala na krivata  vo taa 

to~ka.  

Edini~niot vektor na glavnata normala }e go ozna~ime 
so 

n , pa vektorot 

dt

ds


 = K


n ,     


n  = 

1

K

dt

ds


.   (8) 

Toj e naso~en kon konkavnata strana na krivata. 

 

2.1. Presmetuvawe na krivinata 

 

1)  Krivata e zadadena so prirodni ravenki 

           
r r s x s i y s j z s k    . 

 Spored (6) i (7) imame 

K
R

dt

ds
r   

1



. 

Bidej}i  


      

          r
d r

ds

d x

ds
i

d y

ds
j

d z

ds
k x i y j z k

2

2

2

2

2

2

2

2  

za krivinata ja dobivame slednava formula 

K
R

x y z      
1 2 2 2

. 

 

 Primer 1. Da se napi{at prirodnite ravenki na vintovata 
linija zadadena so parametarskite ravenki 

x = a cost,    y = a sint,     z = bt. 

Potoa da se presmeta krivinata vo proizvolna to~ka na krivata. 

 Kako {to ka`avme, prirodnite ravenki na krivata se 
parametarskite ravenki 

x = x(s),     y = y(s),     z = z(s) 

vo koi parametar e dol`inata na lakot od edna dadena to~ka do 
proizvolna to~ka na krivata. 
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 Spored formulata za dol`ina na lak 

s x y z dt
t

     2 2 2

0

, 

kade {to 

 sin ,  cos , x a t y a t z b     

imame 

s a b dt a b t
t

    2 2

0

2 2
. 

Sleduva 

t
s

a b


2 2
 

i prirodnite ravenki na krivata se 

x a
s

a b



cos

2 2
,     y a

s

a b



sin

2 2
,     z

bs

a b


2 2
. 

 Krivinata vo koja i da bilo to~ka }e ja presmetame po 
formulata 

K x y z     2 2 2
. 

 Izvodite na dobienite parametarski ravenki se 

  
 

x
a

a b

s

a b2 2 2 2
sin ,    

 
y

a

a b

s

a b2 2 2 2
cos , 

 


z
b

a b2 2
, 

  
 

x
a

a b

s

a b
2 2 2 2

cos ,     
 

y
a

a b

s

a b
2 2 2 2

sin ,   z'' = 0. 

 Spored toa imame 

   
K

a

a b

s

a b

a

a b

s

a b

a

a b


 


 




2

2 2 2
2

2 2

2

2 2 2
2

2 2 2 2cos sin . 

 Zna~i, vintovata linija ima postojana krivina. 

 



Gl. VIII  Elementi od diferencijalnata geometrija 

 

427

 2)  Krivata e zadadena so ravenkata 

  
r r t , 

kade {to t e proizvolen parametar. 

 Vo ovoj slu~aj }e smetame deka s e funkcija od t, pa }e 
imame: 

dr

ds

dr

dt

dt

ds

dr

dt
ds

dt

 


   ,    (10) 

d r

ds

d r

dt

dt

ds

ds

dt

dr

dt

d s

dt

dt

ds
ds

dt

2

2

2

2

2

2

2


 


    









, 

odnosno 

d r

ds

d r

dt
ds

dt

dr

dt

d s

dt
ds

dt

2

2

2

2

2

2

2

3


 





















.   (11) 

Od (10) sleduva 

dr

ds

ds

dt

dr

dt

 













 









2 2 2

. 

Bidej}i 

dr

ds


 1, 

imame 

ds

dt

dr

dt







 









2 2
.   (12) 

 Ako ravenstvoto (12) go diferencirame levo i desno po t 
se dobiva 

ds

dt

d s

dt

dr

dt

d r

dt
  

2

2

2

2

 
.    (13) 
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So kvadrirawe na ravenstvoto (11) se dobiva 

K

d r

dt

ds

dt

dr

dt

d s

dt
ds

dt

2

2

2

2

2

3

2


  



























 

, 

K

d r

dt

ds

dt

d r

dt

dr

dt

ds

dt

d s

dt

dr

dt

d s

dt

ds

dt

2

2

2

2 2 2

2

2

2

2 2

2

2

6

2


















  









  







 



















   

. 

 Ako 
ds

dt
 i 

d s

dt

2

2  od (12) i (13) gi izrazime preku izvodite na 

 
r t  se dobiva 

K

d r

dt

dr

dt

d r

dt

dr

dt

dr

dt

d r

dt

dr

dt

d r

dt

dr

dt

2

2

2

2 2 2

2

2

2

2

2

2

2 3

2


















  









 








  





























       

 , 

K

d r

dt

dr

dt

d r

dt

dr

dt

dr

dt

2

2

2

2 2 2

2

2

2 3
















  





























   

 , 

K

dr

dt

d r

dt

dr

dt

dr

dt

d r

dt

dr

dt

2

2

2

2

2 3

2

2

2

2 3























































 



 

 .  (14) 

(Toa sleduva od ravenstvoto 

         
a b ab a b a b a b2 2 2 2 2 2 2 2   cos ,  

           a b a b a b2 2 2
2

sin , ,    
). 
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 Od  (14)  se dobiva 

K

dr

dt

d r

dt

dr

dt











 



2

2

3 .    (15) 

So pomo{ na dobienata formula mo`e da se presmeta 
krivinata vo koja i da bilo to~ka na krivata ako krivata e 

zadadena so ravenkata    
r r t . 

 

Primer 2. Da se najde krivinata na krivata 

x2 = 2az,     y2  = 2bz 

vo to~kata  M0 2
a ab

a
, ,







. 

 Ako zememe x=t, se dobivaat parametarskite ravenki na 
dadenata kriva 

x = t,    y t
b

a
 ,     z

t

a


2

2
. 

 Krivinata vo proizvolna to~ka na krivata }e ja najdeme po 
formulata 

K

dr

dt

d r

dt

dr

dt














 



2

2

3  . 

 Vektorskata ravenka na dadenata kriva e 

   
r t i t

b

a
j

t

a
k  

2

2
. 

Izvodite od prv i vtor red se 

dr

dt
r i

b

a
j

t

a
k


   

    , 

d r

dt
r i j

a
k

2

2 0 0
1


   

      . 
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 Spored toa imame 

 
K

i j k

x y z

x y z

x y z

i j k

b a t a

a

b

a

t

a


 



 










mod   
  

  

mod / /

/

     

2 2 2 3 2

2

3

1

0 0 1

1

 =  

   




 




 

1 1

1

1

1
3

2 2 3

3 2

3
2 2 3

a

b

a
i

a
j

a
a ab t

b

a a

a
a ab t

 

 =  

 

 




 























 

a a a b

a a b
t

a

a b

a b z2 3 32
. 

 Krivinata na krivata vo dadenata to~ka M 0 2
a ab

a
, ,







 e 

 
K

a b

a b




2 3
. 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

 1. Da se presmeta krivinata na krivata 

x = et sint,     y = et cost,     z = et 

vo nejzina proizvolna to~ka. 

Odg.:  
2

3
et

. 

 

 2) Da se najde radiusot na krivinata na krivata 

 
r t t t ln cos , ln sin , 2 ,     0

2
 







t


 

vo to~kata t 


4
. 

Odg.:  2 . 
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3. TORZIJA NA PROSTORNA KRIVA 

 

 Pravata {to e normalna na tangentata i na glavnata 
normala na krivata se vika binormala. Edini~niot vektor na 

binormalata }e go ozna~ime so 

b . Ako vektorot na binormalata 

b go naso~ime taka {to so vektorot na tangentata 

t  i vektorot  

na glavnata normala 

n  da 

gradi desna trojka vektori 
imame 

 
  
b t n , ,    


b  1.      (1) 

 Trite edini~ni vek-

tori 

t , 


n  i 


b  formiraat 

triedar koj se vika priroden 
triedar na krivata vo 

to~kata M, (sl. 8.4). 

 Izvodot na vektorot na 
binormalata e 

 

 db

ds

d

ds
t n

dt

ds
n t

dn

ds





  

 












, , , . 

Bidej}i 

dt

ds
Kn




 , 

prviot sobirok e 

 dt

ds
n K n n


  

, ,





  0, 

zatoa 

db

ds
t

dn

ds


 








, .    (2) 

 
 

Sl. 8.4. 
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 Od definicijata na vektorski proizvod sleduva deka 

vektorot 
db

ds


 e normalen na vektorot na tangentata 


t , a bidej}i 


b  e edini~en vektor, toga{ 

db

ds


 e normalen na vektorot 


b , pa 

sleduva deka toj e kolinearen so vektorot na glavnata normala 
n , t.e. 

db

ds


=T n


.    (3) 

 Intenzitetot T na vektorot 
db

ds


 se vika torzija ili 

vtora krivina na krivata vo to~kata M. 

 Sli~no kako i pri krivinata sega mo`eme da napi{eme 

db

ds s
T

s


 


lim
 0


,   (4) 

kade {to  e agolot me|u binormalite vo to~kite M i M1. 

 Ako krivata e ramninska, toga{ binormalata ne go 
menuva svojot pravec i torzijata vo toj slu~aj }e bide ramna na 
nula. 

 

3.1. Presmetuvawe na torzija 

 

 1) Neka krivata e zadadena so vektorskata ravenka 

           
r r s x s i y s j z s k    , 

kade {to s e dol`inata na lakot na krivata. 

 Ako dvete strani na ravenstvoto (2) skalarno gi 
pomno`ime so 


n  se dobiva 

db

ds
n t

dn

ds
n


  









,  

ili vo vrska so (3) imame 

T t
dn

ds
n









 


, , . 
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 Bidej}i 


  

n
K

dt

ds K

d r

ds
R

d r

ds
  

1 1 2

2

2

2 , 

sleduva 

dn

ds
R

d r

ds

dR

ds

d r

ds

  
  

3

3

2

2  

pa imame 

T
dr

ds
R

d r

ds

dR

ds

d r

ds
R

d r

ds
  










   
, ,

3

3

2

2

2

2 . 

 Od svojstvata na me{an proizvod na vektori sleduva 

T
dr

ds
R

d r

ds
R

d r

ds











  
, ,

3

3

2

2  

odnosno 

T R
dr

ds

d r

ds

d r

ds
 









2

2

2

3

3

  
, , .   (5) 

Bidej}i 

R
d r

ds


1
2

2

  

kone~no imame 

T

dr

ds

d r

ds

d r

ds

d r

ds

 











  



, ,
2

2

3

3

2

2

2     (6) 

t.e. 

T

x y z

x y z

x y z

x y z
 

  
  
  

    2 2 2 .   (6') 
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 2) Neka krivata e zadadena so ravenkata 

  
r r t , 

kade {to t e proizvolen parametar. 

 So diferencirawe na ravenkata na krivata se dobiva 

dr

dt

dr

ds

ds

dt

 
  , 

d r

dt

d r

ds

ds

dt

dr

ds

d s

dt

2

2

2

2

2 2

2

  
 







   , 

d r

dt

d r

ds

ds

dt

d r

ds

ds

dt

d s

dt

d r

ds

ds

dt

d s

dt

dr

ds

d s

dt

3

3

3

3

3 2

2

2

2

2

2

2

2

3

32
    








         , 

d r

dt

d r

ds

ds

dt

d r

ds

ds

dt

d s

dt

dr

ds

d s

dt

3

3

3

3

3 2

2

2

2

3

33
   








      . 

 Me{aniot proizvod na ovie vektori e 

dr

dt

d r

dt

d r

dt

  2

2

3

3,






  

 
dr

ds

ds

dt


d r

ds

ds

dt

dr

ds

d s

dt

d r

ds

ds

dt

2

2

2 2

2

3

3

3  






  







 




 ,  

    

















3

2

2

2

2

3

3

2

2

3

3

6d r

ds

ds

dt

d s

dt

dr

ds

d s

dt

dr

ds

d r

ds

d r

ds

ds

dt

    
, . 

Bidej}i 

ds

dt

dr

dt







 









2 2
, 

se dobiva 

dr

ds

d r

ds

d r

ds

dr

dt

d r

dt

d r

dt

dr

dt

  
  

, ,

, ,
2

2

3

3

2

2

3

3

2 3









 





























. 
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Ako ovoj izraz i izrazot za radius na krivinata  

 

R

dr

dt

dr

dt

d r

dt






























 

2 3 2

2

2

/

,

 

gi zamenime vo (5) se dobiva 

T

dr

dt

d r

dt

d r

dt

dr

dt

d r

dt

 


















  

 

, ,

,

2

2

3

3

2

2

2 .   (7) 

 Recipro~nata vrednost  
1

T
  se vika radius na torzija. 

 

 Primer 1. Da se najde torzijata na vintovata linija 

x = a cost,     y = a sint,     z = bt 

vo proizvolna to~ka. 

 Najprvin }e gi presmetame me{aniot i vektorskiot proizvod 
od formulata za torzija 

dr

dt

d r

dt

d r

dt

a t a t b

a t a t

a t a t

a b

  
, ,

sin cos

cos sin

sin cos

2

2

3

3
20

0









 


 


 , 

dr

dt

d r

dt

i j k

a t a t b

a t a t

ab t i ab t j a k

 
  

  
, sin cos

cos sin

sin cos
2

2
2

0









  

 

   . 

 Spored toa torzijata e 

 T

dr

dt

d r

dt

d r

dt

dr

dt

d r

dt

a b

a a b

b

a b




























  

 

, ,

,

2

2

3

3

2

2

2

2

2 2 2 2 2 . 
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Zada~i za ve`bawe 
 

 1. Da se presmeta krivinata i torzijata na krivata 

 
r t t t 2 2,ln ,  

vo proizvolna to~ka. 

Odg.:  
 

K T
t

t
 



2

2 12 2 . 

 

 2. Da se poka`e deka krivata 

        
r a t b t c i a t b t c j a t b t c k        1

2
1 1 2

2
2 2 3

2
3 3  

vo sekoja svoja to~ka ima torzija nula. [to zna~i toa geometriski. 

 

 3. Da se najde torzijata na krivata 

 
r t t cht cos ,sin ,  

vo proizvolna to~ka. 

Odg.:  
1 2

T

ch t

sht
 . 

 

4. Da se poka`e deka radiusite na krivinata i torzijata na 

krivata 

x2 = 2ay,     x3  = 6a2z 

se ednakvi. 

Odg.: 
 

R
T

y a

a
 

1
2

. 
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4. OSNOVNI PRAVI I RAMNINI 

 

 Neka e dadena krivata   
r r t , (sl. 8.5). 

 Tangentata, glavnata 
normala i binormalata vo 
dadena to~ka M0 na krivata 

  
r r t  se vikaat osnovni 
pravi na krivata vo taa 
to~ka. 

 Vo t.1. gi najdovme ra-
venkite na tangentata na kri-

vata vo to~kata M0 

     
x x

x t

y y

y t

z z

z t







0

0

0

0

0

0  
.      (1) 

 Edini~niot vektor na binormalata e vektorot 

 
  

 
b t n

dr

ds K

d r

ds
 







, ,

1 2

2  

    =  1 2

2

2 2

2 3K

dr

dt

dt

ds

d r

dt

dt

ds

dr

dt

d t

ds

R

r
r r

  


 








  









 , 

 , , 

a od toa sleduva deka binormalata e paralelna so vektorot    ,r r . 

 Spored toa, vektorskata ravenka na binormalata vo 

to~kata M0 e 

 
   
R r r r 0 0 0  , ,   (2) 

kade {to 
  
r r r0 0 0,  ,   se vrednostite na radius-vektorot   

r r t  i 

negovite izvodi vo to~kata M0, a vektorot  
R x y z , ,  e radius-

vektor na koja i da bilo to~ka na binormalata. 

 Kanoni~nite ravenki na binormalata se 

x x

y z

y z

y y

z x

z x

z z

x y

x y







0

0 0

0 0

0

0 0

0 0

0

0 0

0 0

 
 

 
 

 
 

  (2') 

 

 
 

Sl. 8.5. 
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 Pravecot na glavnata normala e opredelen so vektorot 

   
n b t , . 

 Vektorskata ravenka na glavnata normala e 
  
R r n 0  ,    (3) 

a kanoni~nite ravenki na glavnata normala se 

x x

N P

y z

y y

P M

z x

z z

M N

x y







0

0 0

0

0 0

0

0 0     

,   (3') 

kade {to M, N, i P se koordinati na vektorot koj e paralelen so 
binormalata, t.e. 

M
y z

y z
N

z x

z x
P

x y

x y
  
 
  ,

 
  ,

 
 

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

. 

 Vo t.1. ja najdovme ravenkata na normalnata ramnina na 

krivata vo to~kata M0 

x0 (xx0) + y0(yy0) + z0 (zz0) = 0.   (4) 

Oskulatorna ramnina se vika ramninata vo koja le`at 
tangentata i glavnata normala. Taa minuva niz to~kata M0 i e 
normalna na binormalata. Spored toa, vektorskata ravenka na 
oskulatornata ramnina e 

   
R r b 0 0, . 

Bidej}i vektorot na binormalata 

b  e kolinearen so 

vektorot     ,r r   sleduva 

       
R r r r 0 0 0 0,  ,  

t.e. 

    
R r r r 0 0 0 0,  , .    (5) 

 Analiti~kiot izraz za ravenkata na oskulatornata 
ramnina e 

x x y y z z

x y z

x y z

  


0 0 0

0 0 0

0 0 0

0  
  

.   (5') 
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 Vo slu~aj na ramninska kriva oskulatornata ramnina se 
sveduva na ramninata vo koja le`i krivata. 

 Torzijata go poka`uva otstapuvaweto na krivata od 
oskulatornata ramnina. 

 Ako krivata e ramninska kriva, taa ima torzija ramna 
na nula vo sekoja svoja to~ka. 

 Rektifikaciona ramnina se vika ramninata vo koja 
le`at tangentata i binormalata. Zna~i, rektifikacionata 

ramnina minuva niz to~kata M0 i e normalna na glavnata 
normala. Spored toa, vektorskata ravenka na ovaa ramnina e 

   
R r n 0 0, . 

Bidej}i 

   
n b t ,  

sleduva 

     
R r b t 0 0, ,  

t.e. 

    
R r t b 0 0, , .   (6) 

 Analiti~kiot izraz za ravenkata na rektifikacionata 
ramnina e 

x x y y z z

x y z

M N P

  


0 0 0

0 0 0 0   ,   (6') 

kade {to M, N, i P se koordinati na vektorot na binormalata vo 

to~kata M0. 

 Oskulatornata, rektifikacionata i normalnata 
ramnina se vikaat osnovni ramnini. 

 Spored toa, na sekoja to~ka od krivata i pripa|a osnoven 
pravoagolen triedar (priroden triedar) ~ii rabovi se 
tangentata, glavnata normala i binormalata, a strani na toj 
triedar se oskulatornata ramnina, normalnata ramnina i 
rektifikacionata ramnina. 
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 Primer 1. Da se najdat ravenkite na osnovnite pravi i 
ramnini na krivata 

x = et,     y = e-t,     z = t 

vo to~kata  M0(1,1,0). 

 Imame 

 
r0 11 0 , , , 

  , ,r e et t   1 ,       , ,r e et t  0 , 

za  t = 0  imame 

  , ,r0 1 11  ,       , ,r0 11 0 . 

 Ravenkite na osnovnite pravi i ramnini se: 

tangenta: 

x x

x

y y

y

z z

z







0

0

0

0

0

0  
,  

x y z






1

1

1

1 1
; 

normalna ramnina: 

x0(xx0) + y0 (yy0) + z0(zz0) = 0,  x  y + z = 0; 

oskulatorna ramnina: 

x x y y z z

x y z

x y z

  


0 0 0

0 0 0

0 0 0

0  
  

,  

x y z 
 

1 1

1 1 1

1 1 0

0, 

x y 2z = 0; 

 Bidej}i binormalata e normalna na oskulatornata ramnina, 
nejzinite ravenki se: 

x y z








1

1

1

1 2
 . 

 Rektifikacionata ramnina ima ravenka: 

x x y y z z

M N P

x y z

  


0 0 0

0 0 0

0

  
,     

x y z 

 





1 1

1 1 2

1 1 1

0 , 

x + y = 2. 
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 Bidej}i glavnata normala e normalna na rektifikacionata 
ramnina, nejzinite ravenki se: 

x y z





1

1

1

1 0
. 

 

Zada~i za ve`bawe 
 

 1. Da se najdat ravenkite na: tangentata, normalnata ramnina, 

oskulatornata ramnina, binormalata, rektifikacionata ramnina i 
glavnata normala na krivite vo dadenata to~ka 

1)  x = sin t,   y = cos t,   z = tg t 

vo to~kata  M0 
2

2

2

2
1, ,









. 

   Odg.:  t.:  

x y z








2

2
2

2

2
2

1

4
;     n.r.:  x y z  2 2 2 2 ; 

o.r.:  x y z2 3 2 5   ;            b.:  

x y z






2

2
2

2

2
3 2

1

1
; 

r.r.:  13 3 4 2 2x y z   ;       gl.n.: 

x y z











2

2
13

2

2
3

1

4 2
. 

2)  x
t

y
t

z
t

  
4 3 2

4 3 2
, ,  

vo to~kata  M0 4
8

3
2, ,







. 

           Odg.:  t.:  
x y z





4

4

8

3
2

2

1
;            n.r.:  12x + 6y + 3z = 70; 

      o.r.:  3x  12y + 12z = 4;          b.:  
x y z







4

1

8

3
4

2

4
; 

                   r.r.:  12x  15y  18z + 28 = 0;       gl.n.:  
x y z











4

4

8

3
5

2

6
. 
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 2. Da se poka`e deka krivata 

x = 1 + 3t + 2t 2 ,    y = 2  2t + 5t 2 ,    z = 1  t 2  

e ramninska. Da se najde ramninata vo koja le`i krivata. 

Odg.:  2x + 3y + 19z  27 = 0. 

 

 3. Da se napi{at ravenkite na oskulatornata ramnina, 

binormalata i glavnata normala na krivata 

y 2  = x,     x 2  = z 

vo to~kata  M0(1,1,1). 

Odg.:  o.r.:  6x  8y  z + 3 = 0; 

b.:  
x y z











1

6

1

8

1

1
; 

gl.n.:  
x y z









1

31

1

26

1

22
. 

 

4. Da se najdat edini~nite vektori na tangentata, glavnata 

normala i binormalata na krivata 

x = t cost,    y = t sint,    z = t 

vo koordinatniot po~etok. 

Odg.:            
t i k b i k n j     

1

2

1

2
, , . 
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