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' SUR QUELQUES SOMMES FINES . .
‘ par xova Mu.oéavxé SKOPLJE

Dans cette Note ‘nous appliquons une méthode du calcul des dxffé-
rences hmes pour effectuer la sommation de l’expressxon :

o z{un%p),n@+@+pq,

k=0
ou m, v sont les nombres naturels et n, D, $ désxgnent les nombres réels.

" Les sommes (1) ont fait egalement le sujet d’une Note de D. 'S. Mi-
_ trinovitcr [1], ot on a donné leurs valeurs par une methode differente de‘
celle que nous avons employée. .

Nous allons utiliser les symboles suivants

A=) =1 (x), Arf(x) = A[A" ‘f(x)], |
’ Ef(x) /(x+h) E"f(x) E[E"“‘f(x)]—f(x+nh)
(x),., x(x—-h)(x——2h) (x-—nh+h), ' S

( )—n,h—-m-

’

Le symbole de Kramp A :
xnih = x(x+h)(x+2h) '(x;knh—h)\ -
utlhsé par D. S. Mitrinovitch [1] correspond a P
(x & nho— h)y, n
ainsi que le symbole de Pochhammer (a/p)y,m correspond a
) (afp +m+v— Dy |
Nous désignons, pour abréger, lés symboles.
A, A", E, E", (%), 1, (x)-n.bx
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. avec .

, A, A E, B (O, OX)—n -
Comme T :
| A—E—1
= . N R R }\_’bh‘-h .

il en résulte que l'on a la relation symbolique
.\ . : : m T “Im ;
C @ A (E— D)= 3 (=D (] Ek.
7;()\" ( _) E( ) ()h

Si nous apphquons ensmte ala fonctxon f(x) I’opération (2) nous
aurons '

| fgmf(x)=k§°<~1->k+é (k)gkf(x)
et puisque ; ’ , - ; g
. v E"f(x)=f(x+kh); , : ‘
. mous’ obtenons pour x X =0 ' ' .
e (= A”‘f(O) Eré,-l)" WHE

*

Nous utilxsons d’abord"la formule sommatoire (3) pour détermmer la.
. valeur de la somme particuliére de la forme _ :
' (4)“:,, , 2{(—1)"( ) ~I1(n+k+i)]., C
. En posanth-—let ‘ S S
' f(x)—l/n(n+k+a (n+k—1)_v,

nous aurons en vertu de (3)

'2"; {(_1)k ( ) n (}z+ b+ x)} - (—l)mA'"(n—l)_.

k:_—O T N
D’autre part, il est bien connu que .

B I
ol r est un entier posmf ou negatlf. ,
D aprés cela, nous aurons 1mméd1atement

A (=1 _y=(— V)m {n— 1)——v—m )
: et comme on a, en effet
: (—=1)m (v +m— 1)!

(e G—nr

(n - 1)—v—m =1/(m+n+v— 1)v+m)




i
la formule donnant la somme (4) prend la’ forme

‘ _ v . (m+v——l)l
© 2[( l)k( ) H(n+k—»{-?} (v—1y (m+n+v l)!

: Dans le cas ou n est un nomb:e ‘naturel, la formule (6) dev1ent ‘
(n =1 (m+v= I)! NN

1)« n+k+i } Co

2{( ) ( ) H( ) (v;—l)!(m+n+v—l)! e

ce qm correspond a, ]a formule (6) de [1, P 3. '

A Taide de la somme (6) on peut trouver facxlement la somme;]",
‘ plus générale :

EO[ _l)k( )‘/‘Hlnﬂ(kﬂ)]] 2[(_1);"(21)/ vg(p +k+l>]
- | (m+v=1)l - -
P"(v—l)l(m+p +v—l)

y

Vim:

qul correspond ala formule (16) de [1, p. 7]

2. Dans ce qui suit nous allons apphquer le, méme procédé pou; B
détermmer la somme plus générale S : '

Eﬂlvu) no+w+®]

Posons pour abréger :
v—1

1 H(a+kp+w)=(n+kp+8)_vs

Si l’on pose ensuite »
, (x)'—(x‘}'”—s)-—v s
on obtient - - ‘ ‘
' O ‘ f(x+kp) (x+”+kp_3)——vs:. o
_ f(O) = (’7 - S)—v, s» (kP) = (n+ kp = $)vs
D’aprés la ‘formule (3) nous tirons |

(IWMKW zep%@ﬂm,

" ce qu1 donne e

'dont-l

~
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A .
Le calcul d’ expressmn A’" (n——s)v_s se raméne au probléme s exprl—

_mer les- différences d’une fonctxon d’un systéme ol Pincrément est p, en
fonction des différences d’'un systeme avec lincrément s.

i

Dans_ ce buf on considére la serie. de. Newton

® S ,f(x)-——-,“‘g‘(f)‘?if.(o),

i=0 st

ot (x) est le coefficient ‘du bindme généralisé, dont la valeur est
/s , : )

(7), = oo

[y

Nous allons apphquer lopérahon Am a la serie (8). Am81 nous aurons‘
pour x =0 )
ALf(0)

. L ‘ X s
\Amf(0)=E[A'"<.)] e
‘p . i=0Lp I/s]x=0 ' §
D’autre part, il est bien conmu [2, p. 920224 que

R - [Am(x)] _ mlst P(z,m), o
. . P i x=0 ) I! S ‘v“’:

oil les expressxons P (i, m) satisfont la relatlon de récurrence '

) : PG+ 1,m)=(mi’—- )P(z m)+ P(t, -1).
B S

A On démontr,e encore _ : :

(10) - P (i, m) = ;(s) Sial,

ou St et d sont les nombres de Stirling de premu‘are e{ deuxxéme espéce.

Daprés cela on. a

an anf (0)=§; P(z,m)A' )

1__0
" En posant dans (11) S
. O =(=9)s
A=)y, e = SV (A=) s

. on peut en tirer . .
' ® (-Dim(v+i-1)i

v, A go tl(m+v+1+l yyie:

piuis

f)(i,:”l);1 “
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En remplag{m’t cette expression dans (7) il s'ensuit que
' o (=Ay*tmsiml (v+i-1)i

m m v—I1
—1 "( ) H(.’!*’Cp+i8}= P(i.m
,zﬂ‘{(_ ) k =0 ° ; )‘ go-z'(n+v+z+ls)v+,, @ m).
Dans le cas s=p on a :
. ! 5 .m 0 i=i=m
P (i,m) = Stal'= ) ,
EPRL LI

et d’aprés cela nous aurons une expressiofl générale

(12)‘ é,{(_l)"(:) :l_'[(:(nn&kp}pi)}Epv(v_ )(:(::_r_.;;,i):‘—-l)

1y
yem

ce qui correspond 2 la formule (16) de [1 p. 7).

/3. Si la fonctron f(x) est un polynome du degré r, la formule (11)

dev1ent
(13) ' A”‘ (0) E P(l m)Af(O),
. i=0 !
ot . o ‘ o v
J . N .
S! f".
P (i, m) = Em (s) g, ,

Par sulte, nous pouvons calculer la somme de la forme

2{(—1)k( )T @ripris).

Dans ce cas on a
S (kp) (n+kp+v_ls)vs’
c’est-a-dire
f(0) = (n+v —l Shs
et la fomule (13) prend la forme

Am (n4+v-1s),,, = ﬁ —’T—l—!P(i,n;)Ai (n+v—158)y,s
’ i=o it ° s
D’autre part, d’apres la formule (5), on obtient
A (n V= Ts)y,s =+ @)+ v =18)-is
et enfin il re’sulte '

(e

k=0

AT ;
- (—1) fnv!%s (:i)(zw-vt 1sh_i,s P(i,m).



D'oii, dans Te cas p— s on obtient la formule

“kg{(——l)"‘(‘ )1’[ (n +Jc+1p)] = (— ym (78_:‘1;1—!)*!(—;”*‘ " “ l)v_,,;.}v" | ‘
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0 HE’KMM__ROHA‘IHIEJM 3BnPanMA‘
KOBUHA MHIOMEBHTE, CKOMBE =

Canpmaj

y 0BOj HOTH npnmemeﬁ je jEJJ;aH uerozx u3 paqyua KOHAYHHX Pa3JIHKa

< 3a uspaqyuanaﬂae 36npona -00JHKa

_;':' 'rne' 'c‘y"m, V NPHPOAHH a A, p, S, PealHH ‘6po‘jeau.' 36ﬁponu 636]‘ obaiKa
" npeamer ¢y /. Muwpaﬂoszzh esor paza [l]), rae cy nspaqyﬂam Ha ]enau

npym HAYHH. -
. Har je onmra oGpasan : S
% {(“1)"‘.(,:) H (n+kp + ts)} 2 Clrrsmby iﬁl)'ip.(i»’;"n).

i=o =0 = i+ v+it 1s)yrns

Tne je e
R P (i, m) — 2 (L)ijd',"
= : . j=m \S$. g
(St o™ Ai:y Cmupnuur-oak 6pojess 1'u Il Bpcre). -
. 3a cnyqa] § = p 00pas3an, foCTaje

zgo{( vl)k( ) .H("+kp+tpA)}=

i=0

(v+m-i—.:l)i
v (p— [-’l ..__‘\1'
) (p+m+v, )

: _ , vem
Cnyxéehn CE MCTHM METOIOM AaT je T‘él{dlje H ospa3aix

Vo



