SUR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE DE LAPLACE

Par
D. S. MITRINOVITCH

1. Considérons I'équation différentielle
(1) XY™ — mnyn— 4 qxy =0, (n>2),
m et n étant des nombres naturels, @ une constante quelconque

et y = dey/dxk.

Leslie Ellis a trouvé la solution générale de (1) sous
la forme

a\rtn
= x(m+1)n—1 (xl—’l ‘.) =
y dx)-xst

ol la fonction u(x) est déterminée par I'équation
u+au=0.

Nous connaissons ce résultat grace a Forsyth f{cf. [1],
p. 210, et p. 148 —150} et Kamke {cf. [2], p. 539, équation
9:6}, résultat obtenu par un procédé assez compliqué.

Dans cette Note, nous allons indiquer un autre procédé
d'intégration de I'équation (1), fondé sur la différentiation suc-
cessive du polynome différentiel

(2) L=xy®™—mnyn—Y4axy,

procédé fort simple et applicable aussi a d'autres équations
linéaires.

2. Prenons le polynome (2) et formons ses dérivées par
rapport & x suivantes:
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L™ = xy(n) — (mn - n) y2"—Y + axy™ + any(n—1),

LC™ = xyB®n) — (mn - 2n) yCr—) + axy®” + 2 any*n—),

..............................

L(mn—n) = xy(rrm) =08 ny(mn—l) +‘axy(”1"*"1+ (m = ]) any(mn—n~1)’
L(mn) = xy(mntn) 4 g xp(mn) + mapy(mn—1),
Si 'on élimine les m dérivées
1)) y(2ﬂ—1), y(sn—l)’ < oo ylmn=1)
entre (m+ 1) relations

L=0, Lm=0, LC®W=0, ..., Lmw=0,

on trouve
z z(m) z(2n) Fot s z(mn—n) z(mn)
=71
- mn an 0 sy 0 0
0 -(m-1)n 2an 0 0
0 0 -(m-2)n 0 0
0 0 0 (m-1)an 0
0 0 0 ) man
avec
4) ymWtay=z.

L’équation (3), aprés développement du déterminant du
type dEscherich qui y figure, prend la forme simple {cf. [3],

p. 17}

() z(mn) 4 ('{’) azinsnly [';’) q?z(ma=2n)4...4 qmz=0.
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Si I'on porte dans (5) la valeur de z, définie par (4), on
obtient ['équation

(6) y(mn+n) e (m{’" l}ay(mn) i (mg—?] a2y(mn7tz) Sy qm+1 y= O :

dont I'équation caractéristique est
21 (r*+a)mt'=0.

: En désignant par A,, des constantes arbitraires et par r,
les racines de I’équation

‘ r+a=0,
la solution générale de I'équation (6) s’écrit

vV=n
(8) y= E (/401) ‘{’Alvx'f“ 442Vx2+" -+/4,m,x’”) erV X .

Y=l

A partir de (8), on peut trouver la solution générale de
I'équation proposée (1), ce qui se fait en déterminant les con-
stantes

(9) qu’ (p=0)1121"')m*];q=1)2131"‘)")!
en fonctions des constantes
Aﬂll) Amz, Ama) At Anm

de maniére que ['expression (8) satisfasse identiquement a
I'équation (1).

La formation effective de la solution générale de I'équa-
tion (1) dépend de la résolution d’un systéme d’équations liné-
aires en constantes (9).



112 D. S. Mitrinovitch

Pesume

O JE[IHOJ LAPLACE-osoj JUPEPEHLUIATHOJ
JEIHAYHUHU

. C. MUTPUHOBHWh

YV oBOm uJaHKy ce HaBOIM jelHa MeTOJa 3a HHTerpauujy
jennaunte (1). Ta metona je 3acHOBaHa Ha MOJECHO] ynoTpebu
CyKUeCHBHUX M3BOHa AudepeHUujasHoOr nojunoma (2).
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