NOTE SUR LES INTEGRALES TRIGONOMETRIQUES

Dragan S. Dimitrovski

On connait plusieurs méthodes (vbir p.e. [1], p. 192y pour calculer les
intégrales définies de la forme

2 .
nH I = fR(sin X. cos x) dx,
0

R étant une fonction rationelle de sin x et cosx. Ce probléme peut étre
réduit & un calcul des résidus sur Pintégrale
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prise au long du cercle-unité dans quelle région la fonction sous le signe
de lintégrale reste de mouveau rationelle. cette fois par rapport a =z
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L’intégration au long d’un contour fermé est faife possible ici a cause
d’une élection spécialisée des limites de Pintégration [0,27].

Dans cette note nous allons poser le probléme plus général: calculer
Iintégrale définie. prise entré les limites arbitraires, qu’on rencontre souvent
dans la pratique, au moyen d’un calcul des résidus:

B
(4 I(2, B) =fRLsi‘n X, cos x)dx,
[+
R étant une fonction. rationelle de ses arguments. Hors des méthodes

classiques (primitive), nous n'avons rencontré dans la litterature qu’'un
seul abord semblable de la question au cas général pour (e, B) ([2], [3]).
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Nous démontrerons le théoréme suivant:
Théoréme. 1°. R étant une fonction rationelle de - sin X, COS X,

2°. qui ne poséde pas les singularités réelles sur, 'intervalle de
Pintégration,

3% et qui ne possede également les singularités compléxes sur les

~ démi-droites x =, .0 Sy<+ooet x=80 <y <<+ co,

4° o, B étant réels et O0<u< B g<on,
alors les intégrales de la forme (5) sont représentables et
calculables d’une somme finje des résidus des certaines
fonctions analytiques, et leyr valeur est donnée par les for-
mules (10) et (11).

Pour démonfrer cette assertion, paralellement avec /I, nous conside-
rons les intégrales :

<] B i
S = ]sinx- R (sin x, cos x) dx, C= ]cos X R(sin x, cos x)dx
o (8
avec leur combinaison:

B

J=C+iS=— f e R(sin x, cos x)dy =
o
(5)
3 X aiX piX g iX
= [R{E ™ f_;_fh) dx.
2i 2

Par un changement de la variable

(6) 7 X=a4=-

intervalle de lintégration [, B] de T'axe x des réels se transforme sur
Pintervalle [0,2x] de P'axe des ¢ des réels, ainsi qu'on a pour Vintégrale (5):
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2
Un nouveau changement de [a variable #:

B—
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transforme I'intervalle [0,2n] de I'axe Of sur un arc du cercle-unité dans
le plan des compléxes déterminé par

(8) lz| =1, 0<arg z<P —u
Alors I'intégrale (5) reprend la forme:
6“3"0',)1'
foL (% 7 (ei%, 7)1 2% o J% oy —1
© J;.:'CI [ r e z—(ef* . 2) ! etz 4 (ef™ 2) -
. i 2i 2

1
R étant de méme une fonction rationelle, cette fois rapport a z. Introdu-
isons maintenant une intégration compléxe de la fonction R au long d’un
contour fermé, qui est composé d’un secteur du cercle |z| =1, dont I'arc
est ci-dessus cité par (8), et ces cOtés étant les radius :

argz =0 0|z =x<_1, et arg z = B—a, 0|zl 1.

On peut vérifier facilement a partir des transformations (6) et (7)
les faits suivants:

1°. tous les singularités compléxes 4 4 i B de la fonction R se tro-
uvant dans le quadrangle infini o < 4 <8, B>0 se transforment dans
Iintérieur du secteur.

27, en déhor du secteur sortent les images de tous les singularités
A -+~ iB de la fonction R. pour lesquelles il vaut « < A4 < 3, B< 0, aussi

o

celles pour lesquelles 8 << 4 < « + 2=, B étant arbitraire.

-

3 sur la ligne L de [lintégration, c’est-a-dire sur la frontiere du
secteur, ne se trouvent que les images de 4 + /B, pour lesquelles on a
A=u, B>0o0uAd=3 B=>0 Cariln’ya pas, suivant la supposition,
aucune singularit¢ de R parmi les derniéres, une intégration réguliére sur
le contour cité est assurée.

Le théoréeme de Cauchy sur les résidus appliqué sur la fonction sou-
sintégrale de (9 . sur le secteur L cité. nous donne

1 1

oi* ) ol
J+ — [R (o x)dx ——_fR (3. xvdx =
i i
0

0
= 2 oi* b Res R(w, z),
X z=1,0<arg z<Co—B
d’olt on a
fi
J = el R (sin x, cos x) dx —
o
(10)
1

= 2mel® ! Res R(w, z) -+ i f[ei“\R(ac, x)—ei® R(B, x)] dx.

lz) = 1,0 arg z<Co—5
0
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La formule obtenue (10) réduit I'intégrale d’une fonction rationelle de COSX,
sin x, a Pintégrale d’une fonction rationelle de x entre les limites [0, 1].
Employant un resultat connu [4], on peut exprimer les derniéres intégrales
rationelles au moyen des residus :

: T Inz ‘az b
xX)dx = (a-—b Res) —— - i
_[f( " ) C\axe%éels pos. {(1 + z)? f( 1+z )}
b - _ ,

Ainsi qu'on a définitivement

B
J = fefo(sin X, €08 X) dx == 2 ei* h Res R (a, z) +
[z/=1, 0<arg z<{ P—u

(1) | .
+ > Res{ iz T g (a, I-)——eio‘R(oc, =, )]}
. axe réels pos. (I + 2)® 1+ z 1+:z

Nous avons réussi a representer une intégrale trigonometrique au moyen
d’une somme finic des résidus des certaines fonctions analytiques,
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Hpaian C. Jumuitiposcru

3ABEJIEHIKA 3A TPHI'OHOMETPUCKUTE UHTEIPAJIM
(Pesume)

[locrojat nosexe Metoau [1] 3a mpecmeTypame Ha CIeXWjaIHH HHTe-
rpaiu ox Bux (1). 3a DOOMWITHTE MHTErpalW O BHI (4), moxpaj kiacu-
UHATA MeTO/id CO MpUMHTHBHATA (YHKIMja, Bo [2], [3] ce mameHu MeTonam
Ha NPECMETYBAME MPEKY KOHEYHH CyMH Ha octatond. Bo osoj Tpyag na-
Bame HoBa (opmyna, (10), oamocro (11) 3a muTterpannte 4).



