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PREDGOVOR

Sadrzina ovog rada upravo je tema obradena za doktorsku diserta-
ciju, koja je branjena 9 februara ove godine, na Sveulilistu u Zagrebu.
Rad je u vezi sa izvesnim radovima profesora D. Kurepe. Profesor
D. Kurepa mi je predlozio da pokusam iscrpsti“ ravan elementarnim
poletnim komadima, Sto bi, ukoliko uspe, pretstavljalo uopStcnje jednog
njegovog stava*. Upravo teskoce na koje sam tom prilikom naisao, dovele
su me do uvodenja pojma induktivnog sistema“ i rezultata v vezi sa tim,
a najzad je doSlo i reSenje pomenutog problema.

Ovom prilikom smatram za neophodno da najfoplije zahvalim g. pro-
fesoru D. Kurepi na sugestijama i pomodi koju mi je pruZao tokom celog
rada, kako upudivanjem na literaturu, tako i usmenim pretresanjem izvesnih
problema.

M. S. P.

10 mart 1954 godine
Skopje

) Vidi teoremu 2 na strani 23 u radu pod brojem 4, navedenom na kraju clanka.



1. UVOD

1. 1. Princip ,matematicke indukcije“ najpre se pojavio u
matematici u obliku principa ,7ofalne indukcije“ koji glasi:

Ako je neki stav istinit za broj 1, [ ako iz istinitosti za
prirodan broj n sleduje njegova istinitost i za broj n+1, onda
Je on istinit [ za svaki prirodan broj.

Ovaj princip omogucuje jedan prvenstveno matematicki
metod dokazivanja, koji je narocito u poslednje vreme koriscen.
Prvi put se javljaju elementi ovakvog nacina dokazivanja kod
EUKLID-a, pa zatim u ne$to jasnijem obliku kod Italijana FRAN-
CESCO-a MAUROLICO-a, i najzad kod B. PASCAL-a [1, 504]
i J. BERNOULLI-a [2, 341]. Medutim tek u pro3lom veku pocinje
njegova svestrana i plodna primena, a pocetkom ovoga veka
javlja se znacajna diskusija o logickoj prirodi navedenog prin-
c1pa U diskusiji su ucestvovali i najpoznatiji matematic¢ari no-
vijeg vremena POINCARE, ZERMELO, HILBERT i drugi.

U isto vreme javljaju se izvesna uopStenja. Naipre princip
transfinitne indukcije [3, 113], koji je karakteristican za dobro
uredene mnoZine kao Sto je princip totalne indukcije karakteri-
stican za mnoZinu prirodnih brojeva. Zatim imamo, prema na-
zivu D. KUREPE [4, 22], LEBESGUE—HINCIN-ovo svojstvo,
karakteristicno za potpuno uredene mnoZine bez unutrasnjih
lakuna.* Najzad D. KUREPA, izmedu ostalog, formuliSe opsti
princip indukcije za uredene (tj. delimi¢no uredene) mnoZine.

1. 2. Obelezavajuci velikim latinskim slovima mnoZine, a
sa A praznu mnoZinu, opSta Sema principa indukcije moZe se
formulisati na slede¢i nacin:

Pr 1. 2. 1. Za proizvoljne mnoZine M i N iz relacije NS M
i uslova:

1. postoji mnoZina A za koju su zadovoljene relacije
ATACM, ASN;

2. za svaku mnoZinu B, za koju je ACBCTM, BEN, po-
stoji mnoZina C koja zadovoljava relacije BECCS M, CEN
— sleduje M= N.

Druga neSto opStija formulacija glasi:

Pr 1. 2. 2. Za proizvoljne mnoZine M i N iz uslova:

1. postoji mnoZina A za koju su zadovoljene relacije

* Vidi definiciju 5. 1, 6,
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2. za svaku mnoZinu B, za koju je ASBCM, BESN, po-
stoji mnoZina C koja zadovoljava relacije BCCZSM, CSN
— Ssleduje MC N.

Sledeci ocevidan stav karakteriSe odnos navedenih pro-
pozicija:

T 1. 2. 1. Istinitost propozicije 1. 2. 2. povlaci istinitost
propozicije 1. 2. 1.

Prema tome svi rezultati koji se dobijaju u vezi sa pro-
pozicijom 1. 2. 2 odnose se i na propoziciju 1. 2. 1.

Princip indukcije ukazuje u neku ruku na koji se nacin
data mnoZina M moZe ,iscrpsti“ [5, 110]. Iscrpljivanje se vrSi
podmnozinama mnoZine M (mnoZine A, B, C u navedenim
propozicijama). Medutim u konkretnom slu¢aju te podmnoZine
pripadaju odredenom sistemu S (M) S P (M) [P (M) — partitivna
mnoZina od M]. Tako, na primer, ako pod elementarnim po-
cetnim komadom ( -, a@| y potpuno uredene mnoZine M razumemo
mnoZinu svih elemenata koji prethode elementu a, bilo da «
pridruzimo ili ne toj mnoZini. mogli bi formulisati sledecu
propoziciju:

Za potpuno uredenu mnoZinu M i proizvoljnu mnoZinu N
iz uslova:

1. postoji elementarni pocetni komad A od M, koji zado-
voljava relaciju ACACN;

2. za svaki elementarni pocetni komad B od M, za koji je
ACBCM, BSN, postoji elementarni pocetni komad C od M,
koji zadovoljava relaciju BCCCN
— sleduje MSN.

Ova propozicija dobija,se iz propozicije 1. 2. 2 kada se
specificiraju uslovi za mnoZine 4, B i C, na taj nacin S§to se
pretpostavi da pripadaju sistemu svih elementarnih pocetnih ko-
mada od M. Kao §to je dokazano [4, 23—24], ovaj stav je
istinit ako je M bez unutra$njih lakuna; medutim ako M ima
unutra$njih lakuna, onda on nije tacan. Iz ovog prostog primera
vidi se znacaj sistema kome pripadaju mnoZine A, B, C. U vezi
sa ovim, imamo sledelu definiciju:

D 1. 2. 1. Sistem S (M) podmnoZina od M naziva se in-
duktivnim sistemom za mnoZinu M, ili prosto induktivnim siste-
mom, ako je propozicija 1. 2. 2 istinita kada su A, B i C ele-
menti od S (M), ili preciznije:

Sistem S (M) podmnoZina mnoZine M naziva se induktivnim
za M ako, ma kakva bila mnoZina N, iz uslova:

1. postoji mnoZina A€(S(M)\{A})qP(N)*;

2. za svaku mnoZinu BE (S (M)~ {A, M})n P (N) postoji
mnoZina CES (M) P (N) za koju je B&C
— Sleduje M C N.

* AN B znaci mnoZinu svih elemenata od A koji ne pripadaju mno-
Zini B, £
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Ubuduce, kada se pozivamo na uslove 1 i 2, koristiCemo
njihovu eksplicitnu formulaciju u propoziciji 1. 2. 2.

Dakle kada su za elemente induktivnog sistema zadovoljeni
uslovi 1 i 2 uvek je MESN. Prema tome, za svaku potpuno
uredenu mnozinu bez unutras$njih lakuna, mnoZina svih elemen-
tarnih pocetnih komada pretstavlja induktivan sistem. Medutim,
ako M sadrZi bar jedan unutraSnji ponor, ovaj sistem nije in-
duktivan za M. Takode se moZe lako pokazati da je za svaku
mnoZinu njena partitivna mnozina induktivan sistem.* — Dakle
postavlja se sledeci problem

P 1. 2. 1. Koji su nuZni i dovoljni uslovi da bi dati szstem
S (M) podmnoZina mnoZine M bio induktivan za M?

ReSenje ovog problema [ njegovih uopstenja, kao i primene
dobijenih rezultata, jeste glavni cilj ove rasprave.

1. 3. Da bi se izbegle raznovrsne interpretacije pojedinih ter-
mina, sve glavnije definicije bie eksplicite formulisane. Takode,
radi preglednosti pri dokazivanju originalnih stavova, nave§¢emo
i neke poznate stavove. U toku dokazivanja neCemo se, tamo gde
je to razumljivo po sebi, baS uvek pozivati na sve stavove.

Cela rasprava sadrZi pored uvodnog joS osam odeljaka
(2—9). U drugom odeljku se navode potrebne definicije i sta-
vovi koji ¢e posluZiti za dokaz jedne od osnovnih teorema, a
kojoj je posvecen treci odeljak. Cetvrti odeljak se bavi induk-
tivnim sistemima, pri ¢emu su uvedeni joS neki novi pojmovi.
U petom primenjuju se dobijeni rezultati uglavnom na uredene
mnoZzine. Tu ima i originalnih rezultata, ali je i na ve¢ pozna-
tim rezultatima ilustrovana teorija induktivnib sistema. Sesti,
sedmi i osmi odeljak sadrZe nove formulacije principa indukcije
i vopstenja pojma induktivnog sistema. Deveti odeljak sadrZi
jedan stav karaxteristican za kona¢ne mnoZine, a pored toga tu
se odreduje mesto stava CCT 4. 1. 2 u sistemu GODEL-ovih
aksioma za teoriju mnoZina.

Svaki odeljak je podeljen na paragrafe a numeracija je
poziciona. Za izvesne pojmove su upotrebljene skracenice:
'A-aksioma, D-definicija, Pr-propozicija, L-lema, T-teorema, C
(uz oznaku onog stava iz koga sledujej — posledica, P-pro-
blem. Ako su u nekom od ovih iskaza navedene tacke pod
rednim brojem, onda, pri pozivu na neku tacku, pored njenog
rednog broja navodi se u zagradi oznaka iskaza. Na primer 2
(Pr 1. 2. 2) znaci da se radi o uslovu 2 propozicije 1. 2. 2.

Najzad brojevi u zagradi uglastoj odnose se na spisak
literature koji je na kraju teksta. Masno otStampani pretstavljaju
redni broj u spisku, a ostali strane u delu koje je navedeno pod
prvim brojem. Ako stoji [2, 36; 12, 13, 82—906] to znaci da se
radi o raspravama pod brojevima 2 i 12, dok ostali brojevi
pretstavljaju strane u tim raspravama.

* Vidi stav CCT 4. 1. 2.

-
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2. POMOCNI STAVOVI

2. 1. Najpre ¢emo objasniti upotrebu nekih simbola i
operatora.

Ako je p neka propozicija, onda je ~p njena negacija.

Ako je o binarna relacija, izrazi x, y,---p Ai Apx,y,+--
ekvivalentni su sistemu relacija xp 4, yp 4,---, odnosno A p x,
Apy,---. Tako, na primer, izraz x,y,z€A ekvivalentan je si-
stemu xc A, yeA, zc A

Neka je p binarna relacija definisana u mnozini S. Ako
je aeS i ACS, onda relacija ap-A (ili A-pa) znaci da je za
svako x€A4 i apx (ili xpa), tj. ap-A=lEJA{apx} (ili A-pa=

X

U {x¥pa}). Takode, ako je A, B S imamo da je A-p-B~=
A

U {xpy}. Na primer relacija {x,p,z}-€A ekvivalentna je
X€A, yEB
relaciji x,y,2¢ A. Dakle tacka u ovom slu¢aju pretstavlja ope-
rator koji vrSi ,dezintegraciju“ ili, joS bolje, ,atomiziranje“
mnozine uz koju je; stoga je moZemo nazvati atomizatorom.

Ako je o proizvoljan operator a A ma kakva mnoZina,
na Cije se elemente on moZe primeniti, onda e izraz o-A
znaciti isto Sto i UA{ox}, tj. mnoZinu elemenata ox, x€A. Tako,

XG
na primer, relacija A-<Ta pretstavlja mnoZinu svih relacija
x<a, pri ¢emu je x€A. Medutim ~ - (4-< a) pretstavlja mno-
Zinu ¢iji su elementi relacije ~ (x<Ta), gde je x¢ A. Sli¢no
znacenje imaju i operatori -o,-0-.

2. 2. Sada ¢emo dati neke osnovne definicije.

D 2. 2. 1. Relacijom reda < naziva se svaka binarna re-
lacija, definisana u izvesnoj mnozZini A, ako su za x,y,z¢€ A
zadovoljeni sledeéi uslovi:

S0y T

251z x<y, y< 'z sleduje x<Zz¢

3. iz x<, y<x sleduje x=y.

Relacije x <y i-y > x su ekvivalentne, a x<_y (y > x) ekviva-
lentno je sistemu relacija x<y (y > x) i x5=y. Ako Je jedno-
vremeno ~ (x<_Jp) i ~(y<x) kaZe se da su elementi x iy
neuporedivi, i beleZi se x||y.

Iz definicije relacije neuporedivosti lako se vidi da je ~
(x| x), dalje da x||p povlati y||x, i da nije tranzitivna. Kao
Sto je poznato, relacije &, 2 su takode relacije reda.

D 2. 2. 2. Relacija xc y znaci da je bar jedna od relacija
x<y i y<x ispunjena. ¢ Je relacija uporedivosti.

Napomenimo da je ova relacija refleksivna, simetri¢na ali
ne i tranzitivna. Jasno je da su relacije x||y i ~(xcy) ekvi-
valentne.

D 2. 2. 3. MnoZina A, u kojoj je definisana izvesna rela
cija reda, naziva se uredenom mnoZinom. Ako je A-c-A, mno-
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Zina A je potpuno uredena. Ako pak sistem relacija x,y€A i
x=£y povlaci uvek x ||y, A je neuredena mnoZina.

Praznu mnoZinu i mnoZinu od jednog elementa moZemo
smatrati i kao potpuno uredene i kao neuredene mnoZine.

D 2. 2. 4. Neka je A uredena mnoZina. Elemenat a € A na-
ziva se gornjim (donjim)* ivicnim elementom ako je za svako
x€A takode ~(a<x) (~ (x<a)), #j. ako je ~-(a<-A)
(~-(A-<a)). Ako je pak A-<a (a<-A), onda ]e a zavrSni
(pocetni) elemenat mnoZine A. Elemenh koji nisu ivicni nazivaju
se unutrasnjim. Pocetni i zavrSni elementi nazivaju se i krajnjim.

Ako su u nekoj mnoZini definisane izvesne ralacije, onda
one odreduju njenu strukturu. Ubuduce, kad god je re¢ o pod-
mnoZini B neke mnoZine A sa izvesnom strukturom, smatra-
¢emo da je i njena struktura potpuno odredena relacijama koje
definiSu strukturu mnoZine A. Tako, na primer, podmnoZina B
uredene mnoZine 4 je uredena mnoZina i to tako da za svaka
dva elementa x, y € B vaZi isti uredajni odnos kao i u mnoZini A.

Isto tako B je prava podmnoZina od A, ako je ACBCA.

D 2. 2. 5. Neka je BS A, gde je A uredena mnoZina. Svaki
elemenat ac A, za koji je B-<a (a<_-B), naziva se gornjom
(donjom) granicom ili majorantom (minorantom) mnoZine B u
mnozZini A. Ako mnoZina majoranata (minoranata) ima donji
(gornji) ivicni elemenat, onda se on naziva supremumom (infi-
mumom) mnoZine B u mnoZini A, i beleZi se supsB (infaB).

D 2. 2. 6. Potpuno uredena (neuredena) podmnoZina B
uredene mnoZine A, naziva se lancem (prevojem) mnoZine A.
Ako za svaki lanac (prevoj) CZS A relacija BSC povlaci rela-
ciju B=C, B je maksimalan lanac (prevoj).

Ako je F mnoZina svih lanaca neke uredene mnoZine,
lako je uociti da su maksimalni lanci gornji ivi¢ni elementi od
F. Jasno je takode da je svaka podmnoZina potpuno uredene
mnozine A lanac, dok je A maksimalan lanac. Najzad napo-
menimo da ¢emo sistem mnoZina, potpuno ureden relacijom
inkluzije, nazivati jo§ i monotonom porodicom™ mnoZina.

2. 3. Sada navodimo pomocne stavove, od kojih izvesne,
zbog njihove oéewdnosu necemo dokazwa'ﬂ

L 2. 3. 1. Ako je F sistem mnoZina, relacija A€ F povlaéi
relacije ACU X i ADn X.

XcF XEF

L 2. 3. 2. Ako je F-S A(AZ-F), pri

sistem mnoZina, onda je UXTA (n X=2A).
XEF XeF

i Cemu je F izvestan

*) Citanjem izraza u zagradi, namesto termina pred zagradom, do-
bijaju se dualni stavovi.

** Termini sistem, porodica imaju isto znacenje kao i termin mno-
Zina, a upotrebljavace se obiéno za mnoZine C¢iji su elementi takode
mnozine.
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L 2. 3. 3. Za svaki sistem mnoZina F, sa zavrSnim (po-
cetnim) elemenfom X', vaZi relacija UF)( X" )((n X = X'"). Obrnuto
Xe e
ako za X'€F vaZi relacija U X=X" (n X=X"), X' je zavrSni
XEF XEF
(pocetni) elemenat od F.

L 2. 3. 4. Ako za sistem mnoZina F vaZi relacija ~ (X' ¢ F),
pri cemu je X'=U X (X'=n X), onda F nema zavrsnog (pocet-
nog) elementa. Ako je pored toga F monotona porodica, onda
za svako X, €F postoji X,¢F za koje je X, X, (X,& X))

Dokaz. Kada bi F imalo zavrSnog (pocetnog) elementa,
to bi, na osnovu L 2. 3. 3, bio elemenat X’ koji medutim ne
pripada mnozini F. Dakle F nema zavrSnog (pocetnog) elementa.

Neka je sada F monotona porodica mnoZina i X, € F.
Posto X nije zavrsni (pocetni) elemenat od F, postoji elemenat
X, za koji je ~ (X,€ X)) (~(X;E X,)), a zbog monotonosti
X, Ty (X S Xy).

L2224 357 9; Ako u ur edenuj mnozZini A svaki lanac ima su-
premuimn (HZ_/ imum) u A, mnoZina A ima bar jedan gornji (donji)
ivicni elemenat.

To je tako zvana ZORN-ova lema. Dokaza ima viSe [6,
42; 7, 110—113; 8, 434—438; 9, 1714—176] i velina se pojavila
poslednjih godina, ma da ju je M. ZORN formulisao, nesto
drukcije, jo§ 1935 godine [10, 667—0670]. Svi dokazi pretpo-
stavljaju aksiomu izbora.

L 2. 3. 6. Za svaku monotonu porodicu F lanaca uredene
mnoZine A, mnofineXU X=X' je takode lanac.

ek

Dokaz je jednostavan.

L 2. 3. 1. Neka je S(A) izvestan sistem podmnoZina mno-
Zine A. Za svako FES(A), za koje jeXUFX=X’ES(A) g(n X=

€ F

= X'€S(A)), vazZi relacija supsnf= X' (infswF = X").

Dokaz. Da je X' majoranta (minoranta) za F u S(4) —
to je ocevidno. Ako X' nije supremum (infimum), onda nije ni
doniji (gornji) ivi¢ni elemenat mnoZine svih majoranata (mino-
ranata) od F; dakle postoji majoranta (minoranta) X”€S(4)
takva da je XX (X'S X”). Kako je F-SX” (X" C€-F), iz
L 2. 3. 2 imamo UXCSX” (X"EnX), odnosno X'&X”

XEF XeE
(X7 E X"), §to protivredi relaciji X"C X' (X'©X”). Dakle
tvrdenje leme je tacno.

CL 2. 3.1. Za svaki sisiem FSP(A), gde je A proizvoljna
mnoZina, vazi relacija suppaF =XLEJFX

Dokaz ovog stava moZe se i direktno sasvim jednostavno

izvesti.
L 2. 3. 8. Svaki lanac B uredene mnoZine A podmnoZina

Je bar jednog maksimalnog lanca.
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Ovaj stav utvrduje egzistenciju maksimalnih lanaca u ure-
denim mnoZinama. Dokaz postoji kod HAUSDORFF-a [3,; 140—
141] i kod drugih [11, 6716—671], i pretpostavlja mogucnost
dobrog uredenja, odnosno aksiomu izbora. Mi ¢emo ga izvesti
iz prethodnih stavova.

Dokaz. Neka je S(A) sistem svih lanaca XS A za koje je
BZ X. Mnozina S(A) je uredena relacijom &, i B je njen po-
Cetni elemenat, tj. BE-S(A). Neka je dalje C proizvoljan lanac
od S(A), ti. C je monotona porodica lanaca od A. Prema
L2 3.6 UX=X' je lanac od A, odnosno X'€S(A4) a zbog
L 2. 3. T imamo X'=sups4C. Dakle za svaki lanac C postoji
supremum u S(A), te zbog L 2. 3. 5 postoji bar jedan gornji
ivicni elemenat D u S(A4). Iz DE€S(A) sleduje BS D, ¢ime je
stav dokazan.

CL 2. 3. 8. Svaki elemenat neke uredene mnoZine pripada
bar jednom maksimalnom lancu.

Ovo je neposredna posledica prethodnog stava.

L 2. 3. 9. Ako je x elemenat uredene mnoZine A, a B njen
maksima'an lanac, relacija xc- B poviaci relaciju x€ B.

Stav je ocevidan.

Ubuduce emo partitivne mnoZinu (mnoZinu svih podmio-
Zina) mnoZine A obeleZavati sa P (A4).

Sada ¢emo dokazati jednu, za na$ cilj, vrlo vaZnu lemu

L 2. 3. 10. Neka je-BZA, S(A)SP(A) i S'(4)=
S(A)nP(B), pri cemu je A prozzvoljna mnozina. Ako je F
maksimalan lanac od S'(A), za koji je U X=X'€S(A), tada je

XeF

X'€F. X' je zavrsni elemenat od F i za svako X" €S (A) rela-
cija X' X" povlaci relaciju ~ (X” & B).

Dokaz. 1z FZS'(A) sleduje FES(A), P(B). Iz poslednje
relacije izlazi U X=X'€ P (B), a kako je prema uslovu same

XeF
leme X'€S(A), dobija se X'€S'(A). PoSto je F maksimalan
lanac od S’'(A), a kako je F-S X', zbog L 2. 3. 9 imamo
X'eF. lz L 2.3. 3 sleduje da je X’ zavrSni elemenat od F.
Neka je dalje X” €S(A) a takode X' X”. Ako bi bilo X" B
(protivno tvrdenju leme), imali bi X” €P (B) pa i X” €S (A).
S obzirom da je F.-ZS X”, dobija se X”€F i X”EXUFX=X',
€

odnosno X” € X', §to protivreci cinjenici da je X' < X”. Dakle
pretpostavka da je X” & B neodrZiva je, te je ~ (X” & B), ¢ime
je lema u potpunosti dokazana.

L 2. 3. 11. Ako sistem mnoZina S sadrZi bar jednu nepraznu
mnoZinu, tada i svaki njegov maksimalan lenac sadrZi bar jedan
neprazan elemenat.

L 2. 3. 12. Ako sistem mnoZina S sadrZi bar jednu nepraznu
mnoZinu, tada je svaki njen gornji ivicni elemenat neprazan.
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Obe su leme ocevidne.

2. 4. Ovde ¢emo dati neke stavove u vezi sa operatorom P.

L 2.4. 1. Ma kakve bile mnoZine A i B, uvek je P(A)N
P(B)=P(An B).

L 2. 4. 2. Ako je S(A) izvestan sistem podmnoZina od A,
a B proizvoljna mnoZina, onda je S(A)n P (B)=S(A)nP (An B).

Dokaz. 1z X€S(A)n P (B) sleduje XS A B, odnosno
X€P(AnB) i najzad X€S(A)n P (A B), odakle se dobija

2.4.1) S(A)nPB)SS(A)nP(AnB).

S obzirom da je AnBZS B, sleduje P(AnB)SP(B)i S(A)n
P(AnB)SS(4)nP(B), sto sa (2. 4. 1) potvrduje tacnost leme.

3. OSNOVNI STAV

3. 1. Pre no §to izloZimo osnovni rezultat, koji nam daje
opSte reSenje postavljenog problema, naveS¢emo jedan nuZan
uslov za induktivnost sistema. U vezi sa tim imamo sledecu
definiciju:

D 3. 1. 1. Sistem mnoZina S naziva se prekrivacem mnoZine
A, ako je zadovoljena relacija AC U X. KaZe se joS ida S pre-

XES
kriva mnoZinu A.

Sada imamo sledeli ocevidan stav:

T 3. 1. 1. Da bi izvestan sistem S (M) podmnoZina mnoZine
M bio induktivan, nuZno je da prekriva M.

Jasno je da je u ovom slucaju U X=M. — Ovaj uslov,

XES(M)
naravno, u op$tem slu¢aju nije dovoljan.

3. 2. Sada prelazimo na dokaz osnovnog stava.

T 3.2. 1. Da bi sistem S (M) podmnoZina mnoZine M, koji
prekriva M, bio induktivan, nuZno je i dovoljno da, ma kakva
bila mnoZina D =M, sistem S'(M)=S (M) P (D), ukoliko nije
prazan, sadrZi bar jedan maksimalan lanac F za koji je U X =

XEF
X' €S(M).
Dokaz. Uslov je nuZan. Neka je S(M) induktivan sistem,
ali pretpostavimo da uslov stava ipak nije zadovoljen. Postoji
dakle bar jedna mnoZina

(3.:2.11) NCM
takva da je
(3:2:2) SM)=S(M)qnP(N)= A

ali da pri tome ni za jedan maksimalan lanac F od S'(M) ne
vazi relacija U X’ € X’ €S(M). Dakle za svaki maksimalan lanac
XEF

€
F od §’(M) imamo



O induktiviim sistemima 11

(3.2.3) ~ (X'€S(M)),

gde je X’=U X. Sada ¢emo pokazati da mnoZine M i N za-

XEF
dovoljavaju oba uslova iz Pr 1. 2. 2 Doista iz (3. 2. 2) sle-

duje da postoji bar jedna-mnoZina A€ S’'(M) koja zadovoljava
uslove ASM, ACSN. Dalje S'(M) mora sadrZati bar jedan
neprazan elemenat. Doista ako ne sadrZi nijedan takav elemenat,
posto S’ (M) nije prazno, imali bi §'(M)={A}. Ali tada se za
maksimalan lanac F={A} dobija UX A€ S (M), odnosno

A€ES' (M), sto protlvreél pretpostavc1 (3. 2. 8)tier je X' =
Dakle postoji elemenat A4 koji zadovoljava uslov 1 (Pr 1. 2. 2)
Neka je dalje B€S (M) mnoZina za koju je

(3.2.4) ACBSM, BSN.

Posto iz BS N sleduje BEP (N), imamo BeS' (M). Prema CL

2. 3. 8 B pripada bar jednom maksimalnom lancu F od S’(M),

a zbog u¢injene pretpostavke za X'- XUFX vazi relacija (3. 2. 3),
S

pa dakle i relacija ~ (X'€F). Odavde, na osnovu leme 2. 3. 4,

sleduje da postoji mnoZina C ¢ F, takva da je B&=C. Ocevidno

je takode

(3.2.5) BSCCSM, CSN.

Na taj nacin iz pretpostavke da postoji mnoZina B koja zado-
voljava relacije (3. 2. 4), sleduje da postoji i mnoZina C koja
zadovoljava relacije (3. 2. 5), §to znaci da je i uslov 2 (Pr 1. 2. 2)
ispunjen. Medutim, zbog induktivnosti sistema S (M), sledovalo
bi MSN, §to protivreci relaciji (3. 2. 1). Dakle uslov stava je
nuzan.

Uslov je dovoljan. Neka je zadovoljen uslov stava i neka
su takode ispunjeni uslovi iz Pr 1. 2. 2 za sistem S (M); pretpo-
stavimo da je ipak

(3.2.6) ~ (MZSN),
tj. da S(M) nije induktivan sistem za M. Odavde sleduje
3.2.17 MON=DCM, DSN,

a s obzirom na uslov 1 (Pr 1.2. 2) postoji elemenat A € S(M)
za koji je ACASD, odnosno A€P (D) i najzad AcS' (M) =
S(M)n P (D), sto znaci da S (M) sadrzi bar jedan neprazan
elemenat. Prema pretpostavci postoji bar jedan maksimalan lanac
F od S§'(M), za koji jeXUFX=X’ES(M), a zbog prvog dela

S
leme 2. 3. 10 X'€F. Zbog L 2. 3. 1 svaki maksimalan lanac od
S’(M) mora sadrZati bar jedan neprazan elemenat, iz ¢ega sle-
duje da je i X’ neprazno. Odavde, a po§to je fakode X'CSD,
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imamo s obzirom na (3.2.7) ACX'CM i X'SN. Na osnovu
uslova 2 (Pr 1. 2. 2) sleduje da postoji elemenat X” € S(M)
takav da je X'©SX”CM i X” SN, odakle se dobija X”EM
N =D, odnosno

(3. 2. 8) X" ED;

Medutim, prema drugom delu leme 2. 3. 10, za svako X7, za
koje je X'CX”, sleduje ~ (X”ED), §to protivre¢i relaciji
(3. 2. 8). Zbog ovoga pretpostavka (3. 2. 6) je neodrZiva, sistem
S (M) je induktivan, a uslov stava je dovoljan. Ovim je stav
u celosti dokazan.

S obzirom na CL 2. 3. 7, ovaj se stav moZe ovako for-
mulisati: :

T 3.2.2. Da bi sistem S(M) podmnoZina mnoZine M, koji
prekriva M, bio induktivan, nuZno je i dovoljno da, ma kakva
bila mnoZina DS M, sistem S'(M)=S (M) P (D), ukoliko nije
gmfarz, sadrZi bar jedan maksimalni lanac F za koji je suppumF

S (M).

3. 3. Pri dokazu osnovnog stava pretpostavlja se da u
svakoj uredenoj mnoZini postoje maksimalni lanci. | doista nji-
hova egzistencija je dokazana (L 2. 3. 8), ali u opstem slucaju
samo pod pretpostavkom vaZenja aksiome izbora. Zbog toga
vaZzenje teoreme 3. 2.1 (odnosno 3. 2. 2) izgledalo bi da zavisi
od ove aksiome. Medutim pokazalemo da nije tako i dacemo
novu formulaciju osnovnog stava:

T 3. 3. 1. Da bi sistem S(M) podmnozZina mnoZine M, koji
prekriva M, bio induktivan, nuZno je i dovoljno da ma kakva
bila mnoZina D C M, sistem S'(M)=S (M) P (D), ukoliko nije
prazan, sadrZi bar jedan gornji ivicni elemenat.

Najpre ¢emo izvesti dokaz sluzeli se #eoremom 3. 2. 1.
Uslov je nuzan. Doista ako je sistem S (M) induktivan, onda
prema T 3.2.1 za svako DSM postoji u S'(M)=S(M)
P (D)= A maksimalan lanac F za koji jeXUFX=X’ES(M). Po-

kaza¢emo da je X' gornji ivi¢ni elemanat od S’(M). Najpre je
zbog L 2. 3. 10 X'€F. Ako X’ nije gornji ivi¢ni elemenat, po-
stoji elemenat

(3.3.1) X" €S (M)

za koji je X'< X”. Medutim, opet na osnovu L 2. 3. 10, imamo
~ (X7 €S D), odnosno ~ (X” € P(D)), i najzad ~ (X” €S (M)),
§to protivreci relaciji (3. 3. 1). Dakle uslov je nuZan.
Uslov stava je dovoljan. Ako je X' gornji ivi¢ni elemenat
od §'(M)= A, onda za svaki maksimalan lanac F od S"(M),
koli sadrzi X', vaii relacijaXU X=X', jer u suprotnom slucaju
/&

X’ ne bi bilo gornji ivi¢ni elemenat. Dakle prema T 3. 2.1
S(M) je induktivan sistem.
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Sada ¢emo izvesti direktan dokaz, koji neée pretpostavljati
egzistenciju maksimalnih lanaca, a ni vaZenje aksiome izbora.

Uslov je nuZan. Neka je S(M) induktivan sistem za mno-
zinu M, ali pretpostavimo da uslov iz T 3. 3. 1 nije zadovoljen,
tj. da postoji mnoZina

(3.3.2) NEM

takva da sistem S'(M)=S(M)n P(N)=A nema nijednog gor-
njeg ivicnog elementa. Sada ¢emo pokazati da su uslovi iz Pr
1. 2. 2 zadovoljeni. Posto S’(M), prema pretpostavci, nije prazan
sistem, postoji bar jedan elemenat A€ S’(M), koji zadovoljava
uslove ACM i ASN. Dalje §'(M) mora da sadrZi bar jedan
neprazan elemenat. Doista u suprotnom slu¢aju bilo bi S(M) = {A},
odakle je oCevidno da je A €S'(M) gornji ivicni elemenat, $to
protivreci pretpostavci. Dakle postoji elemenat A€S'(M), koiji
zadovoljava uslov 1 (Pr 1. 2. 2).

Neka je dalje B€S'(M) mnoZina koja zadovoljava relacije

3.3.3) ACBCM, BSN.

Iz BS N sleduje B¢ P(N), pa dakle i B€S'(M). PoSto B nije
gornji ivi¢ni elemenat od §'(M), postoji bar jedna mnoZina
C€S' (M) za koju je BEC, odnosno

(3.3.4) BCCCTM, CSN.

Dakle iz pretpostavke (3. 3. 3) sleduje da postoji mnozina C koja
zadovoljava relacije (3. 3. 4), Sto znaci da je i uslov 2 (Pr 1. 2. 2)
zadovoljen. Medutim, zbog induktivnosti sistema S (M), imali bi
MCN, sto protivreci relaciji (3. 3. 2). Dakle uslov stava je
nuzan.

Uslov je dovoljan. Neka je zadovoljen uslov iz T 3. 3. 1
i neka su takode ispunjeni uslovi iz Pr 1.2. 2 za elemente
sistema S(M), ali pretpostavimo da je ipak

3. 3.95) ~ (MSN),
tj. da S(M) nije induktivan sistem. Odavde sleduje
3. 3. 6) MaN=DCM, DEN,

a s obzirom na-uslov 1 (Pr 1. 2. 2) postoji elemenat A¢S(M)
za koji je ASACSD, odnosno A€ P (D), pa najzad i A€S' (M) =
S(M)n P(D), §to znac¢i da S'(M) sadrZi bar jedan neprazan
elemenat. Prema pretpostavci samoga stava S'(M) sadrZi bar
jedan gornji ivi¢ni elemenat B koiji, zbog L 2. 3. 12, nije prazan.
Dakle odavde i iz (3. 3. 6) imamo da za B vaZe relacije
ACSBCM, BSN. Na osnovu uslova 2 (Pr 1. 2. 2) sleduje da
postoji elemenat C €S (M) za koji je

(3.3.7) BT CSM, CCN,
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odakle se dobija CEM N =D, odnosno C S D. Odavde imamo
CeP(D), zatim C€S' (M). Kako je B gornji ivi¢ni elemenat,
sledovalo bi ~ (BZC), §to protivre¢i prvoj od relacija (3. 3. 7).
Zbog ovoga pretpostavka (3. 3. 5) je neodrZiva, sistem S(M) je
induktivan, a uslov stava je dovoljan. Ovim je teorema 3. 3. 1
u celosti dokazana.

Napomenimo da ce, pri ispitivanju induktivnosti nekog
sistema, biti upotrebljavan kako kriterijum izraZen #eoremom
3. 2. 1 tako i onaj izraZen feoremom 3. 3. 1, prema tome koji je
u konkretnom slucaju pogodniji.

3. 4. Uves¢emo neke nove definicije koje ¢e nam omo-
guciti upros¢avanje formulacije osnovnog stava.

3.4. 1. Neka je S(M) proizvoljan sistem podmnoZina
mnozine M. Potsistem S'(M)=S(M) P (D), gde je DS M, na-
zivaéemo vezanim za D, a D bazom potsisiema.

D 3.4. 2. Sistem S(M) podinnoZina mnoZine M, Ciji svaki
neprazan potsistem, vezan za proizvoljnu mnoZinu D < suppunS(M),
ima bar jedan gornji ivicni elemenat, naziva se polencijalnim
sistemom za mnoZinu M.

Sada ¢emo kriterijum induktivnosti formulisati ovako:

T 3.4. 1. Da bi sistem S(M) podmnoZina mnoZine M bio
induktivan, nuZno je i dovoljno da je potencijalan z1 mnoZinu
M i da je prekriva.

Napomenimo da u.feoremama 3.2.1, 3. 2.2 i 3. 3. 1 stoji
DCM umesto D < suppuS (M), §to je isto s obzirom da S(M)
prekriva M, jer je tada suppuS(M)=M (CL 2. 3. 7).

Kao specijalan slu¢aj navodimo stav:

T 3. 4. 2. Da bi potpuno ureden sistem S (M) podmnoZina
mnoZine M bio potencijalan, nuZno je i dovoljno da je za svaki
lanac F, ukoliko je neprazan, suppunF €S (M) samo ako je sup F
== suppanS (M). 5

Dokaz. Uslov je nuZan. Neka je S(M) potencijalni sistem
za M, FSS (M) proizvoljan neprazan lanac za koji je

(3 4. 1) Sllpp(M)F= DC supp(M)S(M).
Zbog potencijalnosti sistema S (M), sistem
3.4.2) S'(M)=S(M)n P (D)

ima bar jedan gornji ivi¢ni elemenat koji je jednovremeno i
zavr$ni elemenat potpuno uredene mnoZine S’'(M), tj. elemenat
supsmyS' (M) = suppnyS' (M). Odavde je

(3. 4. 3) supp(M)S' (M) &S (M)

Posto je iz (3. 4. 1) F-S D, odnosno FS P (D), sleduje FS S'(M),
a zbog (3.4. 2) FSS'(M)S P (D). Odavde imamo suppumFS
suppunyS' (M) S suppony P (D), odnosno D € suppmS' (M) S D,
odakle je zbog (3. 4. 3) i (3. 4. 1) suppuFE€S (M), Sto je trebalo
i dokazati.
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Uslov je dovoljan. Doista za D C suppumS (M) imamo pot-
puno uredenu mnoZinu S'(M) = S(M)n P(D) za koju ije
suppunS' (M) €S (M) ukoliko je S'(M) = A. Kako iz S(M)Z P (D)
sleduje supponyS' (M) S suppmyP (D) =D, imamo i suppuS’' (M)
€ P(D), odnosno suppm)S'(M)€S'(M), §to znaci da je supp S'(M)
gornji ivi¢ni elemenat u S'(M) i da je sistem S (M) potencijalan.

4. INDUKTIVNI SISTEMI

4. 1. Iz dosadaSnjeg izlaganja izlazi da je za problem ma-
temati¢ke indukcije pojam potencijalnog sistema od narocitog
znacaja, i prema tome proucavanje tih sistema ima veliku vaZnost.

NaveS¢emo neke vrlo opste induktivne sisteme. Najpre da-
jemo sledece definicije:

D 4. 4. 1. Sistem S(A) podmnoZina mnoZine A naziva se
neprekidnim ako za svaki njegov lanac F iz relacije X' =suppaF
== suppay S (A) sleduje X' €S (A).

D 4. 1. 2. Sistem S proizvoljnih mnoZina naziva se apso-
lutno zatvorenim u odnosu na operator U, ako je za svako FCS
X € S:

XEF

Sada imamo sledece stavove:

T 4. 1. 1. Svaki neprekidan sistem S(M) podmnoZina mno-
Zine M potencijalan je za M.

Dokaz. Neka je S'(M)=S(M)n P (D), pri ¢emu je D C
suppanS (M). Lako se dokazuje da je za svaki maksimalan lanac
F od S’ (M), zbog suppum F = suppayS (M), suppuy F gornji ivi¢ni
elemenat od S'(M).

CT 4. 1. 1. Svaki neprekidan sistem S (M) podmnoZina mno-
Zine M, koji prekriva M, induktivan je za M.

T 4. 1. 2. Svaki sistem S (M) podmnoZina mnoZine M, apso-
lutno zatvoren u odnosu na operator U, potencijalan je za
mnoZinu M.

Dokaz. Jasno je da je za svaki sistem S'(M)=S (M) P (D),
DS M, mnoZina U X njegov gornji ivi¢ni elemenat.

XeS' (M)

CT 4. 1. 2. Svaki sistem S (M) podmnoZina mnoZine M koji
prekriva M, apsolutno zatvoren u odnosu na operator U, in-
duktivan je za M.

W. SIERPINSKI [22, 165] navodi specijalan slu¢aj kada je
S(M) potpuno uredena mnoZina. Tu je za S(M) upotrebljen
termin ,potpuno aditivan sistem. .

CCT 4. 1. 2. Partitivna mnoZina P (M) proizvoljne mnoZine
M induktivan je sistem za M (vidi direktan dokaz [5, 110—111]).

T 4. 1. 3. Svaki konacan sistem S (M) podmnoZina mnoZine

M K/{atencijalan je a u koliko prekriva M, takode induktivan
za M.





