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Sleduje iz cinjenice da svaki konacan ststem ima gornjih
ivi¢nih elemenata.

Kao specijalan slu¢aj imamo da je svaki sistem {A}, pri
Cemu je AS M, potencijalan, a prema tome sistem {M} je in-
duktivan za M.

Najzad imamo stav:

T 4. 1. 4. Svaki potsistem S' (M) potencijalne mnoZine S (M),
vezan za mnoZinu AS M, takode je potencijalan za M.

Dakaz. Posto je S'(M) = S(M)(n P (A), za proizvoljnu
mnozinu D E suppuyS(M) imamo S”(M)=S'(M) n P (D)=S(M) n
(P (A) n P (D)), odnosno (L 2.4.1) S”(M)=S(M)n P(A D)
Zbog potencijalnosti sistema S(M), i kako je 4D < suppunS(M),
sleduje da S”(M) ima bar jedan gornji ivicni elemenat, $to
znaci da je i S’(M) potencijalan sistem.

Napomenimo da se T 3. 4. 2. moZe formulisati na sledeci
nacin:

T 4. 1. 5. Da bi potpuno ureden sistemn S(M) podmnoZina
mnoZine M bio potencijalan nuZno je i dovoljno da je neprekidan.

4, 2, Ovde ¢emo izloZiti jo§ jedan stav o potencijalnim
sistemima. U vezi s tim navodimo jednu ocevidnu lemu:

L 4. 2. 1. Date “su dve podmnoZine B i C uredene mnoZine
A. Ako B ima bar jedan gornji (donji) ivicni elemenat i ako je
C konacna mnoZina, onda i mnoZina BU C ima bar jedan gornji
(donji) ivicni elemenat.

Szada imamo sledeci stav:

T 4.2. 1. Ako je S(M) potencijalan sistem podmnoZina
mnoZine M, a S, (M) < P (suppamS (M)) konacan sistem, onda je i
S, (M) = S(M)U S, (M) takode potencijalan sistem. Ukoliko je
S(M) induktivan sistem, takode je i S,(M) induktivan Sistem.

Dokaz. Da bi S,(M) bio potencijalan sistem dovoljno je
da sistem Sy'(M)=S, (M) P(D), za D C suppunS,(M), ima bar
jedan gornji ivicni elemenat. Najpre je S,/(M)=(S(M)U S,(M))
NP(D) = (SM)nP(DYU(S:(M)n P (D)) = S (MU(S, (M) n
P (D)). Posto je S(M)Z P (suppunS (M)), takode je i S,(M) S
P(suppan S(M)), odnosno suppamn S, (M) S suppan S(M), usled cega
imamo i D CsuppuyS(M). Zbog ovog i zbog potencijalnosti
sistema S(M), sleduje da sistem S’(M) ima bar jedan gornji
ivi¢ni elemenat. Medutim s obzirom na L 4. 2. 1 unija sistema
S’ (M) i konac¢ne mnozine S, (M) n P (D), tj. sistem S, (M), mora
takode imati bar jedan gornji ivi¢ni elemenat, §to znaci da je
S, (M) potencijalan sistem. ‘Drugi deo stava je ocevidan.

4. 3. Kao $§to je poznato, stavovi: (1) pofpuno uredena
mnoZina je bez nnutrasSnjih ponora, i (2) potpuno uredena mno-
Zina poseduje LEBESGUE—HINCIN-ovo svojstyo — jesu ekvi-
valentni (T 5. 4. 1). Dakle LEBESGUE—HINCIN-ovo svojstvo
(D 5. 4. 1), koje pretstavlja jednu. vrstu induktivnog principa za
potpuno uredene mnoZine, karakteristi¢no je za potpuno uredene
mnoZine bez unutradnjih ponora. Docnije ¢emo navesti i druge
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primere kako specijalna vrsta induktivnog zaklju¢ivanja kara-
kteriSe izvesnu klasu mnoZina. U vezi sa tim imamo sledecu
definiciju:

D 4. 3. 1. Neka mnoZina M pripada kiasi mnoZina C i neka
je C' takode izvesna klasa mnoZina. Sistem S(M) podmnoZina
od M naziva se karakteristicnim za M u okviru klase C ako su
propozicije:

1. M je elemenat od C';

2. S(M) je induktivan sistem za M
— ekvivalentne.

Jasno je da je mnoZina M, u ovom slucaju, elemenat
preseka C C".

5. NEKE PRIMENE

5. 1. U sledeCim paragrafima bice izloZena primena teorije
o induktivnim sistemima uglavnom na uredene mnoZine. Ranijim
definicijama i pomo¢nim stavovima dodacemo jos reke.

D 5. 1. 1. Ako postoji jednoznac’no preslikavanje ¢ uredene
mnoZine A na uredenu mnoZinu B takvo da je 9-A=B i da
iz relacija x 'y, odnosno x||y, x,y € A, sleduje ¢(x) < ¢ (y), .
odnosno ¢ (x) H ¢ (), onda je mnoZina A zzomorfna s mnoZinom
B, §to se pise A=~ B

Lako se pokazuje da je, u ovom sluéaju, preslikavanje
obostrano jednoznacno. Pored toga relaciia izomorfizma je re-
lacija ekvivalencije. Relacije x||y i ¢(x)| ¢(y) samo jednovre-
meno vaze.

D 5. 1. 2. Neka su A i B dve mnoZine uredene relacijama
reda <, <' i neka sadrZe iste elemente, Sto éemo obeleZavati
|A|=|B|. Ako iz relacija x<y, x,y€A Sleduje y<'x, @ iz
x<'y pak y<x, onda je relacija <' inverzna ili dualna u od-
nosu na relaciju <, [ beleZicemo je sa <* ili —>. MnoZinu
B = A* zvabemo inverzifom mnoZine A.

Jasno je da su relacije < i > medusobno inverzne i da
je A¥*=A, ako se simbol * trenra ! kao operator kojim se iz
mnoZine A dobiia njena inverzija A*.

D 5. 1. 3. Neka je A uredena mnoZina i a,b€ A. MnoZina
svih elemenata x€ A, za koje je X< b (a << x), naziva se pocet-
nim (zavrSnim) segmentom mnoZine A i beleZi se (-, b]a ([a, = )a).
MnoZina svih elemenata x€ A, za koje je x< b (u<x) jeste
pocletni (zavrsni) interval i oznacava se (-, b)a ((a, - )a). Pocetni
(zavrsni) segmenti i intervali nazivaju se elementarnin rocetnim
(zavrSnim) komadima a beleZe se (-, bla (|@,—)a). Svaki nepra-
zan presek pocetnog (-, bls i zavrSnog komada |a, - )s naziva
se takode elementarnim komadom i beleZi se |a, b|s. Sve nave-
dene vrste podmnoZina ol A nazivaju se elementarnim komadima
u Sirem smislu. Specijalno elementarni komadi nw nZem smisiu
Jesu mnoZine (a, b)4 (interval), [a, b)a, (@, bla, [a, bla (segment).
Pocetnim (zavrs$nim) komadom naziva se mnoZina BT A, ako
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relacija x€ B povilaci relaciju (-, x]a © B ([x, - )a S B). Pocetni,
zavrsni komad, kao i neprazan presek pocetnog i zavrSnog ko-
mada, nazivaju se uopSte komadima.

Napomenimo prvo da su elementarni komadi takode ko-
madi mnoZine A. Drugo, iz same definicije intervala (a, )4,
sleduje da elementi ¢ i b ne pripadaju njemu, ali ne i da nema
krajnjih elemenata.

Ubuduce kad je re¢ o elementarnim komadima mislice se
na elementarne komade u uZem smislu.

Za pocetni (zavr$ni) komad B mnoZine A vaii relacija
B=U (-, x]a (B= U [x,-)a). Ako je B proizvoljan komad

xcB
onda je B=U [x, y]A Takode napomenimo da je, ako je B

pocetni (zavfém) komad od A4, onda i A\ B zavrdni (pocetni)
komad.

D 5. 1. 4. Neka je mnozina AU B, gde su A i B pr ozzvoljne
mnoZine, uredena. MnozZina (-, b]B, b ¢ A, pretstavija mnoZinu
svil elemenata y € B, za koje vazi relacija y<_b. Slicno se de-
finisSu mnoZine: (-, b)g, [a,-)s (za aEA) (a,-)s, [a, b]s,
(a} b]B; [a: b)B) (a b)B

Za B=A ove se mnoZine svode na mnoZine prethodne
definicije.

D 5. 1. 5. Presekom (rezom) neprazne uredene mnoZine A
naziva se ureden par (41, A,), gde je A, pocetni, A, zavrsni
komad od A, i pri cemu je A, YAy -A, A, UA,=A. A, i A, su
komponente preseka

D 5. 1. 6. Lakunom (ponorom) neprazne poipuno uredene
mnoZine A naziva se svaki njen presek (A, A,), za koji ne po-
stoji supa A;. Ako je A, Ay= A lakuna je unuiraSnja, inace
spoljasnja.

Za presek (A,, A,), Ay, A, = A potpuno uredene mnoZine A4
supa A, 1 infa Ay jednovremeno postoje.

D 5. 1. 1. Donjom (gornjom) bazom mnoZine B S A
gde je A wredena mnoZina, naziva se mnoZina B ng( -, X]a

X

(B= UB[x, ~)a). Prava baza mnoZine B je B () B.
X€E T

Jasno je da je donja (gornja) baza pocetni (zavrsni) komad
mnoZine A, a i prava baza je komad. Isto je lako uoém da je
B =8B itd.

D 5. 1. 8. MnozZine B, CS A, gde je A uredena mnoZina,
jesu konfinalne (koinicijalne) ako je B=C (B=C). B i C su
koekstenzivne ako je B B=CC.

Svaka mnoZina je konfinalna (koinicijalna) sa svojom
donjom (gornjom) bazom, a takode koekstenzivna sa pravom
bazom. Ako je jedna od konfinalnih (koinicijalnih) mnoZina sa
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zavrSnim (pocetnim) elementom, tada je isti slu¢aj i sa drugom
mnoZinom.

Sledece definicije odreduju specijalne klase mnoZina.

D 5. 1. 9. Uredena mnozZina A, u kojoj za svaki lanac C
postoji supa C (infa C), ukoliko je C == A (C=£A), naziva se su-
premalnom (infimalnom) mnoZinom. MnoZina jednovremeno su-
premalna i infimalna jeste ekstremalna. Supremalnom, infimalnom
i ekstremalnom mnoZinom u uZem smislu naziva se mnoZina za
ciji svaki lanac C postoji supsC, infaC, supsC i infaC, res-
pektivno. Ekstremalne mnoZine nazivaéemo i alakunarnim (u Sirem
[ uZem smisiu).

Ocevidno je da je svaka potpuno uredena supremalna ili
infimalna mnoZina takode i ekstremalna. Ubudude, ukoliko se
ne naglasi druk¢ije, ovi pojmovi e se upotrebljavati u svom
Sirem znacenju.

Najzad istaknimo da lanci alakunarnih mnoZina, u uZem
smislu, imaju uvek supremum i infimum u tim mnoZinama.

D S. 1. 10. Uredena mnoZina, cija svaka neprazna podmno-
Zina ima pocetni elemenat, naziva se dobro uredenom mnoZinom.

D 5. 1. 11. Uredena mnoZina, Ciji svaki neprazni deo ima
bar jedan donji ivicni elemenat, naziva se razvrstanom mnoZinom.

D 5. 1. 12. Polpuno uredena mnoZina, Ciji svaki neprazan
deo, ogranicen s donje strane, ima pocetni elemenat, naziva se
poludobro uredenom mnoZinom.

Dobro uredena mnoZina je specijalan slu¢aj poludobro
uredene mnozine, tj. poludobro uredena mnoZina sa pocetnim
elementom.

D 5. 1. 13. Uredena mnoZina, ciji svaki neprazan deo, ogra-
nicen s donje strane, ima bar jedan donji ivicni elemenat, naziva
se polurazvrstanom mnoZinom.

Razvrstana mnoZina je specijalan slu¢aj polurazvrstane
mnozine.

D 5. 1. 14. MnoZina je dvostruko dobro uredena ako svaki
njen neprazan deo ima krajnje elemente.

D 5. 1. 15. Uredena mnoZina ciji svaki neprazen deo ima
bar po jedan gornji i donji ivicni elemenat, naziva se dvostruko
razvrstanom mnoZinom.

5. 2. Sledeli stav je ocevidan:

L 5.2. 1. Ako je F sistem pocetnih (zavrSnih) komada ure-
dene mnoZine A, tada je imnofinanFX takode pocetni (zavrsni)
komad od A.

L 5. 2.2. Ako je F monotona porodica komada uredene
mnoZine A, onda je i mnoz“inaXUFX = X' takode komad od A.

Dokaz. Dovoljno je pokazEati da za svako ¢, be X', a < b,
sleduje [a, b]4 © X'. Doista poSto je a, b€ X' postoje dva ko-
mada X,, X,€F, pri ¢emu je a€X,, b€X,. Kako je X, c X,,
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ili je X;C X,, ili pak X,= X,. Neka je recimo X,Z X,. Tada
jea, b€ X,,paila, bJa & X, inajzad, zbog X,C X', [a,b]a S X',
Sto dokazuje tvrdenje leme.

Da bi doveli u vezu naSu definiciju konfinalnosti i koini-
cijalnosti (D 5. 1. 8) sa uobi¢ajenim definicijama [12, 245}, na-
vodimo stav:

L 5.2.3. Da bi podrnrzofine B i C uredene mnoZine A bile
konfinalne (komtczjalne) nuzno je i dovoljno da su zadovoljene
relacije B = U(— x]s, C lEJ(— ,Xle (B= [EJ[x, )z, C= U[x -)e)-

Dokaz Uslov je nuZan. Neka su Bi C konfmalne mno-
Zine, dakle B-= U(— x]A=U(—,x]A—C Dokaza¢emo da je

xB
B=U (-, x]g. Doista iz yEU (— x]s sleduje da je yc B, dakle
xeC
(5.2.1) U(—,x]BSB.
x€C

Dalje iz yeB dobija se yeB=C=U(-, x]a. Znaci, postoji
- ToxC

X
X, €C takvo da je y€( -, x]a, odakle izlazi y<x,. Iz ove
relacije i iz y € B sleduje y€( -, xo]z, a takode iyEUC(—,x]B,
€

X
odakle najzad imamo BZSU(-, x]g. Ova relacija i relacija
C

S
(5. 2. 1) daju rezultat B=U (-, x]g. Sli¢no se dokazuje da je
xeC

C=U(-, ¥]ec.
XEB
Uslov je dovoljan. Neka je
(5.2.2) B=U(- x]g, C=U(-, x]lc-
x€C x€B

Dokazacemo da je B=C. Doista iz y€B=U (-, x]a sle-
T T — XxEB

duje da postoji elemenat x,€B takav da je y<Cx,, a zbog
(5. 2. 2) postoji x,€C, za koje je x,<_x,, odakle se dobija
Py < X, pa takode i y€C. Dakle imamo BZC. Sli¢no se po-
kazuje daje CES B, iz Cega sleduje B=C. Na slican se nacin
izvodi i dualni stav.

Ovaj stav ustvari utvrduje ekvivalenciju naSe i uobicajene
definicije.

L 5. 2. 4. Neka je mnoZina A potpuno uredena, a B komad
od A koji nije elementaran. Tada za svaki elementarni komad
C od A, za koji je CZ B, postoji elementarni komad C od A
takav da je CCDCB.

Dokaz je jednostavan.

L 5. 2. 5. Svaki komad potpuno uredene mnoZine bez ponora
Jeste elementaran komad (v uZem smislu).
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Napomenimo samo da, posto se radi o potpuno uredenoj
mnoZini, za svaki njen deo postoje i supremum i infimum.

L 3. 2. 6. Neka je B podmnoZina uredene mnoZine A. Mno-
Zina svih pocetnih segmenata (-, xla, x€B, je izomorfna s
mnoZinom B, pri cemu je obostrano jednoznacno preslikavanje ¢
definisano relacijom ¢ (x)=( -, x]s, x€B.

L 5. 2. 1. MnoZina C(C), gde je C lanac uredene mnoZine
A, ili nema gornjih (donjih) ivicnih elemenata, ili ima zavr3ni
(pocetni) elemenat, ako i samo ako C ima zavrSni (pocetni)
elemenat.

Obe se leme jednostavno dokazuju.

5. 3. Sada Cemo najpre formulisati kriterijum za potenci-
jalnost nekog sistema komada uredenih mneZina.

T 5. 3. 1. Da bi izvestan sistem S (M) pocetnih (zavrsnih)
komada uredene mnoZine M bio potencijalan, nuZno je i dovoljno
da svaki njegov neprazan polsistem, vezan za pocetni (zavrsni)
komad D < suppanS (M), ima_bar jedan gornji ivicni elemenat,

Dokaz. Da je uslov nuZan, to je ocevidno. Uslov je i do-
voljan. Neka je D’ Csupp(M)S(M) proizvoljna mnoZina, a §'(M) =
S(M)yaP(D"). Zbog L 5. 2. 1 mnoZina

(5.3. 1) D=UX
XES' (M)

je pocetni (zavrsni) komad od M i, kako je S'(M)C P(D),
imamo DCU X=D, odnosno

XeP(D')
4. 3.2) DED
i DT suppanS(M). Dokazacemo sada da je S'(M)=S"(M)=
S(M)n P(D). Doista iz relacije X€S'(M) sleduje X€S(M) i
zbog (9. 3. 1) XS D, odnosno X € P (D), odakle imamo X €S(M)
nP(D) i X€S”(M). Dakle

(5. 3. 3) S (M) S”(M).

Dalje iz X €S”(M) imamo X €S(M) i X€P (D), akako je zbog
(5. 3.2) P(D)SP(D) pa i XEP(D'), dobija se XE€S' (M), od-
nosne S”(M)Z S{(M), Sto sa (5. 3. 3) daje S’(M) S”(M). S ob-
zirom da S”(M), prema pretpostavci stava, ima-bar jedan gornji
ivicni elemenat, isti je slucaj i sa S'(M). Otu.da sleduje dovoljnost
uslova, a i ta¢nost stava.

Kao neposrednu posledicu ovoga stava dobijamo teoremu
koju )lg formuylisao i dokazao D. KUREPA [5, 111}

5. 3. 2. Sistem S(M) svih pocetnih (zavrSnih) komada

uredene mnoZine M induvktivan je za M.

Napomenimo da se dokaz moZe izvesti, zbog neprekidnosti
sistema S(M), i iz CT 4. 1. 1.

T S. 3. 3. Sistem S(M) svih komada uredene mnoZine M
je mduktwan za M.
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Dokaz. Sistem S(M) prekriva (M), a zbog L 5. 2. 2 je
neprekidan, pa dakle i induktivan.

5. 4. Za potpuno uredene mnoZine B KUREPA je formu-
lisao LEBESGUE—HINCIN-ovo svojstvo [4, 23—25; 13, 112%;
14, 164—166; 15, 186—191**]:

D 5. 4. 1. Potpuno uredena mnozina M ima LEBESGUE—
HINCIN-ovo svojstvo ako je sistem svih njenih elementarnih po-
Cetnih (zavrsnih) komada induktivan.

U istom radu dokazan je sledeli stav:

T 5.4. 1. Da bi potpuno uredena mnoZina M imala LE-
BESGUE—HINCIN-ovo svojstvo, nuzno je i dovoljno da je bez
unutrasnjih ponora.

Dokaz. Uslov je nuZan. Pretpostavimo da je sistem S (M)
svih pocetnih komada od M doista induktivan, ali da M sadrZi
bar jednu unutrasnju lakunu definisanu presekom (M;, M,). M,
je pocetni komad mnoZine M, ali ne elementaran, tj.

(5:458) ~ (M, € S(M)),

jer ne postoji supyM,. Neka je F mnoZina svih elementarnih
pocetnih komada (-, x|u za x€M,. Medutim posto je suppwmF
C M, M, as obzirom na induktivnost sistema S (M), sleduje
iz T 3. 4. 2. da je suppmF€S(M). Kako je dalje zbog CL
2::3: 1 supp(M)F==XU”§ == XIM=M1, dobili bi MIES(M), sto pro-

tivre¢i relaciji (5. 4. 1).

Uslov je dovoljan. Doista ako je M uredena mnoZina bez
unutraSnjih ponora, onda je svaki pravi pocetni komad X od M
elementaran, tj. postoji supyX. Prema tome za svaki sistem
FCS S(M), za koji je suppunF == M, suppaF je takode elemen-
taran pocetni komad, tj. suppufcS(M) je na osnovu T 3. 4. 2
potencijalan i, poSto prekriva M, takode i induktivan sistem.

Odavde sleduje i stav:

CT 5. 4. 1. U okviru klase potpuno uredenih mnoZina sistem
svih elementarnih pocetnih (zavrsnih) komada je karakteristican
za mnoZine bez unutrasnjih ponora.

T 5. 4. 2. U okviru klase potpuno uredenih mnoZina sistem
svih elementarnih komada u uZem smislu karakteristican je za
mnoZine bez ponora.

Dokaz. Doista pretpostavimo da je S (M) induktivan sistem,
ali da u mnoZini M postoji lakuna definisana presekom (M;, M,),
pri ¢emu je M,= A. Jasno je da ne postoji supyM,;, odnosno
da komad M, nije-elementaran. Ako je D pravi zavrSni komad
od M,, onda je ACDCM,, odnosno DS M. Naravno D, zbog
konfinalnosti sa M,, takode nije elementaran komad. Zbog in-

* Qvde je iskoriS¢eno to svojstvo za dokas jednog stava.
** U ovom radu je, pored formulacije principa indukcije, navedeno
nekoliko primera za njegovu primenu,
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duktivnosti sistema S (M), u mnoZini S'(M)=S(M)q P (D)= A
postoji bar jedan gornji ivi¢ni elemenat, tj. elementaran komad
AC D, §to znaci da je

(5. 4. 2) ~ (AT S (M)).

Medutim postoji (L 5. 2. 4) bar jedan elementaran komad X od M
takav da je

(5. 4. 3) Aoire

Dalje iz X€ES(M) i X€EP (D) sleduje X€S'(M), §to pokazuje
da su relacije (5. 4. 2) i (5. 4. 3) protivrecne. Dakle M je mno-
Zina bez ponora.

Sada ¢emo pokazati da iz &injenice, da potpuno uredena
mnozina M nema ponora, sleduje induktivnost sistema S (M)
svih elementarnih komada (u uZem smislu) od M. U tu svrhu
dovoljno je primetiti da je za potpuno uredene mnoZine bez
ponora sistem S (M), pored toga Sto prekriva M, takode i ne-
prekidan. Doista ako je F lanac od S(M), tada je (L 5. 2. 2)
XUFX=X’ komad od M, a zbog L 5.2.5 X’ je elementaran

E .
komad, tj. S(M) je neprekidan pa i induktivan sistem.

5. 5. Naves¢emo jo$ neke stavove.

T 5.5. 1. U okviru uredenih mnoZino sistem S (M) svih
pocetnih (zavrsnih) segmenata karakteristican je za mnoZinu M
Ciji svaki lanac, ako nije konfinalan (koinicijalan) sa M, ima
zavrsni (pocetni) elemenat.

Dokaz se sastoji iz dva dela. Prvo treba pokazati da je,
ako je S(M) doista induktivan sistem, mnoZina M sa navedenim
svojstvom. Zatim da je sistem svih pocetnih segmenata mnoZine
sa datim svojstvom doista induktivan. ,

Neka je S(M) induktivan sistem a C nexi lanac od M
nekonfinalan sa M, tj. C==M, odnosno CEM. Zbog ovoga u

sistemu S’ (M) =S (M) q P (C)= A postoji bar jedan gorniji ivi¢ni
elemenat A=( -, aly. Kako je S'(M) mnoZina svih pocetnih
segmenata od M, ¢iji zavrSni elementi pripadaju mnoZini C,
zbog L 5.2.6 @ mora biti gornji ivi¢ni elemenat u C, a zbog
L. 5.2.7 zavrsni od C pa i od C, §to je trebalo i dokazati.

Neka je sad M uredena mnoZina ¢&iji svaki lanac, nekon-
finalan sa M, ima zavrSni elemenat. Pokazalemo da je sistem
S (M) svih pocetnih segmenata od M, pored toga Sto prekriva
M, takode i neprekidan. Doista neka je F lanac od S (M) za
koji je suppanF=X'== M. Posto je on izomorfan s mnoZinom
C zavr$nih elemenata poletnih segmenata iz F, i kako je C= X/,
odnosno C< M, lanac C nije konfinalan sa M te ima zavrSni

elemenat. Otuda sleduje da i mnoZina F ima zavr$ni elemenat
ito X’€S(M) (L 2. 3.3). Dakle S(M) je neprekidan pa i in-
duktivan sistem. — Dokaz dualnog stava je sli¢an.
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Napomenimo da je mnoZina M inverzija jedne vrste po-
lurazvrstanih mnoZina, odnosno, u dunlnom stavu, upravo jedna
vrsta polurazvrstanih mnoZina.

Kao neposrednu posledicu ove teoreme imamo stav:

CT 5. 5. 1. U okviru potpuno uredenih mnoZina sistem
S(M) svih pocetnih (zavrSnih) segmenata karakteristican je za
inverziju poludobro uredene mnoZine (poludobro uredenu mnozinu).

Dokaz. Dovoljno je pokazati da je potpuno uredena mno-
Zina M, ciji svaki lanac, nekonfinalan sa M, ima zavrSni ele-
menat, inverzija poludobro uredene mnoZine. Doista posto je
M potpuno uredena mnoZina, svaki njen deo ogranicen s gorn'e
strane, ukoliko nije konfinalan sa M, ima zavr3ni elemenat; ako
je konfinalan sa M, onda je sama granica zavrsni elemenat tog
dela. Medutim ove <¢injenice karakteriSu inverziju poludobro
uredene mnoZine.

Najzad dokazacemo jo§ dva stava.

T 5.3. 2% U okviru klase uredenih mnoZina sistem svih
sggminata karakteristican je za dvostruko razvrstane mnoZine
[23]*.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je sistem S(M) svih seg-
menata uredene mnoZine M induktivan. Neka je dalje C pro-
izvoljna podmnoZina od M, ali pretpostavimo da nema nijedan
gornji (ili donji) ivi¢ni elemenat (dakle M nije dvostruko raz-
vrstana mnoZina). Obelezimo sa D pravi zavr$ni komad mno-
zine C, §to znaci da je D konfinalno sa C, dakle nema gornjih
ivi¢nih elemenata, a takode je AC DCC, odnosno AT DC M.
Sistem S’ (M) = S(M)( P(D)=A, zbog induktivnosti sistema
S (M), sadrZi bar jedan gornji ivi¢ni elemenat, tj. postoji segment
[a, b]lu €S (M) za koji je

(5.5.1) ~ - ([a, b]u = - S' (M)).

Posto & ne moZe biti gornji ivi¢ni elemenat od D, postoji c€D
takvo da je &< c. Kako je D komad od M (komad D komada
C od M je takode komad od M), sleduje da je [a, c]JuS D,
odnosno [a, cly €S'(M). Medutim relacija [e, b}u = [a, c]u protiv-
reCi relaciji (5.9, 1), Sto znac¢i da je naSa pretpostavka o mno-
Zini C neodrziva. Dakle svaka mnozZina CE M ima bar po jedan
gornji i donji ivi¢ni elemenat, tj. M je dvostruko razvrstana
mnoZina.

Da bi dokazali da je sistem S (M) svih segmenata dvo-
struko razvrstane mnoZine induktivan, dovoljno je primetiti da
je, pored toga Sto prekriva M, takode neprekidan. Doista ako

*P. Kurepa u svome radu [20], koji se upravo Stampa u V
tomu Casopisa Publication de I'Institut mathématique (Académie serbe
des sciences), ima, u bitnosti, isti stav.

** U citiranom ¢lanku postoji direktan dokaz.
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je F lanac od S(M), krajnji elementi segmenata iz F obrazuju
lanac od M. Medutim poSto ovaj lanac mora imati ivicne,
odnosno krajnje elemente, jasno je da oni odreduju segment
suppnF, ¢ime je tvrdenje dokazano.

Kao neposrednu posledicu ove teoreme imamo stav [10]*:

CT 5.95. 2. U okviru klase potpuno uredenih mnoZina si-
stem svih segmenata karakteristican je za dvostruko dobro ure-
dene mnoZine.

Kao $to je poznato postoje razne definicije konac¢nih mno-
Zina [17, 45—96]. E. ZERMELO je dokazao [18, 188], oslanja-
juci se na aksiomu izbora, da je proizvoljna mnoZina kona¢na
u smislu DEDEKIND-ove definicije, ako i samo ako se moZe
dvostruko dobro urediti. Otuda imamo sledecu definiciju za
kona¢ne mnoZine:

D 5. 5. 1. MnoZina je konacna ako se moZe potpuno urediti
tako da je sistem svih njenih segmenate induktivan za nju.

5. 6. Pored uredenih mnoZina spomenu¢emo josS neke po-
znate klase mnoZina koje se javljaju u topologiji, kao S§to su
otvorene i u sebi guste mnoZine. Smatraju¢i ove pojmove kao
poznate (vidi na primer [12, 286, 288]), navodimo stavove:

T 5. 6. 1. Svaki sistem S (M) otvorenih podmnoZina mno-
Zine M je potencijalan, a ukoliko prekriva M i induktivan za M.

T 5. 0. 2. Svaki sistem S(M) u sebi gustih podmnoZina
mnozZine M je potencijalan, a ukoliko prekriva M [ induktivan
za M.

Oba stava sleduju iz c¢injenice da su sistemi otvorenih,
odnosno u sebi gustih mnoZina apsolutno zatvoreni u odnosu
na operator U [12, 298, 307].

6. NOVE FORMULACIHE PRINCIPA INDUKCIHE

6. 1. Dosada smo pretpostavljali da mnoZine A4, B, C iz
uslova 1 i 2 propozicije 1. 2. 2 pripadaju jednom te istom si-
stemu S (M), koji smo nazvali, ukoliko je ova propozicija isti-
nita, induktivnim sistemom za mnoZinu M. Medutim u opStem
slu¢aju moZe se desiti da mnoZine A i B pripadaju jednom, a
mnozina C drugom sistemu podmnoZina od M. U vezi sa tim
imamo sledecu definiciju:

D 6. 1. 1. Uredeni par ili spreg (S,;(M), Sy(M)) sisiema
podmnoZina mnoZine M naziva se induktivnim spregom Zza M,
ako je propozicija 1. 2.2 istinita kada je A, BES,(M)a CES, (M),
ili preciznije:

Spreg (Sy(M), S,(M)) sistema podmnozZine mnoZine M na-
ziva se induktivnim spregom za M ako, ma kakva bile mnoZina
N, iz uslova:

* U citiranom ¢lanku postoji direktan dokaz.
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1. postoji mnoZina Ac (S, (M)\{A})nP(N);

2. za svaku mnoZinu BE(S; (M)\{A M})nP(N) postoji
mnoZina C€S, (M) P (N) za koju je B&SC
— Sleduje MS N.

S, (M) i S,(M) su komponente, prva i druga, datog sprega.

Definicija 1. 2. 1 je ustvari specijalan slu¢aj tek navedene
definicije, tj. slu¢aj kada je S, (M) =S, (M). Dakle dosada prou-
Cavani induktivni sistemi mogu se smatrati kao induktivni spre-
govi Cije su komponente jednake. Napomenimo opet da ¢emo
?e é dalje sluZiti eksplicitnom formom uslova 1 i 2 propozicije

o

U vezi sa definicijom 6. 1. 1 postavlja se problem:

P 6. 1. 1. Koji su nuzni i dovoljni uslovi da bi spreg (S, (M),
S, (M)) sistema podmnoZina mnoZine M bio induktivan za M?

6. 2. Pre no §to predemo na reSavanje postavljenog pro-
blema u potpunosti, odrediCemo dva nuzna uslova za induktiv-
nost nekog sprega. PoSto pri ,iscrpljivanju mnoZine M, iz
sistema S,(M) dolaze u obzir samo elementi koji sadrZe kao
podmnoZinu bar jedan neprazan elemenat iz S; (M), ubuduce
¢emo smatrati da S,(M) sadrzi samo fakve elemente. Radi
jednostavnijeg izraZavanja spreg (S (M), S, (M)), u kome S, (M)
ima navedenu osobinu, nazivaéemo redukovanzm spregonm. Sada
imamo stav:

T 6. 1. 1. Da bi redukovan spreg (S; (M), S,(M)) sistema
podmnoZina mnoZine M bio induktivan za M, nuZno je da je
S;(M)N{M} S S, (M). : .

Dokaz. Pre svega ako sistem S, (M) sadrZi kao elemenat
samo M jasno je da je dati spreg induktivan, a takode i uslov
stava zadovoljen. Neka je sada (S,(M), S,(M)) induktivan
spreg za koji je ACS, (M)~ {M}, i pretpostavimo da je ipak
~ (Sg (M)~ {M} €S, (M)). Dakle postoji bar jedan elemena
NES,(M)\ {M} za koji je

(6.2. 1) ~ (NeSi (M),
a takode
(6.2.2) NC M.

Medutim moZe se lako pokazati da su uslovi 1 i 2 iz Pr
1. 2. 2 zadovoljeni za M i N. Doista poSto je N elemenat druge
komponente redukovanog sprega, postoji mnozna A¢€S,(M)
koja zadovoljava uslov 1 (Pr 1. 2. 2), Neka je B€ S, (M) mno-
Zina koja zadovoljava relacije ACBSM i BEN. S obzirom
na relaciju (6. 2. 1) imamo BCN, a otuda, stavljajui N=_C,
sleduje da je uslov 2 (Pr 1. 2. 2) zadovoljen. Zbog induktiv-
nosti datog sprega imali bi tada M SN, Sto protivreci relaciji
(6. 2. 2). Dakle uslov je nuZan.

D 6. 2. 2. Spreg (S,(M), S,(M)) sistema podmoZina mno-
Zine M naziva se saglasnim ako je S,(M)~ {M}Z S, (M).
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Lako se dokazuje sledeli stav:

T 6. 2. 2. Da bi saglasan spreg (S;(M), S, (M)) sistema
podmnoZina mnoZine M bio induktivan za M, nuzno je da S,(M)
prekriva M.

6. 3. Najzad prelazimo na dokaz stava koji daje nuZne i
dovoljne uslove za induktivnost nekog sprega, i koji pretstavlja
uopstenje osnovnog stava T 3. 2. 1. Sledeca definicija uprostice
nam njegovu formulaciju.

D 6. 3. 1. Saglasan spreg (S, (M), S,(M)) sistema podmno-
Zina mnoZine M naziva se potencijalnim ako za svaki neprazan
sistem S, (M)=S8,(M) n P (D), ma kakva bila mnoZina DS
SuppnSe (M) posto;z elemenat E€S,(M)=S,(M)n P (D) takav
da je ~-(EC-S; (M)).

Sada imamo stav:

T 6. 3. 3. Da bi spreg (S; (M), S2 (M)) sistema podmnoZina
mnoZine M bio induktivan za M, nuZno je i dovoljno da je po-
tencijalan za M i da sistem S, (M) prekriva M.

Dokaz. Uslov je nuZan. Da je nuZno da sistem S,(M)
prekriva M ve¢ je pokazano i ostaje da se dokaZe nuZnost i
potencijalnosti datog sprega. Dakle neka je spreg (S, (M), S, (M))
induktivan, ali pretpostavimo da nije potencijalan. Postoji bar
jedna mnoZina N < suppm)S, (M), odnosno

6.3.1) NCTM,

takva da ne postoji nijedan elemenat £ €S,'(M)=3S, (M)n P(N)
za koji je ~ -(E ©-S,(M)), pri ¢emu je S,/ (M) = S,(M)NP(N)= A.
Dakle za svaki elemenat B€S, (M) postoji uvek elemenat
C€S, (M) takav da je B&C. S obzirom da je

(6.3.2) S (M), Sy (M) S P (N),

jasno je da je uslov 2 (Pr 1. 2. 2) ispunjen. PoSto je S,/(M)=2 A,
a dati spreg redukovan, sleduje iz S,))(M)ZS S,/(M) da postoji
bar jedan neprazan elemenat A € S,’ (M), Sto s obzirom na (6. 3. 2)
znaci da je i uslov 1 (Pr 1. 2. 2) takode ispunjen. Medutim zbog
induktivnosti datog sprega sledovalo bi tada M SN, §to protiv-
re¢i relaciji (6. 3. 1). Dakle potencijalnost je doista nuZan uslov.

Uslov je dovoljan. Neka su zadovoljeni uslovi iz T 6. 3. 1,
a takode i uslovi 1 i 2 propozicije 1. 2. 2, ali pretpostavimo
ipak da je

(6. 3. 3) ~ (MSN),
tj. da dati spreg nije induktivan. Iz (6. 3. 3) sleduje
6. 3. 4) MON=DCM, DTN,

a s obzirom na uslov 1 (Pr 1. 2. 2) postoji elemenat AeS (M)
za koji je A©AZSD, odnosno A€P (D) i najzad AE€S/ (M),
gde je
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(6. 3. 5) Sy (M) = S, (M) n P (D),

Ste zna¢i da S, (M) sadrZi bar jedan neprazan elemenat. Zbog
potencijalnosti datog sprega i kako je DS M =suppanSs (M),
sleduje da postoji bar jedan elemenat B€S, (M) za koji je

(6. 3. 6) ~-(BE. Sy (M),

pri Cemu je Sy’ (M)=S,(M) P (D)= A, Iz ove relacije, posto
le dati spreg redukovan, sleduje da S, (M) sadrZi bar jedan
neprazan elemenat, pa je i B zbog (6. 3 6) neprazan elemenat.
Kako zbog (6. 3. 5) i (6. 3. 4) B zadovoljava relacije AT BC M,
BCN, sleduje, na osnovu uslova 2 (Pr 1. 2. 2), da postoji
mnoZina C€S,(M) za koju je

(6. 3.7) BSCSM, CTN,

odakle se dobija CESMN=D, odnosno CZD. Dalje je
CEP(D) pa takode i CE€S, (M) i na]zad zbog (6. 3.6) ~ (BEC),
Sto protivre¢i prvoj od relacija (6.3.7). Zbog ovoga pretpo-
stavka (6. 3. 3) je neodrZiva, dati spreg je induktivan a uslovi
stava su dovoljni. Ovim je stav u celosti dokazan.

6. 4. Da bi izloZili odnos definicija 3.4.2 i 6. 3. 1 doka-
za¢emo sledeci stav:

T 6.4.1. Ako su u potenctjalnom spregu (S (M), S, (M))
sistema podmnoZina mnoZine M komponente jednake, onda je
sistem S (M) =S, (M) =S, (M) potencijalan.

Dokaz. Paosto je spreg (S,(M), S;(M)) potencijalan, za
svaki neprazan sistem S, (M)=S,(M)n P (D), ma kakva bila
mnoZina D C suppunS, (M), postoji elemenat E€S,' (M) = S; (M)
N P (D) takav da je ~:(EC .S, (M)). Ako je S;(M)=S,(M) =
S (M) onda za svaki neprazan sistem S"(M)=S (M) P (D), pri
¢emu je sada D < suppanS (M), postoji elemenat £ €S' (M) takav
da je ~ -(E -8 (M)), tj. postoji gornji ivi¢ni elemenat u S'(M),
Sto znaci da je S(M) doista potencijalan sistem.

Dakle definicija 3. 4. 2 i teoremna 3.4. 1 su specijalni slu-
Cajevi: definicije 6. 3. 1 i teareme 0. 3. 1.

6. 5. Kao uopstenje teoreme 3. 4. 2 imamo: sledeéi stav:

T 6.5. 1. Da bi saglasan spreg (Sy(M), S,(M)) sistema
pedmnozma mnoZine M, cija je kompanenia S, (M) potpuno ure-
dena mnozina, bio potencijalan za M, nuZno je i dovoljno da je
za svaki neprazan deo F od S,(M) supp(M)F €S,(M) ukoliko je

suppanEF = suppunS, (M).
Dokaz. Uslov je nuzan. Neka je dati spreg potencijalan za M, a
(6.5.1) FS S, (M)

proizvoljan neprazan lanac za koji je suppunF = D & suppanSy(M).
Kako je zbog ovoga F- S D, imamo FCS P (D) i najzad zbog
6. 5. 1

(6.5.2) FSS) (M),
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gde je Sy'(M)=S,(M)n P(D)=A. Zbog potencijalnosti datog
sprega postoji bar jedan elemenat E€S,'(M) =S, (M) P(D) za
koji je ~-(ES-Sy(M)). S obzirom da je S,(M) potpuno ure-
den sistem, dobija se S,’(M)- SE, a iz (6. 5. 2) takode i F- S E,
zatim suppunF S E. Kako je zbog E€Sy (M) 1 ES D= supp(M)F
dobija se suppanF=E €S, (M), Sto je trebalo dokazati.

Uslov je dovoljan. Doista neka je uslov stava zadovoljen
i neka je DS suppSs(M). Sistem S, (M)=S(M)n P (D)= A
je lanac i, kako je supp(M)S2 (M)C:Sllpp(m)P([)) D T suppuS«M),
imamo supp(M)S (M)=E€P (D) a na osnovu uslova stava
E€S;(M), sto najzad da]e E €S/ (M). Posto je takode zbog
S, (M) - < E zadovoljena relacija ~ - (EC .Sy (M)), sleduje ta&-
nost stava.

6. 6. Kao i potencijalni sistemi tako su i potencijalni spre-
govi od velikog znacaja za matematicku indukciju. Zbog toga
navodimo nekoliko opstih potencijalnih spregova i izvesne sta-
vove o njima.

T 6.06. 1. Saglasan spreg (S,(M), S,(M)) sistema podmno-
Zina mnoZine M, cija je komponenta S, (M) potencijalan sistem
ze M, takode je potencijalan za M.

Dokaz Doista ako je S,(M) potencijalan sistem, onda za
svako D C suppanSs (M) sistem Sy (M)=S; (M) P(D)=> A ima
bar jedan gornji ivi¢ni elemenat B, ti. vaizi relacua ~ - (EC.
S;(M)). Kako je zbog saglasnosti daiog sprega i E€S,;(M),
odnosno E €8, (M), sleduje da je tvrdenje stava tacno.

CT 6. 6. 1. Saglasm spreg (S; (M), S,(M)) sistema podmno-
Zina mnoZine M, cija je komponenta S,(M) neprekidan sistem
ili sistein apsolutno zatvoren uw odnosu na operator U, jeste
potencijalan.

Sleduje iz prethodnog stava, s obzirom da su pomenuti
sistemi potencijalni.

T 6. 6. 2. Saglasan spreg (S, (M), S;(M)) sistema podmno-
Zina mnoZine M, u kome je komponenia S, (M) konacna mnoZina,
polencijalan je za mnoZinu M.

Sleduje iz ¢injenice da je svaki konacan sistem podmno-
Zina mnoZine M potencijalan za nju.

T 6.6.3. Ako je spreg (S, (M), S,(M)) sistema podmnoZina
mnoZine M potencijalan za M, tada je i spreg (S,/(M), S,(M)),
pri cemu je Sy'(M) =S (M) P(A), Si(M)=S,(M)nP(A), ASM,
potencijalan za M.

Dokaz. Neka je D S suppanS,'(M). Tada imamo S,”(M)=
S/M)nPD)=(S: (M)nP(A)nP(D)=S (M)n(P(AmP(D))
odnosno zbog L 2.4.1 S,"(M)=S,(M)nP(A D) a takode i
S, (M)=8,(M)n P(A n D). Kako je 4 DCDCsupp(M,Sz M)
Csupp(M,S2(M) zbog potencijalnosti datog sprega sleduje da
postoji elemenat E €S,”(M) za koji je ~-(EC-S, ,”(M)). Medu-
tnmlovo pokazuje da je i spreg (Sy(M), S;/(M)) takode poten-
cijalan
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6. 7. SledeCi stav se odnosi na proSirenje komponenata
potencijalnih spregova.

T 6. 7. 1. Ako je spreg (S;(M), S,(M)) sistema podmnoZina
mnoine M potencijalan za M, i ako su T,(M) i T,(M) izvesni
sistemi podmnoZina od M, pri cemu je T, (M)C?P(supp(M)S,(M))

NS, (MYU T,(M)) konacan, onda je i spreg (S;(M)U T, (M),
52 MUT, (M)) potencijalan.

Dokaz Posto je novodobijeni sistem saglasan, dovoljno
je pokazati da za svaki neprazan sistem S,”(M)=(S.(M)U
To(M)) 0 P (D), pri ¢emu je D S supp.an (S (M) U T,(M)), postoji
bar jedan elemenat E€S,”(M)=(S.(M)U T, (M)) 0 P (D) za koji
je ~-(ES-S,”(M)). Najpre imamo S,"(M)=(S;(M)n P(D))U
(To(M) (1 P(D)), a kako je, zbog T, (M) S P (suppar Ss(M)),
D S suppan(S: (M) U T, (M)) S suppanS: (M), usled potencijalnosti
sprega (S; (M), S, (M), sleduje da post0]1 elemenat E'€S,/(M)=
Si(M) 0 P(D) takav da je ~-(E'S.S,)(M)), gde je Sy'(M)=
So (M) P (D). Ako je pored toga i ~»(E’C- T, (M) n P (D)),
onda je i ~-(E'S-S,”(M)), 5to znaci da je dati spreg doista
potencijalan. Ako nije takav slu¢aj, obrazuimo mnoZinu R svih
onih elemenata X kona¢ne mnoZine 7,(M) 0 P (D) za koje nije
zadovoljena relecija ~ (E'C X), tj. za koje je E' X. Posto je
takode i R kona¢na mnoZina, postoji sigurno bar jedan njen
gornji ivi¢ni elemenat £”. Kako je E'CE” i ~-(E” S-R), ta-
kode je i ~-(E” ©-Ty(M) P(D)) pa najzad i ~-(E” < -S,”(M)),
¢ime je stav dokazan.

6. 8. Ispitivania kako o induktivnim sistemima tako i o
induktivnim spregovima mogla bi se u viSe pravaca nastaviti,
ali to ostavljamo za drugu priliku, a sada ¢emo dati jednu de—
finiciju analogu definiciji 4. 3. 1:

D 6. 8. 1. Neka mnoZina M przpada izvesnoj klasi mnoZina
C [ neka je C' takode neka klasa mnoZina. Spreg (S;(M), S,(M))
sistema podmnoZina od M naziva se karakteristicnim spregom
za M u okviru klase C, ako su propozicije:

1. M je elemenat Hlase Cc

2. spreg (S, (M), S,(M)) je induktivan za M
— ekvivalentne.

Ocevidno da je karakteristican sistem S(M) ekvivalentan
karakteristicnom spregu (S(M), S(M)).

Napomenimo na kraju da primena dobijenih rezultata ta-
kode ima Siroko polje. Medutim mi ¢emo u iduc¢im odeljcima,
samo ilustracije radi, navesti neke primere.

7. JOS NEKE FORMULACIJE PRINCIPA INDUKCIJE

7. 1. U uslovu 2 (Pr 1. 2. 2) zahteva se da za svaku ne-
praznu mnoZinu BC M postoji mnoZina C za koju je BE&CCM.
Ustvari ovaj uslov zahteva da postoji izvesno - preslikavanje ¢
sistema S; (M) S P (M) na sistem P (M), takvo da za svaki ele-





