®OPMUPAHE HA EJJHA KJIACA
NAPLUUIATTHU TUGEPEHILUIAIHYU PABEHKHU

JAHULA NMEPYUHKOBA-B'YKOBA
YVBood

l. Osnaxu. — 3a napuujanHuTe usBOAM Ha (yHKUMjaTa
z(x,p) MO He3aBUCHO MPOMEHJMBHTE X M p, Ke ja ynoTpeGyBame
o3HakKarta

omtn z

Emn = g oyt

wro ja ynorpe6ysan u M. Falk [1). Ako Bo BompocHuTe pe-
NauuMu ce jaByBaaT CaMO mapuMjalHM HBBOAM Ha (PyHKuMjaTa
z(x,y) O& NMpB M BTOD el MO HE3aBUCHO MPOMEHJMBUTE X H y,
Ke ru ynoTtpebyBame Monge-oBuTe 03HakM

=0_Z =2€ r-gf.z_ s,,.___ogz t_&
P 9= "o ST oxay T o

Co X (# const) e osHaueHa majeHa QyHKuuja ox X, Koja
e nugepeHunjabuiHa norpeGen 6poj matu.
Co Y (# const) e o3navena gameHa QyHkumja on py, Koja
e, UCTO TaKa, au(epeHunjabuina notpeGeH Gpoj Mat.
Co fx, Fr o3nauuBme Opoussoanu nudepeHunjabuiHu
$yHKUMH 1O
Ur=ax X+b Y, (k=1,2,---,n)

Kaje ag M by HU MpeTCTaByBaaT NPOM3BOJHO XANeHU KOHCTAHTU
LITO 'O HCMOJNHYBAaaT YCJIOBOT

‘;—"-;ex, A= const, (k=1,2,---,n).
k
VnoTpeGeHu ce M O3HaKuTe:

19 )= Z2, Fp () - 4T

duy ’ v
ar X Yo - ay

) =
Xe dx’ ayv -
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2. Ilpedmeii Ha paboiiaiia. — JI. C. Mutpunosuh [2]
6aBejKku ce cO enHa (pyHKUMOHaJHA paBeHKa Hapele 6e3 10Ka3,
neKa OMUWTOTO pellleHMe Ha napuujasHara xudepeHuujaiHa
paBeHKa

(K, X)L ¢)
(1) W_W_(ﬁp_ﬁq'7ﬁ_w

(]
2 z=f1(X+Y) fo(X-Y).
Ucto Taka, BO HUCTaTa pa60Ta € HaBeJleHO JeKa e
(3) z=F (X+Y)+F(X-Y)
ONuiTO peuieHue Ha paBeHKaTa
r t (X" Y
4) yrz—ya—(x—m‘l’—?ré G’)=0-

Bo oBaa paGora Hue Ke moOkaxeme, CO eJIMMHMHaLMja Ha.
[IpOUBBOJHATE (PYHKUMH, LITO Ce jaByBaaT BO (2) OJHOCHO BO
(3), mexa (2) e omuro pelnenue Ha (1) u meka (3) e omwuTo
peuleHue Ha (4).

[lotoa, oBaa noctanka 3a copmupale Ha Bapuujaisa
audepeHijaiia paBeHka, CO eJMMHUHUpale Ha NPOU3BOJIHMTE
¢yHKuMK, Ke ja MpuUMeHMMe Ha CJyyaWTe MOOHRWITH O] OBME,
T. € Ha cJy4ajoT

z2=f1(a, X+b,Y) fa(ays X+b,Y),
z=F (a, X+b, Y)+Fy(as X+b,Y).

OJHOCHO
. C. Mutpunosuh Hu cyrepupa 1a ja npumeHnume oBaa
NOCTanKa Ha ClyyauTe
Z=f1(a1 X+b1 Y) f2 (a2X+b2 Y) f8 (asX‘*'bg Y),
z2=f1(a; X+b,Y) fa(a: X+8,Y) fa(ag X+b,Y) fo(a, X+b,Y),

KaKoO M Ha MOOMNUITHOT CAayyaj

n
(5) | z=]] 7 (o X+8¢ V),
OJTHOCHO =t
2=F,(a, X+b, Y)+F, (a3 X+b, Y)+ F, (a, X+ b, ),

2= F, (a, X+b,Y) + Fy(ay X+b,Y) + F; (@ X+b,Y) + F, (a, X+b,Y),
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M Ha Kpaj Ha CiayyajoT
n
(6) 2= Fe(a X+bY).
k=1

W HaBuCTHHa, Kako 1ITO Ke Ouue MOKaXaHO, MOXHO e
ma ce oGpasyBa mapuujajHa augepeHuujaiHa paBeHKa OJ pe
n, ako ce TprHe oj penauujata (5) onHocHo (0).

Ortkako ja 3aBpliMBMe CTaTWjaTa HaujOBME Ha Falk-
oBaTa pacmpasa [1], BO Koja, nomely apyroTo, Toj ce GaBel CO
reHesa Ha mapuujanHu audepeHumMjanHy paBeHKM, TPrHYBajKu O
HUBHUTE pelleHMja IUTO COLpXAT H3BeceH Gpoj MPOM3BOJHH
yHKIMN.

M. Falk nam Hexkou ONWTH 3aKAYYOUU H TH NPUMEHMA
Ha HeKOM CMeLujanHu CHyYyaeBH, KOW Ce LMTHPaHH, BO JUTEpa-
TypaTa Kako Ha 1p. Bo yye6HukoT Ha H. CanTukoB {ma ce
suam [3], cTp. 18}.

Bo Hawara pa6ora He e TpeTMpaHO ONWITO, MpaillatbeTo
32 MMOCTAaHOKOT Ha NapuMjaJHUTE paBeHKH, KaKO WITO Toa ro
Hanpasu. F alk, Ho HawuTe pe3ysiTaTu Ce MOONIITH OJ, OHKE, LITO
Falk ru naBen kaxo mpumeHa Ha CBOWTEe ONIUTH NOCMaTpaiba.

I.

1.1 Kako wTo pekoBMe MOpaHO, MpBO Ke NMOKaXeMme, CO
eJMMUHaLMja HA TIDOMBBOJIHMTE (YHKUMM f; M f, OJ Hu3aTa
penaupn WTO Ke rv moGueme audepeHuupajku ro (2) nsa nartu
no He3a(lilf)lCHO NpoMeHJuBUTE X U p, JieKa (2) e onwTo pelie-
HHe Ha

Taka ru po6uBame ciegHuTe peNal Uy ()

I fz+f1f2 = Xn Ji fa-fifd = Y"

M S fat 2 f flatfife" = X,g‘%ﬁ,

fl”f2_ f1f2 —X,Y',

” // Y”
Jfe=2 [ i+ S = Y’Z_Wq'

EHHMHH&HM]&T& Ha NPOU3BOJHHUTE (byHKU,HH MOJXXeMe 1ra ]a
MBBpLINME HA HEKOJIKY HauuHH.,

@) On penauunte (I) moxeme necHo na Hajueme
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Ha= %(ﬁl + T‘Z‘,);

(7) Ji fz”'7(£‘,“%),

554t F0) - ()]

3a equmuHauuja Ha NPOMSBONHHTE (PYHKUMH Ke CH MOCIYXXHMe
CO M3pasoT

S
®) G f) 7D

BO KOj, aKO Tu cmenume uspasute op, (1), ke moGueme

r t X7 Y” ) 1 (p? q?
x7 -y - (g Py 1) - 5 (- )
a TOa e mapuujanHaTa AugepeHuujanHa pasenka (1).

b) Axo M3pasuTe, WITO Ce HaBOIaaT Ha JeBUTe M LECHUTE
CTpanu BO pesnauuurTe (1) ru nogenrume co f,-f, u ako no-
pajiy efHOCTABHOCT Ha (popmysuTe ce MOCHyXHME CO O3HaKaTa

_ P AC)
(9) An (f)-"—An {f(u)}_f(u) du® o
wTo ja BoBed Muxauno [lerpoBuk {ma ce sugu [4],
cTp. 1}, Ke noGueme:

1
7’

A(S)+A(F) = S

NPARFNGARES

BAS)+ B F) 28 7) A7) = L (5 - X ),

z Xll X'B p
Az(f:)"Az(fz) = %ﬁ'
AF)+0x(£3) - 20 £ AlF) = - (s - T ),

OlL Kale, Ofl NIpBUTe IBe pPaBeHKH Haolame

A,(fy)= él;' (% + %),

S 5 (- ).
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AKO ru Bsamenume OBMe BpesHOCTH 3a A(f) v A(fy) BO
ApyruTe TpH paBeHKH, Ke no0Heme TPU JIMHEAaDHH PaBeHKH M0
HermosHaTure Ay (f;) u Ay(f,), OR Kaze pesynTaTOT Ha enuMH-
Hauujata e '

r X// 1 p2 q2)
L1 S -gm g

s
X'y

-l- Y” l 2 2
Uy -y v g (e - )

w (1).

¢) AKO M3pasuTe, WITO Ce HAofaaT Ha JEeBUTE M JECHUTe
CTpaHu BO IpBUTe JBe paBehku oj penauuute (I) ru noge-
nume CO f, fy, T. €

AN P
A
L _f g
Ji f. zY”’

H ceéra ,u,u(bepeﬂuupame o ¥ Uy, 1 aKo Ce MnocCiayxume co
O3HaKaTa

a0 (=8 )= i | W]

WTO WCTO Taka ja BoBen Muxauno Illetposub {ma ce
BU1M [4], cTp. 1} Ke moGueme

1 /(r X” 1 2
AP (f)+ AP (1) = (—,2 T X p) - = X

1 s 1
W -800D= 2 gy - o x

1 (¢ Y~ 1 a2
() + 80 = 7 (g - ym 9) - =y

on kane enumunmpajrr® ru AV (f,) n AP (1,) no6usame
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1 1 Xz X pP- ? X

1 -1 s__ 1. rg -0
XI Yl z Xl Yl y
t Y” 1 2

R R (Ear i

ozHocHo (1).

1. 2 Ke nokaxeme cera, fiexa e (3) OMuITO pelieHue Ha 4)
co enumuﬂauu]a Ha npousBonnute ynkuun F, u Fy, 3a koja
uen ¥e ro nudepeHuupame U3pasoT (3) ABanaTH Mo HEe3aBUCHO
NpOMEHJIBUTE X U p, Na mo6GuBame

F/ +F) —XT. .Fxl"Fz'=?q;»
” 7 r X”
Fl +F2 =X/2_)Fp;
s
Fr-F= 3y
” ” i. Y”
F\"+F, ~yr -~ ys ¢
OrTyka X ; ye
Fi'+Ff = g = Xm P~y = ya 9
WIM

r t X" Y” 0
Xz~ yr \xnP-ym )"
a Toa e paBeHKaTa (4). '

IL
2.1 AKo TpriHeme 0J MOONUITHOT Cly4aj
z=f1(a; X+b,Y) fy(a: X+b,Y)

¥ r'M mpumeHume nocrankute ox 1. 1 @), b) u ¢) Ke nojneme
10 napuujannata paeetnka on Il pex

b b b,+a,b X” Y”
)1(,22 r-4 )2(/ ;/1,2 15+ a;‘lzf - (b1b2—Xrap+axaa—)m ‘I) =
an 1 1bby , aybytayb, L
- X2 X'y’ pq Y2 q

IITO € JMHeapHa CamO MO HajBUCOKWTe W3BOIM,
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AKo BO OBaa paBeHKa CTaBuMe a,=b,=a,=1, b,= -1, ja
po0uBame paBeHkata (1).

2. 2 TpruyBajKu mak on
Z=F1(d1X+b1Y)+F2((22X+b2Y)

M MOCTanyBajkM Kako BO 1. 2 moalame 10 paBeHKaTa

r X
a? ag? X% X% p
s
(12) a,b; a,b, XY =0
. t Y//
b bt vz~ ys 9

UIn
) r S f X/I Y//
b, b, X7z~ (a1b5+a5b,) Xy %% yr - byb, XaP -0 pr g= 0.

AKo craBume a,=b,=a,=1, b,= -1, ja no6uBame paBeH-
Kata (4).

111,
3.1 Axo TprHeme OXx ¢yHKUHjaTa
z=fi(a, X+b, V) (@, X+b,Y) F(a; X+b,Y)
u ja pudepeHuUpame TpH MaTH 1O X M p, CAyXejKH Ce CO 03-
Hakute (9) n (10), ox TperoTo audepeHuupaibe ru n0GHUBame
cnennure penauuu (1)

a,® AP (fy)+a? AP (f3) +ag? AP (fy) =

1 1 X’
=7 a14— W (32202102—22?0—3)—(,—2?0 Z),
a,? b, Af) (fy) +a.* b, MZ) (1) +a5* b, A?) (f3) =
1 1 2 X”
=7 Qoq —~ ZXEY’ 220201 2+22112102 - 221020 - Sd 2102012 })>
a, b? AP () +ax b? AP (fy) +ag bg? A?) (f5) =
1

1 ) Y”
=7 Ogq — ZXYE 2092192 +2211 2012 - 2 201 210“7 2102012 >
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(10)

b? Asa) (fy) + b® ASZ) (fa) + b5 AgZ) (fy) =

1 Y”
- —z—a“~ Wé(sz‘szlz—ZZgl— Y' );
Kajae
1 X xXm X7z
%= X [Z“ 3X7 " (77“3 xu)z“’]’
1 X
Ay = xXry" 291~ X 241>

] ”
gy = X Y? (212 v zn)

1 Y” Yy Y72
Uyy = Y® [203 3 77‘2'02‘ (7 -3 le)zm]'

On penaununure (Il enumnﬂupa]xu ru Bemmuunnte AP (£)),

AP (£,), AP (f,) noGuBame
a? a,’ a’ Wyy
(13) R

a, b a, b* a; b w,,

3 3 3 ‘
b, b, b? wy

Kage ce wy (i=1, 2, 3, 4) pecneKTUBHO H3pa3uTe Ha JeCHHUTE

1
crpaiu Ha penauuunrte (Il), nogenenn co re

Kako wTo ce raema, ce no6uBa napuujanHa gugepeHUu-
janHa paBeHKa on TpeT pel, JuHedpHa Camo MO MSBOJHTE OJL

TpeT pen.

3. 2 Axo ja mpumenume nocrankata ox 3. 1 Ha uspasoT

4
z=[]/fet@x X+6cY)
k=1

Ke nojmeme 10 NapuujanHaTa paseHka ox IV pen
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4
a, a,* agt at Wyp
alb,  ab, a’by alb, w,
y2h2 2
(14) al b1 ag b22 082 b82 a‘2 bd_z w35 = O,

ay b® a, b ag b a, bF wy

b.* b* bs* bt wg
Kane
1 X”
W5 = s~ 5 42402102 +3252% - 122,250 2 - 18X Zg0 Z10 22
X XIH XI/2
+62?0+12 X' Z]o Z+(4 X, -15 X,Z)ZloZ‘:l

1
2
Was=Cgs ~ —symyr | 4s0%01Z +32342102° + 3220241 270230210201 Z

X/l o X”
- 3 X_' 22020122 - Glez;oz - 6 XI ZuZmZ +6210201
XI/ XIII X/I2
6X, ZIOZOIZ (7 _3772—) zloz(n 22 ’

2
Wgg = Ogg ~ W(ZZN 201 22 +2212 219 22+220 Zos Z2+ Zzn 22

” ”
2 2
-225020012 - 22022102 - v Zy0201 2% - > Z922102°
Y/ X’/
"82112102012"2 Y, Z“ZJOZ ZX’ 211201z +620|210
X” 2 X// Y//

+2 —- Y’ le Zo1Z+2

Y’ zloz()lz+

Xr XIYI z10z01z2)’
1
Wy = Uyg — BXYR Z032102% - 32132012 +3211 2022 ~ 0202210201 2

Y” Y”
-3 a Zop 21022 — 02112512 ~ 6 v #1120 2 246252,

l/ YIII Yl/2
6 vl 201 2102 “\y - 35 vz 240201 2%,
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//

1 2 2
Ws5 = Oy ~ g 420,200 22 +32022% - 12205201 2 - 18 G

2220 2°

+6Zo|+12)): zZo z+ (4%—]5 )}:,2)20132:,
a

1 X” X2 Xm
a15= )—(7;[240—-6){, zao+ (IS‘X‘E‘ - X' )220

T 10 5 +15 5

. ] X// X/n X//2
s~ =3 2w~ (=352 |

1 Y// X/’ X// Y//
Xzyre 299~ WZ 2T xr 219t XY 214

] Y” Ym YI/Z
Oyp = W[Zm— 3 -)7,-212— (—);,— -3 le) 211]’

1 Y” YHZ Yy
s = Y,4 [ZO* 6 — Y, Zo3 + (ISW -4 —YT)zog

Ylv Y// Yul Y//s
- (?_,-— 10 —7—+15 Y'3)Z°‘]

- (X o XX X”“) zm] ’

Ugp =

3.3 Ha 10j HaunH moxeme na copmupame napuujajHU
IugepeHInjaTH paBeHKM OX NETTH, WeCTH U T. H. ped. [lapuu-
janHa paBeHKa ON n-TH pex Ke q)OpMMpame aKo Tprueme of,
penauujarta

(5) z=1:[fk(akX+ka).

[locTanyBajKn Kako BO MPETXORHUTE ClyyaH, pe3yJTaToT Ha
enMMUHaLMjaTa Ha NMPOM3BOJIHUTE (PyHKUMU OX (S) e napuujanHa
avdepeHijanta paBeHka OA n-TH DeJ, JMHeapHa Camo MO Haj-
BUCOKHTE M3BOAM Ha (pyHkuujaTa. Taa napuujajHa paBeHKa e
JaneHa BO OBGJMK
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at az - . . an Wy, ggyq
a~lb, ap'b, ar=tbh, w,, ppy
*
(15) 8,,+| = . . = 0
N apbm=1 Wy pyy
b? bg bz Ont1yn+1
Enementute op k-Ta KonoHa (k=1,2,..., n), ox osaa

IeTepmMUHaHTa, ce oOGMBaaT Kora GUHOMOT (@x + by)® Ke ce pasBue
o GuHOMHaTa (opmysa M BO CeKOj COGUPOK Ke Ce MB0CTaBaT
GuHomHuTe KOeduiyeHTH. CHTe THE eNeMEeHTH Ce KOHCTAHTH.

Camo BO enemenTute oj (n+1)-Ta KOJOHa Ce MojaByBaaT
HEe3aBUCHO MNpPOMEHJIMBUTE, KaKO eIHOCTABHY KOMOMHALMM OX
u3BOIUTe Ha (yHkuuute X u Y, PyHkuujaTa u cuTe mapuujantu
M3BOAM Ha QyHKUMjaTa, OX MpPBU IO n-TH pel. EinemeHTOT ox
npsaTa BpCTa 04 (n+1)-Ta KOJOHA COAPXM CaMO TaplLujalHu
U3BOJHU MO X U C€ jaByBa CaMO He3aBUCHO MPOMEHJMBATAa X BO
06mK Ha pasuu u3Boau ox X. Enemenror nak oxn (n+1)-Ta Bpcra
(n+1)-Ta KONOHA COXPXM CamMO mapuujajHu U3BOAU 1O y U Ce
jaByBa CaMO He3aBMCHO INPOMEHJIMBATAa J BO OGJMK HAa pasHu
u3BOJgHM of Y. dyHkuujaTa z (x,y) Ce jaByBa M BO eIHHOT, U BO
ApYrHoT enemeHT. MiapasuTe 3a enemenTHTe OJ, MpBaTa  (n+1)-Ta
BpCTa, KaKO W BTOpaTa M n-Tata, Tperata u (n-1)-ta u T. H.
KOM C€ e[HaKBO ojiJiajleyeHn Oj, MovyeTHaTa M KpajHaTa BpCTa,
MOXaT Jla Ce HalHuWaT CO elleH W3pa3 M CaMO CO NepMmyTauuja
Ha HEe8aBUCHO INpOMEHJMBUTE W HMBHHTE M3BOIAM ce HO6GHBa
€IHUOT, OLHOCHO ApPYrHoT H3pa3. Toa e 3a enemeHTHTe O
(n+1)-Ta konoHa. U enemeHTUTE ON NpPBHTE H-KOJNOHW, KOM Ce
€HaKBO OJJajleyeHd OJ NMpBaTa M MOCIeIHATa BPCTa, 3HaejKu
ro €IHUOT, ApPYrHOT ce 100MBa CO TepMyTalMja Ha ay M by
(k=1,2,..., n). Enementure w4y (i=1, 2,...,n+1) ce He3a-
BUCHM O], ag, by. :

MnTepecHo e Toa WTO BO CHTe cOGMPUM BO KOM maply-
janHuTe W3BOAM Ce jaByBaaT JIHHeapHO He Ce jaByBa z eKCILIM-
LUMTHO, a BO CUTe Hpyrd cobupuu Ce jaByBa z.

Taxa cute enemenTu ox (n+1)-Ta KonoHa MOXaT ga ce
HanuulaT BO OOJHK

1 ,
(16) Wy pp1 =Wy ppg + 5y Bty nt1 (i=1,2,..., n+ 1),
b4

Kaje WTO oy 444 € JMHeapHa (yHKUMja 10 MapLUUjaNHUTE WBBOIM
BO KOja He urypupa z eKCIUIMUMTHO, a By, niq € eJleH MOJHHOM
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no z W No napuujanHute usponu. M BO nmHeapHaTa yHKUM]a M
BO IOJMHOMOT HE3aBUCHO IMPOMEHJHBUTE Ce jaByBaaT Kako
€HOCTaBHK KOMOWHaUuM On u3BoauTe HAa QyHKuuuTe X M Y.

IV,

4.1 Cera na ja pasraepame (yHKuujara
z2=F,(a, X+b, Y)+F,(a; X +b,Y)+ F;(a; X + b,Y).
[udeperuupajku ja TpunaTu MO He3aBUCHO NPOMEHJHBHTE
X # y, o0& TpeToTo nudepeHnupame I'm HoOUBame CJeZHHTE
USBOJHU paBeHKH:
atF"+aF)"+al F)" =,
a,2b, F'" + a2 by Fy)" + a2b, Fy'" = ay,
a1 b2 F,)" +a, 0,2 Fy" + a0, Fy" = oy,
0.2 F"" +b° Fy"" + bg® Fy"' = oy
Kage oy (i=1, 2, 3,4) ce BpemHOCTHTE On CTp. S58.

OTtyka enumunupajgkd i OyHxuuute F,", F," u F,"
no6uBame

3 3 3
a, a, a; 1y

a*b, alby, a’by ay

8,= =0
a, b a, by? ag bt oy,
b,® b,? b®
Wiu . '
b, b, b, a,b,b+a, b, b+a,b,b, a,a, by+a,a,b+a,a,b,
_)(T Z30 ~ X7y 291t X'Y”? 212
_aa X X’
1yfsas 03 —3b1b2bBXl.L Z20+[(a1b2b +a2b1b +aBb1 2) W“
Y// Y” Xm
- (aya3by+a,a,b,1a,a,b,) X Y"’] 231+ 30,0,0, 55 yia Zor -b,byby ( S

XI/2 Y/I Yllz
3 X’5) Zm+al 0203 (‘YT* - 3 Y'5)z01 = 0
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Kako wro ranemame, noGupame JIMHeapHa MapuujanHa nu-
QepeHupjanta pasenka ox Il pex, BO KOJa z He ce jaByBa
EKCIJIHLHUTHO.

4. 2 AKo ja mpumeHume nocrankaTa ox 4.1 Ha M3pasor

4
2= Fe(ae X+b;Y)

k=1
Ke J0jaeme 1O napuujanHaTa paBeHka
a,* at azt at Ay,
a’b, @b, alb, a’b, oy
an a’b® @b a?b? alb? ay |=0
a b’ a, b® ay b® a, b oy

byt bt bt b a

Kaze a5 (i=1,2,3,4,5) ce BpeqnocTuTE O cTp. 60.

Kako wTo ce raexa, Toa e nmneapHa napuujansa aude-
peHuujanHa pasehka ox IV pea, Bo KOja He ce jaByBa Zz €KcC-
IIMIUTHO.

4.3 Ha T0j Hauun moxeme na ¢opmupame JiiHeapHu nap-
Lujaniu audepeHunjanHu paBeHKH O NeTTH, WeCTH U T. H.
pel, BO KOM He Ce jaByBa z eKCIJIMUMTHO.

Taka, ako TprHeme oJ penauujarta
n
2= Fi (@ X +b.Y)
k=1

CO eJMMMHalluja HA MPOUSBOJIHUTE byuxunu Fi (k= L2,...,n),
Ke jojneme 1O JMHeapHa mapuujaiHa dudepeHupnjanHa paBenKa
O n-TU pefd, JajneHa BO OGJUK

a;l ag . . . dz ”(Xi, n41
d?—j b1 dg_" b2 (Z”;“ bn az, n+!
Ll
(18) &= - -0,
al blﬂ—l a2 bg—] d,, b”:—l an, ﬂ+l
b;‘ bg b,’; Cad-15 nt1
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Kaje WITO CUTe eleMeHTH OJ NpBUTE 1 KOJOHHW Ce€ KOHCTaHTH,
M Ce MCTU KaKO eJIeMEeHTHTe OJ NpPBUTE n KOJOHU OJ IeTepMH-
HaHtaTa (19), a eaemenTuTe BO (n+1)-Ta KOJOHA TM conapXaT
BO ce0e He3aBUCHO NPOMEHJUBUTE LUTO Ce jaByBaaT KaKo elHO-
CTaBHM KOMOGMHALMU OX U3BOAMTE Ha PyHKUuuuTe X H Y, U cuTe
napugjajiHu M3BOIM Ha (PyHKUMjaTa OX NPBUOT LO N-TH pel, U
TOa camO JuHeapHo. Enementure oy ,yy (i=1,2,...,n+1) ce
He3aBHCHU O] mapameTpuTe ay, by (k=1,2,..., n).

5. Untepecto e neka merly nerepmuHantute (15) m (18)
IIOCTOW CllefHaTa BpCKa

* *k l
6/1-{-1 = 6,1+] + F 6n+1,

Kajge WTO 8,4, € MaK JnerepmuHaHTa ON n#+1 pex BO Koja ene-
MEHTHUTe OJ, NpPBUTEe 17 KOJOHU Ce MCTH KaKO U eJieMeHTHTe O]
NpBUTE 1 KOJOHU Ha jaerepmuHanTuTe (15) M (18), a (n+1)-T1a
KOJIOHA TM COIPXH U3PasuTe Binty ((=1,2,...,n+1) wro ce
NopaHo AeuHUpaHU.

(Pa6oreno npu Kateapara no maremMartuka Ha TexHuukuTe aKynTeTH
npu Yuupepautetor Bo Besrpan, ox 1. X. no 30. XH. 1955).

BUBIUWOTPAD®H]A

[1] M. Falk, On the Integration of partial differential Equations of the
Ntk order with one dependent and two independent Variables.
(Presented to the Royal Society of Upsala, the 12 April 1871),
1872, 40 pages, Upsala.

[2] D. S. Mitrinovitch, Sur une équation fonctionnelle (Comptes ren-
dus des séances de I'Académie des Sciences, t 237, p. 550—3551,
1953, Paris).

[8] H. CanTukosB, Teopuja dapyujarnux jeguasuna gzpyror pepa, 1952,
Beorpan, 121 crpana.

[4] M. [TeTpoBuk, Jeaan audepenyujannu arropulam u werose dpumere

’ (TMoce6na u3pnamwa Cpncke akajleMuje Hayka, Kibura 111, 1936,

Beorpan, 235 crTpana).

[6] D. Per&inkova-V'¢kova, Sur deux équations aux dérivées par-
tieiles ayant une structure intéressante (Bulletin de la Société
Royale des Sciences de Litge, t. 25. 1956, p. 3-4).



(17) dopmupame na enna knaca napupjanun nudepeHunjannm pasenku 09

Par D. Peréinkova-V'ékova

FORMATION D’UNE CLASSE INTERESSANTE D'EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES

(Résumé)
1. Notations. 1° z=2z(x,y), z,,,,=0"1"z/0x™ dy" ;

_0z 0z 0% oz, o
P=ox' 9 0y’ ""ox2’ 5= oxop’ T oy
2° Les f, et F,, des fonctions quelconques des arguments
up=a, X+, Y, (k=1,2,...,n),

supposées n-fois dérivables {les a, et b, désignent des constantes arbi-
traires telles que

a,‘/b,‘gék, (A=const; k=],2,...,n)};

8° X (¥4 const) une fonction donnée de x et Y (3 const) une fonction
donnée de y, toutes les deux supposées dérivables, avec X =d* X/dx,
y® = dty/dy.

2. Indiquons, tout d’abord, un cas spécial suivant.
Les équations aux dérivées partielles

a,® as? ag N
alz bl azz bz azz b3 Woy
al blz az b22 a3 bsz Wy

b® b3 b wy
et
agd a8 ag? Gy
(2) a1z bl azz bz asz b3 oy 0
ay b gy b as b ay

by? b} bf oy

ont, comme solutions générales, les fonctions respectives:

3
Z=H T (@ X+5,Y),
k=t

3
k=1

Les wy, (i=1,2,8,4) et L (i=1,2,8,4) sont liés par les relations
que voici:
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1 3
Wyy =0y — zz—)-(jg (3220 Zy9 2—2210-—3

XII'Z
X foZ)

1 2
Wos =0~ B XY’ Zyy 203 2+2 244 2002 ~2 21 24y ~

1 . 2
W3y =0y~ o xryrm | Zo2410 2422422225210

ou
A= %03— -3
Gpy= ');32;;7
= X -
Agq= ;0;33 -3

XII 220
X4

’
X' zy

- X3y’

Yz,
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Y"” Zon Yy’
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XIN
— :Y’_l

] 3 Yll 2
®u=Cy— Hom 82420 2—22p;—38 v Z)s

X”z
8%

Y'?

’

X
X 2102012 | »

»”

Y
YI

zlozolz) ’

8. Pour passer au cas général, considérons la fonction

n
k=1

Par un artifice de calcul nous avons réussi de mont-er que cette fonction
est la solution de I'équation aux dérivées partielles d’ordre n que voic

af

* —_—

(8 oy, =

bt

n
a;

n—1 i—1
al”T by a3 by

n—1 n—1t
ay by a, b;

b3

n
an W1, n1+3

n—1
ay” bn wonty

n-—1
anby” onntq

by ontpnts

Tous les éléments du déterminant 5’; dans les n premitres co-

lonnes sont des constantes, tandis que les éléments de la derniére colonne
sont des combinaisons simples des dérivées des fonctions X et Y, de ¢,

et des dérivées partielles, o2+ zox» op* A +p << n, 2=0,1,2,..

Ly M

p=0,1,2,...,n). Les éléments wsnt, s'écrivent sous la forme suivante

Opn1 = %npq -1 Bivnt1s

1

(i=12,,...,n+

D,
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ol %;,n44 Présente une fonction linéaire par rapport aux derivées partielles
oMiz/oxd gp? | z wintervenant pas ici explicitement, et g, .,  étant un
polyndme en z et en dérivées partielles.

Pour n=2 on obtient I'équation (11)1, pour n=3 I’équation (1), pour
n=4 I'équation (14)1) oi w;e (1=1,2,3,4,5) sont les expressions indiquées
a la page 59 et 60.

4. En partant de I'expression suivante

1
z=2 Fu(a, X+5,Y)
k=1

on trouve que celle-ci est la solution de I'équation aux dérivées partielles
que voici:

n n

af af .. . ar Cyynty
—1 -1 —1

a;l bl ag bz a: bn oo IZ+1

ok
@ 8=
-1 —1 —1

ay b{z as bg an bz an,n+y

b? bg bz nt-1,n4

Tous les éléments des n premidres colonnes, ici aussi, sont des
constantes, tandis que les éléments de la dernitre colonne dépendent des
variables indépendantes par l'intermédiaire des combinaisons simples des
dérivées des fonctions X et Y. Toutes les dérivées partielles, a partir du
premier jusqua I'ordre n interviennent ici, et cela seulement lindairement.

Ainsi, pour n=2 on obtient 'équation (12)1), pour n=3 I'équation
(2', pour n=4 I'équation (17)1), o1 o;; sont les expressions données a la
page 60.

5. Entre les déterminants (3) et (4) il existe la relation simple

* *%

1
By =dpp,+ =i onty

Ol 8n+ est, aussi, un déterminant dont I'ordre est n+1. Tous les éléments
des n premigres colonnes sont identiques aux éléments des n premieres
colonnes des determinants (3) et (4). La colonne n+1 renferme les ex-
pressions Bi,n4y qui sont données plus haut.

6. D. 8. Mitrinovitch nous a donné I'idée d'étudier le sujet de
ce travail et il a bien voulu s'intéresser a ce travail pendant de son
¢laboration. Ce travail se rattache a une de ses notes {ct. [2]}.

Un résumé de ce travail a été présenté, le 15 décembre 1955, i la
Société Royale des Sciences de Liége [B], par M. L. Godeaux.

) Voir le texte en macédonien.



