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I

Im bekannten Buch von Kamke [1] findet man lineare Differentialgleich-
ungen der dritten und vierten Ordnung mit der Eigenschaft dall zweite und
dritte Potenzen der Integrale der Gleichung

(D 2" =h(x)z
ihre Integrale sind.

Mitrinovi¢ und Pokovié [2] erhielten, indem sie ein geeignetes Verfahren
angewandt haben, eine Differentialgleichung der fiinften Ordnung mit der Eigen-
schaft daB die vierten Potenzen der Integrale der Gleichung (1), ihre Inte-
grale sind.

In meinen Arbeiten [3] und [4] habe ich, unter Anwendung des Verfahrens
von Mitrinovié und Pokovié, Differentialgleichungen der 5.,6.,7. bzw 8.
Ordnung erhalten mit der Eigenschaft, daB die 4.,5.,6, bzw. 7. Potenzen
der Integrale von (1) als Integrale vorkommen.

In dieser Arbeit geben wir ein neues Verfahren, mit dessen Hilfe wir
eine Differentialgleichung der (k + 1)—ten Ordnung der Form

(2 YD+ ) YED+f(0) D+ +fe () y=0

erhalten, mit der Eigenschaft, daB die k—ten Potenzen der Integrale der
Gleichung (1) ihre Integrale sind.

Ferner zeigen wir: wenn u und v zwei linear unabhidngige Losungen der
Gleichung (1) sind, dann sind die Funktionen

3) wk, uk=ly L vkl vk

Integrale der Gleichung (2) und bilden ein Fundamentalsystem der Gleichung (2).
Daher ist das allgemeine Integral der Gleichung (2)

4 y=CF+ Cot* v+ -+ o + Cruvkl 4 Cppy Ve,

5‘
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Setzen wir
Ay=1y,
A=A,
Ay=Ai—khA,,

Ay=Ay—2(k—1)h A,

A=A, —r—1k—r+2Dhd 5, r=1,2,... k+l.

A=A —khA

k—1,

wo k eine natiirliche Zahl bedeutet.

Wir werden zeigen, daB die Gleichung
(5) Ag, =0

die k—ten Potenzen der Integrale der Gleichung (1) als Integrale hat, und daf3
sie die Form (2) hat.

Zu diesem Zweck setzen wir
y=2zk
wo z eine beliebige Losung der Gleichung (1) ist.
Durch Differentieren erhalten wir
Ay =zk,
Ay=kzk1z,
A, =k(k—1) 2k 22,

A,,zk(k—l) ..... (k—r-{—l)zk"z'k,

Ak—] =kl z' k-1 Z,
Ak=k' Z’k,
A =kklhzzk

Indem wir z aus der letzten und der drittletzten Gleichung eliminieren, erhal-
ten wir die Gleichung

(6) A—khA,_ =0,

die mit der Gleichung (5) identisch ist.

Durch die Art und Weise, wie wir die Gleichung (6) erhalten haben,
ist es klar, daB dieselbe eine homogene lineare Differentialgleichung der
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(k + 1)—ten Ordnung ist mit der Eigenschaft, dal die k—ten Potenzen von
den Integralen der Gleichung (1) ihre Integrale sind, das heiflt, daB sie die
Form (2) hat.

I

Da die k—ten Potenzen eines belicbigen Integrals der Gleichung (1) ein
Integral der Gleichung (2) ist, so foigt daB auch

k
y=(Ku+K,vf= Z B y,,
5s=0

wo By=(NKt-s K5, y,=uk—w, ein Integral von (2) ist, unabhdngig von der
Wahl der Konstanten K, und X,.

Wenn wir y und seine Ableitungen in (2) einsetzen, so erhalten wir
k
S BT+ AYED 5D+ -+ fiey)]=0.
s=0

Die letzte Gleichung wird dann und nur dann fiir alle zuldssigen Werte

der Konstanten B,(s-=0,1,..., k) erfiillt, wenn die Funktionen
yo:y]i se . ’yka
das heiBt die Funktionen (3), ihre Integrale sind.
v

Nehmen wir an, daB die Funktionen (3) linearabhingig sind, das heiBt,
zwischen ihnen eine Relation

) MNuk+d w7ty oo+ 2 vE=0, (X;=const.)

besteht mit wenigstens einem A;=coast(#0), j=0,1,...,k.
Wenn wir die Gleichung (7) durch v* teilen, erhalten wir

\k \k—1
)‘O(i) _‘_)\l(_u__) + A =0,

v v
woraus unmittelbar folgt

u
— == const.
14

Die Voraussetzung fiir die lineare Abhingigheit der Funktionen (3) fiihrt
also zum Widerspruch. Daraus folgt aber, daB die Funktionen (3) ein Funda-
mentalsystem fiir die Gleichung (2) bilden.

Daher ist ihr allgemeines Integral mit (4) gegeben.

v
Wenn wir A,, 4y, 4,,... durch y und seine Ableitungen explitzit aus-
driicken, erhalten wir '
Ay=y"—khy,

A;=y"—QCBk—2)hy' —kh y,
A=y D —(6k—8) hy —(4k—2) 'y +[(3 k*—6 k) h*—k h'']y,
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Fir k=2,3,...,7 wurden die entsprechenden Gleichungen in den zitier-
ten Arbeiten gegeben und fiir k=8 und k=9 von den zwei letzten Ausdrii-
cken bekommen wir

Y& — 120 h y — 4208 y© 4 84 (522 —9 k') 5 1 840 R6Ah —h'""y y4
—20(30A“—1095h'2— 1308 hh" + 262443y —30 (A —13 14h"h"" —580hR"" 4
+T872 K Ky y' 42 (3100 &' h9— 118400 A R'2—70592 k% h'" 4+ 73728 h*— 35 h© +
+5922172+ 8750 h'") ¥’ + 8 (390 ' h— 4960 '3 — 17728 hh' b’ + 36864 B3 ' +

+116 AA)—3904 B2 B’ _p(D 4 658 h'Yy=0,
beziehungsweise
WO 165 h y® 660 1’y 4 (8778 h*—1386 h'") y© + (52668 h h'— 1848 1""") y®) 4
+ (66000 7'+ 78870 h b — 172810 h*— 1650 h@®) 4 1 (158400 k' 1" +
+ 69960 h A"’ — 1036860 12 b’ —990 K p" +(71379 k"2 4+ 105490 b’ 47" +
+37400 h K9 —1559140 h 12930094 h2 b’ 4 1057221 h*—385 p(®) " 4
+ (63448 A" B + 37620 1" b9 + 11198 h hS— 522280 h'3 _ 1867888 h ' h'' —

—411664 h2 h'"' + 4228884 K3 b’ 88 D)y + (7056 h''2 4 11322 b’ +

+5634 1" KD 4 1449 h h© —470052 K2 K" — 280107 A h'2—413802hn K" —
— 73206 A2 A + 3179412 K2 1’2 1262466 13 h'' — 893025 h5—9 h®) y— 0,

dessen allgemeine Integrale sind

y=Cu*+Cou"v+ . - . £ Cyy?,
beziehungsweise
Y=CitP+Coubv+ - . L C 5.
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