SUR DES EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES DU
SECOND ET DU TROISIEME ORDRE TRANSFORMABLES EN ELLES-
MEMES PAR UN CHANGEMENT DE F ONCTION

Ilija A. Sapkarey

1. Considérons le systéme d’équations linéaires aux derivées partielles
suivant

2z
ao(x, y) ;} + al(x9 y)Z = Zj,

)
2z
by (x, ¥) >y yl + by (x, ¥) z; =z,

(ay by # 0).

Par élimination de z, du systéme (1), on obtient Péquation au derivée
partielle

. 2’z | [aa, at 2z
(@) aobo X2y -+ (;—y~bo+aob1) 'a—x + albo ;—}—)

24
+ (a—ylbo + a,by - 1) 2=0,

et par élimination de z du méme systéme, on trouve I’équation au derivée

partielle
(3) a, b,

atz,
axay

ab 2z az
+ (a0—37° + a,b‘,);:);1 + aobl—a—x—1

+ (a.,i—l;‘ +a, b, — l)z1 = (.
Pour que I’équation (2), par le changement de fonction donné par

4
(4) ao;; +ayz= Zy
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se transforme en elle-mé&me, il faut et il suffit que le systéme suivant

2 a,
boa—y—+ ay by = a, by,

2b
©) a2+ a,b, = diby

ST I P
PRt

2a 2b
Ty e ooy T A%
s01t satlsfalt

De la premiére équation du systtme (5), on obtient

56) o T ) _=f(x)s o o i
et de la seconde N v . ' PR
M o by=20)s

ol f(x)(#0) et g(») (# 0) sont des fonctions arbitraires de x et de y respec-
tivement.

De la troisi¢me équation du méme systéme d’apres 6) et (D), il suit
I aa -
b, = — ZXdx + h(y),

ol h (p) est une fonction arbitraire de >.
Par suite, I'équation (2) devient - -

aa; az a 2z
Y ff d . + f 3_)';
® . | . _——
28, . 28 o oab 1N
+ =+ dx + — — =]z =0.
(f 2y f T oy T T fg)

Puisque 1’équation (8), par le changement (4), se transforme en elle -méme,
il suit que z = z;. Si, dans I’équation ‘(4) on pose z = z,, elle devient

©) i Tl o U f:__xz_-}. (al “-1)~z;0

De I’équation (9) il suit -
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(10) o Yy ;_—la'(y) exp(f'lf;al— dx"),‘

olt o () (# 0) est une fonction arbitraire de.y.

Pour que la fonction z, determinée par la relation (10), soit une intégrale
de I'’équation (8),.}a. fonction « (») doit etre une solution de I'équation suivante

h—1
11 o + =0,
(11 z
d’ou l’on tire
: "1~ A
(12) : o == Cexp( —g—— dy),

ou C est une constante d’intégration. ‘
Par suite, I’équation (8) a comme solution particuliére

(13) z_expf fald +f~—d

L’équation(8), par le charigement .

| -z=uexp(f~—~1 = d.ec'+f—~1;hdy),

oll u est une nouvelle fonction de x et de y, se transforme en équation

Pu 1 au "1 ou
+__.__ —_—a—
ax 2y gax fay

Par suite, on- peut énoncer le résultat suivant:
Théoréme 1. L'équation au derivée partielle

(L2 hyez, aoz
ax ay (»f 2 g)ax f 2
J1 a2'dy >a]_ i aa, . alh 1
s —+ 7]+ =dx+ 2 - Zz-0,
(f 2y [ ) f ay fg fg)

par le changement de fonction . -
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se transforme en elle-méme. Elle a comme solution particuliére

z=exp(j~l}a1 dx+f—1g;hdy).

2. A partir du systtme d’équations aux derivées partielles

az
a, (x, ”57; +a(x, )z =1z,

3221 921
b, (x, y);? + by (x, y)a—y— +by(x,¥)zy =z

(@ B, # 0)

avec un procédé analogue, on obtient le résultat suivant:
Théoréme 2. L’équation au derivée partielle

Pz 1 aq 2%z %z
a9 fe s +(2fg 7—a~y—dx+fh)%+alg_a_?

2y

1 2%2q 1 2a , \? l aa, az
aa; 1 2q az
+(2g;+2a1g Ta_y*dx-*-alh)a_y
1
=+ [algIT

Pa, 2ay 1 a2a 2a, _
+a]cp+—Fg+2~—g — dx—}-h—; Z-—O,

2ta 1 24, 2 1 2q
2yt dx+a1g(f7 Py dx) +a1hjf de

2y ay

ol f(x) est une fonction arbitraire de X, et g, ¢, h sont des fonctions arbitraires
de y, et a; est une fonction de x et de y, par le changement de fonction

22z
(15) fs—x +ta,z =2z,

se transforme en elle-méme. Elle a comme solution particuliére
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(16) z=a0)exp<f1~fa1dx),

ol « (y) est une solution de I’équation
17 g + ha' + (¢ — Da = 0.

3. Le procédé employé plus haut pour la formation des équations aux
derivées partielles linéaires, transformables en elles-mémes, s’applique aussi bien
a des équations aux derivées partielles linéaires plus générales que celles envi-
sagées dans ce qui précdde.

Remarque: En ce qui concerne la transformation des équations aux deri-
vées partielles on peut voir les transformations de Lorentz {voir, par exemple
[11} et notre Note [2].

Exemples: 1° L’équation au derivée partielle

22z
ax ay

+ (x® + 2y)y:—;+ xy’;a}z-+('x"y‘+2xy‘+2xy.— hz=0,

par le changement de fonction

az
2— 4+ 2x)y2z =7z,
2 x Y 1

se transforme en elle-méme. Elle a comme solution particuliére

. 3 . — 2 12
z=exp(12y 4y —163x 3xy)

et par le changement

— 3 — 2 2
z==uexp(12y 4y + 3x - 3x y)

6
se transforme en équation

tu 2u 1ou
+2—+ 5 —=
ax ay ax 2ay

0.
La derniére équation, par le changement

U= vexp(——izc—~2y)



devient

dont lintégral complet est

y = Cyers—su’y" c,, et y c e-rx+n + Gt

et lcs ‘constantes C;, Cg, Cs, C,, Cs, sont arbltra’ires

“Par’ suite, l’mtégral complet de l’équatlon donnée est
; I : ; 2
z = (Cyer®—sv + Cyesx—7Tv 4 C;, eIt 4 Cemsrtrvy exp ( : ————‘Us +63x3y )

20 L’équation au derivée partielle R ~ o

32
ax ay

+ 5x“y‘—— + x4y + 3)—— +Q0x7)° +- 2008 y4 4 15xTyt - D)z =0,
par le changement de fonction:

32F sy e s e et e R al
3ay+15x‘y‘z 23, .

se transforme en elle-méme. Elle a.comme solution ‘particuliére

— Qx4 - 445\ .
;;:gxp( 36x. 9x —i;y 12xy)

et par le changement

36x — 9xd 4y — 123855\ TS
z=uexp( - 0 - )

IS
oo

se transforme en équation

R2u
axay

fLow +”3—i‘ = 0.
32 ay

2 X

La derniére équation, paf le change}nént
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u == vexp(~ 3x— %),

22y
axay

devient

— ¥ = 0,
dont PI’intégrale complet est

y = Cyeri—sv + Cyesa—Tu 4 C, e-rx+su + G e—sx+rv

/

& Vcl ' Vcl
r "*'“2*"}‘ 4 l/-— — — -1,

et C,, Cy, C3, Cy, C; sont des constantes arbitraires.
Par suite, 'intégrale complet de I’équation donnée est

ou

Il

x4
z = (C2 er=—su .} C3 esy—rx C4 e—Txtsy | C5 e—sat fy) exp (_ >Z — x4 ys)'
3% L’équation su derivée partielle

Pz
ax ay?

x )2 +xy(2x2y+1) y+2x2y ~—y—+(x5y2+x3y+xy

T x)§§+2x2y2 @xty + 3)5_5 R x0)P + 6x4y? ,+_2x_‘21y'3

—2v¥x?y +4xty - 1)z=0
par le changement de fonction e _ S

22 ’
X— + 2x2yz =12z
2.x y . 1
se transforme en elle-méme. Elle a comme solution particuliére

1 N '
z=—a (») exp (x*y),
ol « () est une solution de I'équation de Bessel

Yo i yd + OF - ) o = 0.
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49 L’équation au derivée partielle

2%

e 2 y2yr_ p 2F oy 22
(1 —x)y~— + 208 - x%y xy)axay+(l )Xy

+QRy—4xBy +2xy2—2x3 2) +[y —x2y — 2 xy? +y+n(n+1)y]—~

FxPpr -3y —4x2y? + 2y2 —xy+n(n+ Dxy—1]z=0,

par le changement de fonction
- + Xyz
e =z Z. ,
Y 3y y 1

se transforme en elle-méme. Elle a comme solution particuliére

z =yo(x)exp (- xy),
olt o (x) est une solution de I’équation de Legendre

(1-x)a"—2xa +n{n+ Da=0
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3A JUHEAPHU ITAPITUJAJIH JUOEPEHITNJAJIH PABEHKHU
OJ BTOP M TPET PEJ KOU CE TPAHCO®OPMHNPAAT CAMH
BO CEBE CO CMEHA HA ®VHKIIUMJATA

Havja A. Ulaiixapes

Pesume

Bo oBoj TPYA ce MOKaxyBa jeKa Hapuujajnarta AudepeHIMjalHa paBeHKa
(8) co cMeHaTa Ha Oysxnujara (4), ce 'rpahc@op\mpa cama Bo cede. Kopuctejkn
ja oBaa ocobmHa ce ModwBa Jdeka (13) e HejswH MapTUXYJNApEH HHTErpal.

Hcto Taka ce HaseZyBa Iexa mnapuujanxara aubepeHnMjajina paBeHKA
(14), co cMerara Ha QyHxuMjaTa (15), ce Tpaucq)opM‘ﬂpa cama Bo cede. Co
TOMOIN Ha 0Baa OCOOMHA Ce Haola Jexa HEej3MH MAapTHXyJIapeH MHrierpal e
mageH co (16), xage wro « (y) ¢ pewmerue Ha (17).



