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SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS
Ilija A. Sapkarev DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU DEUXIEME
ORDRE RESOLUBLES PAR QUADRATURES

(Communiqué le 9 Mai 1969)

1. On considére dans cet article I’équation différentielle

(L V' +[af(x) + By +[4f2(x) + Bf (x) + Cly =0,

ol f(x) est une fonction arbitraire, continue et différentiable dans un inter-
valle déterminé, et «, 8, 4, B, C sont des paramétres arbitraires.

D. S. Mitrinovi¢ [1] a donné certaines criteriums d’intégrabilit¢ de 1’équ-
ation (1) par quadratures dans les cas ol f(x)=x et f(x)=exp (bx) (b=const).
Ces criteriums sont, en réalité, les conditions pour que I'’équation (1), dans ces
cas soit réductible, c’est-d-dire qu’elle peut étre réduite & un systéme de deux
équations linéaires différentielles du premiére ordre.

B.S. Popov [2] a démontré, avec un procédé analogue a4 celui de
D. S. Mitrinovi¢, que I’équation différentielle (1), peut étre intégrée par qua-
dratures, c’est-a-dire, peut &tre réduite 4 un systéme intégrable de deux équa-
tions différentielles du premiére ordre, dans les cas suivants:

1° fix)=1; 2° f'(x)=fxx); 3° f'(x)=f(x); 4° f'(x)=fxx)+1.
Dans ces cas il a obtenu les résultats suivants:

1° La condition nécessaire et suffisante pour que l’équation
2 V'+(ax+B)y +(A4x2+Bx+C)y=0
soit réductible est que parmis les constantes «, B, 4, B, C il existe la relation
3 (P—2B2+(x2—44)(4C—2a—PL2)=22(2n+1)(x2—4.4)",

ou n est un nombre naturel.

2° La condition nécessaire et suffisante pour que I’équation
(4) x2y" +(Bx—a)xy +(Cx2—Bx+ A)y=0
soit réductible est que les constantes o, B, 4, B, C soient liées par la relation
(5) 2B—af=F)B—4C[2n+1xV(a+1)—44,
ol n est un nombre naturel.
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3° La condition nécessaire et suffisante pour que [’équation
(6) Y'+(xex +B)y + (e + Ber + C) y =0
soit réductible est que parmis les paramétres «, B, 4, B, C on ait la relation
) WPB—2B+a=F(a2—4A4)[2n+1 —(B2—4 C)'/2,

ol # est un nombre naturel.

4° La condition nécessaire et suffisante pour que [’équation
(®) Y +(xtgx+pP)y +(Atg2x+Btgx+C)y=0

soit réductible est que parmis les parameétres «, B, 4, B, C on ait la relation

) 4C—p2+ («B—2 B)2 [1+ dnn—1) ]

Qn+1xY(a+1)2—44) 1+V(x+1)2—44

=2[(x+ D)tV (a+1)2—4 4]—4[2 ) (a + 1)2—4 Al(2a,—n),

ol » est un nombre naturel, et a, peut s’énoncer avec « A, B, C et n.
2 ] ’ 3 »

Remarquons encore que les criteriums obtenus par D. S. Mitrinovié
peuvent étre obtenus de ceux par B. S. Popov pour n=0 et n=1.

2. Dans cet article, nous allons démontrer que I’équation différentielle
(1), peut étre résoulue par quadratures, si les paramétres x, B, A, B, C sont
lides par la relation

(10) {B+C2n+ 1)b]r+B+[(n+1)a+a]nb}z—-B(2r+a){[B+(2n+l)b]r
+B+[(n+a+albn}+2r+a)2lc(2n+ 1)r+cn(an+a+ o)+ C]=0,

pour 4 A#(e—2an)[e+2(n+1)a], od

re —x—2n+a+t)(a+a)2—44
= 5 ,

(11

n est un nombre naturel ou zéro, et la fonction S(x) est déterminée par
la relation

(12) S (X)=af2(x)+bf (x) +c,

avec a, b, ¢ des constantes arbitraires, ou par les relations
(13) 4A4=(—2na)[a+2(n+1)a], B= —B+2n+ 1)9;—b—an[(n+ Da+al

Puis, nous démontrons que tous les criteriums (3), (8, (1), (9), pour
Pintégrabilité des équations (2), (4), (6) et (8), peuvent étre obtenus de la re-
lation (10), si les constantes a, b, ¢ sont convenablement choisies.
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3. L’équation (1), par le changement

y=zexp (f (rf+s)dx),

ol r et s sont des constantes, se transforme en équation

izi+[(2r+oc)f+2s+(3]é£+[(r2+ocr+A)f2-+-(2rs+ar+(3r+B)f
dx? dx

+ (2 +Bs+C)+rf')z=0.

Cette équation, par le changement f(x)=¢, ol f(x) satisfait & la rela-
tion (12), devient

dz
(at? + bt +c)? d—t;z+[(2a+2r+a)t+2s+ﬂ+b] (at2+bt+c)£§t—

+[(r2+ar+A+rayt2+2rs + as+8r+br+B)t+(s2+Bs+rc+C)]z=0.

Si I’on pose
rz4+ar+A+ra==ka,

(14) 2rs+as+Br+B+rb=kb,
s2+Bs+ C+re=ke,

ol k est une constante arbitraire, la derniére équation devient
dz dz
(@2 +bt+c) —+[2a+2r+a)t+b+25+8]—+kz=0.
dr? dt
En différenciant cette équation n-fois, on obtient I’équation

dnte dnt+1
dtn+i+{[2a(n+1)+2r+°‘]t+b("+1)+25+ﬂ} z

(at2 4+ bt +¢)
dinti

+k+an(n—1)+QRa+2r+ayn]z=0.

La derniére équation et aussi avec elle, I'équation (1), peut €tre réduite
aux quadratures, si 'on a ’

k+an(n—1)+2a+2r+a=0.
Les relations (14), d’aprés la derniére relation, deviennent
X r+le+an+D)]r+A+anfa(n+1)+aj=0,
(15) Qr+a)s+B+bQ2n+D]r+B+la(n+1)+a]bn=0,
s2+Bs+c2n+)r+C+cen(an+a+a)=0.
De la premiére équation de (15), il suit (11), et par élimination de s, de
deux derniéres équations de (15), pour r# —«/2, on obtient la relation (10).

Si r=—a/2, de deux premiéres équations de (15), on obtient les rela-
tions (13).
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3.1. Pour a=b=0, ¢c=1, il suit f'=1 c’est-a-dire f=x. Dans ce cas
Iéquation (1) devient (2), et la relation (10) devient (3).

3.2. Pour a=1, b=c=0 il suit f'=f2, c’est-a-dire f=—1/x. Dans ce
cas I’équation (1) devient (4), et la relation (10) devient (5).

3.3, Pour a=c=0, b=1 il suit /' =f c’est-d-dire f==exp(x). Dans ce
cas, I’équation (1) devient (6), et la relation (10) devient (7).

3.4. Pour a=c=1, b=0 on obtient f/=f2+1, d’ol il suit f=tgx.
Dans ce cas, P'équation (1) devient (8), et la relation (10) devient

(B—aP)2+(2n+1F)(a+12—4 4)2[4C—P2—2a+4n(n+1)

—2@2n+1)2n+1+V/(a+1)2—4 4)]=0.

Enfin remarquons que B. S. Popov a démontré que I’équation différentielle

5 1
¥y’ +(tgx)y’—(7tg2x+7) y=0

est réductible au systéme suivant

’

1
a y—f{—t x)y=z,
) (e
3
zZ4+{—1tgxiz=0.
(7e7)
| .
(tgxﬂ:z)y——?(thxittgx)y=z,

b) z’+(—12—tgx:ti)z=0.

Cependant, cette équation est réductible aussi dans les cas ol n=2,
c’est-a-dire au systéme suivant

1
c) (tg2 x + l)y’——i— (tg3x+tgx)y=z,
z' (1 tgx)z—-O
3 .
, , 1 ) 1
d) (tg2x+2itgx—1)y +<——?tg3x=Fttg2x+—2—tgx>y=z,

z’+(-—%tgx:l:2i)z=0.
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