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1

YV oBOM pady noKkalyjeMo Ja Ce OMIUTH HHTerpan audepenuujanHe
jenHaYHHe

ey V' +f(x)y +8(x)y=0,

rae cy f(x) u g(x) npoussomHe audepeHuujabunne Qynkumje o x, MOxe
no6uti mnomohy kBagpaTtypa, ako Mely o¢yHkunjama f(x) u g(x) MOCTOjH
jedHa O penaugja:

o e
o AT e
@ ez+(9';gfe)'e__g (9'_;{3)2:0,

() W +fh+h4g=0.

[IputoM cy ¢ (x), ¢ (x), 0(x) u h(x) npousBobre nupeperuujabunne dynkuuje
on x.

Y ciyyajy kaja je McmymeHa penaudja (2) oaxocko (5), nudepeHuujanHa
jemnavuHa (1) mocTtaje

(6) J’"+[—12- (%) (%)l;\/%(cp+ 1)]y’+gy=0,

OHOCHO
(7) V' +f(x)y — (K +h+fh)y=0.

Ouiutd MHTerpan jeaxaduse (6) je

(8) y=[Cx+C2fexp[—f(f+2 \/_g—)dx] dx]expf\/%——dx,



506 Hiuja A. Iankapes

a jemnauune (7)
9) y=[C,+C, [exp{—[ (f+2k)dx}dx]exp [ hdx.

Onmwrty MuTerpan jepnauwue (1), xana je HcnyweHa penauvja (3) oaHOCHO
(4), rnack

(10) y=[cx +C, [%dle \/% exp (— [ fdx)

OXHOCHO

exp (— [ fdx) dx

(11) J’={C1+C2 [f\/eexp’(‘:“f”};;)dx]z}f\/e exp (— [ fdx) dx.

11

Kako 1wTo je mo3nato, ako cy a{x) ¥ B(x) OBa JMHeapHO HE3aBHCHA
napTukynapHa peulewa jenHaumne (1), a C; ¥ C, NPOU3BOJLHE KOHCTAHTE, HEH
ONMITM MHTerpaj rnacu

(12) y=Cra(x)+C,B(x).

Enumunanyjom koHcTaHaTa C, M C, u3 jemnauune (12) ¥ M3 MeHe ABe
npBe W3BOAHE jeNHayMHe, nobujamMo aAudepeHUHjanHy jeRHAYHHY

. aB”"—a” , a’ﬁ”—a” ’

13 ———r =0.
(13) T B —ap
Ynopehewem jensaumna (1) U (13) nobujaMo penaimje
aﬁl!_all Q‘B”—a" ’
X) = e | x) = ,
J ) B o' g(x) B —ab
KOjeé MOXEMO [a HanulueMo y obnuky
(14) of' —a'B = Aexp (— [ fx),
2
al 2 al
(15) g(x)=(:)

(—B—>I 3
o
rae je A(50) npou3Bo/bHa KOHCTAHTA.

1. Axo y3memo

(1.1 E:=<p(x) (j—)’,

x [+4
tana u3 (15) nobujamo

(1.2) a=Bexpf \/% dx,
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a u3 (14) u (1.2)

(1.3) ﬂ=[BC+%fexp[—f<f+2\/%)dx]dx]expf\/%dx.

[MputoM B(#0) u C cy npou3Bo/bHe KOHCTaHTe.

Enumunanmjom o u B u3 (1.1), (1.2) u (1.3) mobujamo pesaunjy 2).
Y Be3u cTUM cieayje a ONMUTU WHTerpan jeaHauuue (6) je 8).

Ipumep. Qubepedunjanna jenHauuHa
ey’ —(x—2) ey + (xe®—1) y=0
MMa OMIUTH MHTErpa
y=e-tme ¥ [ 4 o f it i2-2wre =2 dx].

2. Ako caga ysmemo

(2.1) («'fo)2 (B'[a’) = (),
taga u3 (15) mobujamo

B_[x
(2.2) - -f ; dx + A,

rae je A, NPOM3BO/bHA KOHCTAHTA.
3atuM u3 (14) u (2.2) uMmamo

2.3) =4, \/%exp(—ffdx),
(2.4) B=A2\/%exp(—ffdx> -(f-g—dx+—Al).

IIputom je A,(s£0) npou3Bo/bHa KOHCTaHTA.

Ilomohy enumunanyje « u B uz (2.1), (2.3) u (2.4) gobujamo Tauuo
peaaunjy (3). ,

3uHauW, ONIUTH MHTerpaid jeaHauuHe (1), xaga mweHd KoeUIMjeHTH 3ag0-
po/baBajy penaudjy (3), je (10).

IIpnmep. IudepeHuujanua jeqHaduHa
x2y"—2xy'—2(2x44+x2—1)y=0
uMa OMIUTH HHTerpa )
y=xe? (C,+C, [ e27 dx).
3. Axo craBumo

3.1 (—Z—) =0(x) (%)
peaauuja (15) moctaje N
(3.2) (%) 2%'
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M3 (14) u (3.1) nobujamo

3.3) :x—_—Blf\/ﬂexp(——m_x) dx,

exp (— [ fdx)
{ f\/e exp (— J fdx) dx

roe ¢y B, (#0) ¥ B, npou3Bobye KOHCTaHTeE.

Enumunaumjom o wu B w3 (3.2), (3.3) n (3.4) pobujamo ynpaso pena-
unjy (4)

3Hauy, OMWTM MHTerpan jenHayuHe (1), xaZa ¥eHu KoedDHIMjEHTH 3ano-
BosbaBajy (4), je (11).

(3.4) B- }2 dx+ B, | B, [ \Joexp (— [ fdx) dx,

Ilpumep. Indepennnjanna jeanauvna

V'+2e%y +ev(e*+1)y=0
MMa ONWUTH HHTerpan
y=e(C +C,x).
4. Axo caga yameMo

1) fey=2B=ef -
oaf —a'f o
nobujamo
g(x)=—(W +h2+fh),
a =D, elrdz
b, -J I
B= ._ife fﬂh)d’:dx-i-Da D, el haz,
D)

rae cy D,(;éO), D, (5#0) u D, npou3BojbHe KOHCTAHTE.

VY Besu cTHM cielyje la je ONIITH MHTErpan jeHAYMHE (7) mar ca (9).

Bpno je naxo yrspauti na Behm 6poj DmdepeHumjamHmX jenHaduHa, Koje
ce Hanase y nosHatoj kwu3u E. Kamkea [1], mpeTcTaBmbajy cneumjanan ciyuaj
jenHauuue (7).

Hcto Tako nako ce nobujajy, onHOCHO nojayaBajy noctojehu KpUTepujyMu
HEKUX AndepeHUMjanTHUX jefHAYHHA, KOje Ce Hanase y IOMEHYTO] KIbH3M, ako
ce MCKOPHMCTH AudepeHnMjansa jennauuna (7).

My hemo 70 oOBmE nOKa3aTW caMo Ha nBe nudepeHIujaNHe jefHAYMHE.

4.1. ¥ nomenyroj xwu3n [1] HaBonu ce na amdepeHumjanHa jemHauMHA

(4.1.1) (e+1)y" =y
HMa OmniuUTH HHTerpan

(4.1.2) y=Ci(l+e?)+C[—1+ (I +e ) In(l +e2)).

A. C. Mutpunosuh [2] HaBomn na amdepeHuMjanHa jegHavMHa

/ i
bz 4 )y =
(4.1.3) (ae1+ bz)y y
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HMa NapTHKYNApHA HHTerpaa o6iuka
(4.1.49) yi=ebT +ah2,

OBze My mnokasyjemo na ce AndepeHLujaina JjenHa4YnHa
(4.1.5) (aeb* +¢) y”' =y,
MOXe HHTETPAIMTH, ako KOHCTaHTe b M ¢ 3amoBosbaBajy penanujy
(4.1.6) 4bc—1=0.

fa 6GucMo TO mnokasanu, ymopelhyjemo jeanaunny (4.1.5) ca (7) u y
onHocy Ha h noGujamo Riccati-jeBy jemmaummy

“.1.7 (@ +c) b + (ae® + c) h2—1 =0,
Koja momoliy cMeHe eb? =t nocTaje
(4.1.8) (abr? + bet) h' + (at +¢) h2—1 =0,

Haie, onpeammMo KoHCTaHTe a,, a,, a; ¥ a, Tako na

(4.1.9) I L I
12+ a5t +a,

Oyne nmapTuKyjapHM MHTErpan jegHa4YdHe (4.1.8).
Axo caza h u3 (4.1.9) yHecemo y (4.1.8), no6ujamo penauujy

(4.1.10)  —(aab+ 1)1+ (ala—2 aab—a,bc—2 ay) 13
+(a,a,ab—a,a,ab—2 a,bc + 2 a,a,a + afc—a§—2a4) 2
+(a,a,bc—a,azbe +a3a+2 aya,c—2aa)t +atc—al=0,

O63npom Ha To na penauuja (4.1.10) Tpeba na TpeACTaB/ba HAECHTUTET
y OOHOCY Ha f, 3a onpehuBatbe KOHCTaWaTa a,, a, a; W a, HOGHjaMO CHCTeM
JjenHa4YwHA
aab+1=0,

ata—2 a,ab—a bc—2a, =0,
(4.1.11) a,a,ab—a,a;ab—2a,bec + 2a1a2a+afc-—a§—2a4=0,
a1a4bc-—a2a3bc+a§a‘i.-2a1a2c——2a3a4=0,
a%c—a3=0.
3a a,=a,=0 #n3 npBe IBe jenHauyMHE M3 CHCTEMa (4.1.11), no6ujamo
1 1+b2c

a=—— ==

ab’ } 2ab?

M Yy Be3M CTHM H3 Tpehe jeaHauynHe OBOr cHcTeMa H3Mely b u ¢ nobujamo
penanujy
b2c—1=0.
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2b0b4—~2b,+2bob,+2b1b2+(a+b)b3+(a+b)b2b4+b,b+bob4b+2b4c=0,
(4.2.9) byby—b,—bsb,+ b3 +2bby+(a+b)byby+byb+ bbb+ b c=0,
2b,by—2by+b,b+b,b,6=0,
byb,b+b3—bb,=0.
3a by =b,=b;=b,=0 u3 (4.2.9) enumuuaumjoM b, nobujamo (4.2.2).
3a b, =by=b,=0 enumuHaunjom b, u b, u3 (4.2.9) nobujamo (4.2.3)
3a b;#0 u3 cuctema (4.2.9) nobujamo

=(1—b)(a~i—b—-l)+c
b—3

bO s b1=b0b4, b2= l—b, b3=(1""b)b4

M eNMMUHALMOM KOHCTaHaTa by, by, b,, b, u b, U3 Tor chcrema nobujamo
peJianujy

(4.2.10) [(a+b—1)(1—b)+cl+(a+b+1)[(a+b—1)(1—b) + c] (b—3) +
+(b—3) c=0.

3Haud, MapTUKYJapHH MHTErPadH jeJHAYHHE (4.2.1) mory ce pobutu
noMofily KBaApaTypa H y Cnydajy kaga w3Mely KOHCTaHaTa a, b u ¢ MOCTOjH
penaunja (4.2.10).

OBaj ce mocTynak MoXXe NIPMMEHHTH W Ha jenHauuse: 2.11, 2.11a, 2.24,
2.39, 2.4la, 276a, 2.77, 2.107, 2.125b, 2.2124, 2.304a, 2.318, 2.363 q,
ka0 ¥ Ha [pyre jefHavyuHe Koje Ce Hajlaze y NOMeHyToj KaMkeoBOj Kmu3H.
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EINIGE BEMERKUNGEN UBER HOMOGENE LINEARE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DER ZWEITEN ORDNUNG DEREN
INTEGRALE IN DER GESCHLOSSENEN FORM ERHALTEN
WERDEN KONNEN

lija A. Sapkarev

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird gezeigt, dass das allgemeine Integral der Differenti-
algleichung

(D Y+ +egy=0,
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wo f(x) und g(x) differenzierbare Functionen von x sind, kann in der gesch-
lossenen Form erhalten werden, wenn zwischen die Functionen f(x) und g(x)
eine der folgenden Relationen besteht:

Vrorn-lz]+s(z)-o
o AP e A e
o[ e 22 o
(5) K +fh+h?+g=0,

dabei sind @ (x), ¢(x), 8(x) und h(x) beliebige differenzierbare Functionen
von x.

Wenn die Relation (2) bzw (5) ausgefiillt wird, wird die Differenti-
algleichung (1)

1 1 /g @ , '-E- I
© +[-(—)(_)— _(<p+1)] ray=0,
y 2\o/\% \/<P y +8&
beziehungsweise
(7 V' +fx)y— +h+ fh)y=0.

Das allgemeine Integral der Differentialgleichung (6) ist
=[C’1+C2 fexp[—f(f+2\/§/_<§)dx} dx]expf\/m dx,
und der Differentialgleichung (7)
y=[C,+C, [ exp{—[ (f+ 2 h) dx) dx]exp [ hdx.

Das allgemeine Integral der Differentialgleichung (1), wenn die Relation
(3) bzw (4) ausgefiillt wird, ist

y=[Ci+ C: [ @igydx]|\Jel exp (—] ax),

beziehungsweise

exp (— [ fdx) dx L
L 0 exp (—J Jdx) 6 exp (—/ fdx)dx.
[C ' f(f\/eexp(—ffdx)dx>2]f\/ exp (— [ fdx)dx




