UBER DIE INVARIANTEN RICCATISCHEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
ITlija A. Sapkarey
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In [1] hat D. S. Mitrinovi¢ bewiesen, dass die Riccatische Differential-
gleichung
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mit 0 = 0 (x) # const, « = const (#0) durch die Substitution
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wo y, eine neue unbekannte Funktion von x ist, sich selbst in sich trans-
formiert.

In [2] hat I. A. Sapkarev bewiesen, dass die Riccatische Differenti-
algleichung

3) V=f@®»¥+gx)y+hx
durch die Substitution

0z + R

“ S Sz + T(x)

(RS—QT)S+0,

sich selbst in sich transformiert, wenn die folgenden Bedingungen bestehen

0+T=0
oder

(5) SQ@+ TDRF[SQ+T)-285Q+ T)]R+ (QT' - QT)(T - Q) =0.
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In [3] hat D. S. Dimitrovski bewiesen, dass die Riccatische Differen-
tialgleichung
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(E und h sind beliebige Funktionen, A = const), durch die Substitution

o —(UP)E2+C
®) 2 22+ Ez

sich selbst in sich trasformiert.

In [4] hat L. Cakalov mehrere Ergebnisse iiber Riccatische Gleichungen
bekommen und darunter befinden sich auch die folgenden:

Die 3 Wurzeln der algebraischen Gleichung

P24 by (x) Y2 + by(X)y + by (x) =0,

wo by, b,, by beliebige Funktionen von x sind, sind dann und nur dann parti-
kuldre Integrale der Gleichung

YV 4+ M(KX)y+ N(x) =0,
wenn die Relation
(@62 —9b:b; + 278
[ S - t
(b7 — 3 by cons
besteht.
Die 4 Wurzeln der algebraischen Gleichung

Vt+a )y +ax)y+a(x)y+a,(x) =0

sind dann und nur dann partikuldre Integrale einer Riccatischen Differential-
gleichung, wenn ihre Koeffizienten durch die Relation

(27ata, —9a,a,a, + 2a} — T2a,a, + 27 a2
- ——— = const

Baya, —a— 12a)*

verbunden sind,
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In dieser Arbait zeigen wir, dass die Riccatische Gleichung

(a) V@)Y +8X)y+h(x)=0
mit
3y—38'y - o' B —afb,
X) = b)) s
f(Y) 8“BY () OCS_BY
o BT BY b — o
S (X) e 0(8 e BY
durch die Substitution
LSRN (ELE)
(®) Yy—oc—(‘o(yzvoc’

wo z eine neue. unbekannte Funktion ist, und ¢ eine beliebige Funktion von
(B —3z)/(yz — =) ist, sich selbst in sich transformiert und dass die Losungen
der Gleichung

B8 _ o (@X)

C SN
© Yy — Yy —

ihre Integrale sind.

Ferner zeigen wir, dass die Ergebnisse, die in dieser Arbeit zitiert werden,
konnen auch auf dieser Weise bekommen werden.

II

Bekanntlich ist das allgemeine Integral der Riccatischen Gleichung (a)

_9(Qa(® + B
2 (O () + 3 ()

(d)

Wenn man ¢ (C) durch Differenzieren eliminiert, bekommt man die Glei-
chung (a). Wenn wir statt ¢ (C) C setzen, wo o (C) eine beliebige Funktion
von C ist, erhalten wir die Funktion

_Ca + B

© Gl crre e vey

als allgemeines Integral der Glelchung (a).
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Von (d) und (e) folgt unmittelbar

" BBy _ (B=32)

Yy —« YzZ—a

Die Relation (f) stellt eine Substitution dar, mit der die Gleichung (a)
sich selbst in sich transformiert.

Wenn man in der Relation (f) y = z setzt, bekommt man die Gleichung

-3y @—SQ
g = .
(@ vr—a "ty
Da der Ausdruck
Pty = const
Yy —a

ist, folgt unmittelbar, dass jede Losung der Gleichung (g) auch ein partikuldres
Integral der Gleichung (a) darstellt.

1. Wenn wir
3y’ =¥y =ad-Py,
By —BY +ad —a'd =0,
y=1
setzen, bekommen wir

3" 2y 3y

1
(.1 =gy Py

,%ﬁ*aB’MMLfﬁﬁg}(ﬁqz
«d -8y 2 3 418 )"

Dann nimmt die Differentialgleichung (a) die Gestalt

387 1 8
oo 2 — T - . l
(1. 2) Y-y ) (8/ 2y

an.

Aus der Relation (f), fiir cp(t—g—g) = a(:{g: ;a) + b, mit g = const
\YZ — & — Z

(# 0), b — const, bekommen wir
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Az + B
. T
wobei
ao—B38—bad
il a—bd—23* ~
el L i
a—bsy -3 ~

_Bd—-ac®+baf

a—bd -
Die letzten Ausdriicken werden in Verbindung mit (1. 1)

39 1
A= T85-a 2%
b3” + 2537 — 252 3
4 B rbs o aav

Wenn die Substitution (1. 3) mit der Substitution (2) identisch sein soll,
missen die Relationen

1 0
A= =5 4>

167y 1 0 0 \2

co e )
1 60 o
& 260 0

bestehen.
Aus der ersten und dritten Relation von (1. 4) und (1. 5) folgt

E > by
0 N2 +bd5—a’
woraus man bekommt

0 b5” 2658

06 ¥ +bd—-a (BF+bd—a¥
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oy 2y
oy 3+ bd—a
und mit Hilfe der zweiten Relation von (1. 4) und (1. 5) ergibt sich
a—ab*=0.
2. Aus (4) und (1. 3), fiir v = 1, erhilt man
O =aon—B3—basd,
R =8 —qo + baP,
S=a—-38-5b3,
T =88—-aa+ bp.
Aus der ersten und letzten dieser Gleichungen folgen

bSo =0+ T)3+ b0,
bSB=a(Q +T)—bT3J.

Fir b = 0 erhilt man

die durch Differenzieren gerade die Relation (5) liefert.

3. Nun nehmen wir

und erhalten

3. D y=

wobei
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A = —2(@3 + ao?y + baf?d),
Ay =P+ aa® + boafB?
Ay —ay® + 5+ by,
Ay = —2B8 + aoy® + bRy,
Ay = ao®y + 25 + bBy.

Wenn die Substitution (3. 1) mit der Substitution (8) identisch sein soll,
miissen die- folgenden Bedingungen

24, + A, =0, A, =A, =0, A, /Ay =E, A,/ 4, =C
bestehen. Die letzten Relationen sind erfiillt, wenn

(3. 2 b=0,8= —aaty/p?

gilt.
Weiter erhalten wir
ps 2 B3 1

G.3) C= @) ="y Foaw

Durch Elimination von 8, fiir v = 1, bekommen wir
3. 4) E?0> 4+ 4Ca + 2CE = 0.
Wenn wir § und 8 aus (3. 2) und (3. 3) in

_ «f—oP
h = 25— B

einzetzen, erhalten wir die Relation

6. 9) y (CE'«C’E h

'"Té““r = 3-E')O(—* 3h:0.

Durch Elimination von o« aus (3. 4) und (3. 5) erhdlt man gerade die
Relation (7).

4. Jetzt nehmen wir
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dann ergibt sich, dass die Differentialgleichung

o a B — of
y - Sy 2EZER
o o
mit der Substitution
y—6_, ( B @)
« °? o

sich selbst in sich transformiert und dass die Losungen der Gleichung

£;£:¢p—ﬂ

[+4 o

ihre partikuldre Integrale darstellen.

Wenn wir speziell

(9()' — B) = ( = )~+ § = 4. B,

o/

wo a und b beliebige Konstante sind, annehmen, dann erhalten wir die
Gleichung

¥+ A4y*+By+C=0
wobei

A= —-3B—-ba,
B =383"—au®+ 2baf,
C=ac®B —baf®—a®—p

Durch die Elimination von £ aus der ersten und zweiten bzw aus der
ersten und dritten Gleichung, erhalten wir die Relationen

(b® + 3a)a® + (3B — 4% = 0,
Q6%+ 9ab + 27)o® + 24> — 9AB + 27C = 0.

Durch Elimination von « aus diesen Gleichungen bekommt man die
Relation

(b2 +3a27C + 24— 9ABP + 2b° + 9ab + 2T (3B — A = 0,
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Fir 3a + b* = 0 erhdlt man
A —3B =0
und fiir das 3a + b* # 0 folgt

Q7C + 24* — 9 AB)?
(42 — 3By

= const.

Es seien die 4 Wurzeln der algebraischen Gleichung
4.1 Wta X))+ a(x)yP+a;(x)y+ ag(x) =0
Losungen der Riccatischen Gleichung
@2 Y =P@»+ Q@+ RE.

Durch die Substitution

wo y, eine beliebige Losung der Gleichung (4. 1) und u eine neue unbekannte
Funktion ist, entsteht die Gleichung (4. 1)

“4. 3) w4+ b+ byu + by =0,
wobei

P il ke

Y4y 4342 4+ 2a,y, +ay

4y, + a
by=Z=T53 5 N
4y; +3a, )3 + 2a,y, + a,
1
.

47')"?717'3 ayi+2a,y,+a’
ist, und die Differentialgleichung (4. 2) geht iiber die
4. 4 w=Q2Py,+ Qu-+ P.

Die 3 Wurzeln der Gleichung (4. 3) sind dann und nur dann Integrale
der Gleichung (4. 4), wenn die Relation

B+ 3a 2Ty + 2563 —9b, b))% + (2b® + 9ab + 27)*(3 b, — 2P =0
besteht.
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Durch einfache Rechnung erhalten wir, dass

b, b - Sayay —ay —12a,
L 1 b

ist.
Damit folgt, dass die 4 Wurzeln der Gleichung (4. 1) dann und nur
dann Losungen der Gleichung (4. 2) sind, wenn die Relation

(6> + 3a*(27aia, — 9a,a,a3 + 202 — 12a,a, + 27 a2)?

+ b +9ab+ 2723 aya; —al—12a)* =0

besteht.
Fir b* 4~ 3a = 0 bekommt man

3a,a; — a2 — 12a, = 0,

2
und fiir das b* — 3a # 0 bekommt man

(27 a? a — 9a,a,a; + 2 a3 — 72a, aLl 27c£)3

- e — = const.
(Ba,ay = at = 124,
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3A MHBAPUJAHTHU RICCATI EBU JUOEPEHIIVNJAJIHU PABEHKUA
Hauja A. HMaukapes
Cogpxkuna

Ce noxaxyBa Jeka Riccati-eBata gudepeHuHjaTHa paBeHKa (a), cO cMeHaTa
(b), ce tpanchopmupa cama Bo cede. Kopucrejkn ja oBaa ocoduna ce yTBpAyBa
JleKa pelleHMjaTa Ha paBeHKaTa (¢) NMPeTcTaByBaaT MApTUKYNAPHH MHTErPaju Ha
paBenkata (¢). IloHaTaka ce MOKaKyBa [eKa pe3yJTaTuTe JOOMEHHM BO HaBeJe-
nute Tpymosu [1], [2], [3] u [4] MoxaT ;ma ce nodujaT M CO MOMOULI HA OCOOM-
HaTa paBeHkara (¢) Ja ce TpaHcopmupa cama Bo cede, ako 3a (QyHKLMjaTa ©
ce 3eMaT HEKOM TIOTOHO M3OpaHu CHeuujajiid BUJOBH.



