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POLYNOME VOM GRAD n ALS VOLLSTANDIGE INTEGRALE DER
LINEAREN PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DER
ORDNUNG n*

1. Es sei die lineare partielle Differentialgleichung

n n—k ()""‘z
1 Ay j 4 ———————=
( ) kZO ,‘Z:o n—k—~i, i oxn_k_iay,

gegeben, wo a, ,_; ;=@ _;_; ;(x,») k=0,1, ..., n i=0,1, ..., n—k) dif-
ferenzierbare Funktionen von x und y sind.

In dieser Arbeit wird gezeigt, dass das vollstindige Integral der Dif-
ferentialgleichung (1) ein Polynom von x und y vom Grad » sein kann, wenn
ihre Koeffizienten a, . _; ;=P, . :(x,y) (k=0,1, ..., n; i=0.1,...,n-k)
Polynome von x und y vom Grad n-—-k sind (der grosste Grad von x ist
n—k-—i und von y ist i) und wenn sie die Relationen

okP
) Pp gy = (===l (0,1, ..., n i=0,1,..., n—k
() ki =(—1) 0 x* ( !
(3) oP n—k+1—iy i—1 _ ‘)P"—k”i’i erfiillen.
0x oy

Es gilt auch umgekehrt, das heisst, dass das vollstdndige Integral der
linearen partiellen Differentialg]eichung

(4) n n-— k( l)k n : an—kz
kzo 20 ox* ‘)x"_k_'ayi_

deren Koeffizienten P, ; , die Relationen

aP"+1"i"“=aP"""(i=0, 1, ..., n) erfiillen, das Polynom

5
) 0x oy

6) z=3 B,,_k_,,,-l:x"“"”' —(n—k-0!1i! A "‘"'] sein kann,

020

2. Zu diesem Zweck differenzieren wir die Differentialgleichung (1)
zuerst nach x und danach nach y und bekommen wir die folgenden Dif-
ferentialgleichungen:
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n an+1 z
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® Saii———
“o 0x"=i9yit1
+ i nik (()an_k_,,, +a i ) 0n—kz__=
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@,_1=0, a_,;=0; i, k=0,1, ..., n).

Sei das Polynom z=P,(x, y) vom Grad n ein vollstindiges Integral der
Differentialgleichung (1). In diesen Fall hat das vollstindige Integral der
Gleichung (1) n(n+3)/2 Polynomldsungen als partikulire Integrale. Da die
vollstindigen Integrale der Differentialgleichungen (7) und (8) enthalten mehr
als n(n+ 3)/2 Polynomlésungen als partikuldre Integrale und da fiir das Polynom
z=P,(x, y)ist
’ otz o"tlz

X igy T gxmigyiti (i=0,1, ..., n),

folgt es, dass die Differentialgleichungen

n n—k ()a,,_k__, i . 6”"‘2
9 g, | —————=
® D e Fr= =
n n—k da k an-kz
10 kb g ki | —————— =
(19 kzo 2:0( oy k=t l)()x""‘"t)y'

identisch ausgefiillt sein werden, wenn ihre Koeffizienten die Relationen

(11) M‘*‘“a-k—l—m:oa M+an_k_i,i-x=0
ox oy
(12) (k=0,1, ..., m i=0,1,...,n—k) erfiillen.

Aus diesen Relationen folgt es unmittelbar, dass die Funktionen
Gy i, N=P,_4_;1(x,») (k=0,1, ..., i=0,1, ..., n—k)

"Polynome von x und y vom Grad n—k sind (der Grad von x ist n—k—i
und von y ist i). Von den Relationen (11) und (12) kénnen die Relationen (2)
und (3) sehr leicht bekommen werden.

Wenn wir die Differentialgleichung (4) zuerst nach x und danach nach y
differenzieren, nach (5), erhalten wir die Differentialgleichungen

n 1 n +1
SPy—22 o, SR> i o
i=0 oxmti=tgyl =0 ox"igyitt
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Von diesen Relationen kann man folgern, dass die Differentialglichund (4) ein
Polynom vom Grad n als vollstindiges Integral hat.
Wenn dass Polynom

n n—k

z=3 > By i x"hiy
k=0 i=0

sowie seine Ableitungen in die partielle Differentialgleichung

n n—k an—kz
P,y ii ———=0
kgo ggo n—k "()x"-""ay'

deren Koeffizienten P, ,_;, die Relationen (2) und (3) erfiillen, eingesetzt
werden und danacy wenn man das freie Glied des Polynoms P, ,_,, mit
Ay g1 k=0,1, ..., n i=0,1, ..., n—k) bezeichnet, wird dann B,, von
der Gleichung

n—

1
(m—0)ilB, Ay ji+ > (n=1-0)Vi'B, | ;A\ 4+
i=o

NMa

i=0

1
+eee+ SA-DVB, A i+ ByoApy=0 durch

i=0
n—1 n—k A . ’

Bo=-3> > (nki)li!'B,_,_; ,=2=k=ti dargestellt.
=0 i=0 o0

Also, ist das vollstindige Integral der Gleichung (4) durch (6) gegeben.
Der Fall, wenn B,,=0 ist, wurde von D. S. MITRINOVIC [1] bearbeitet.

Fir n=1, 2, 3 folgt, dass die partiellen Differentialgleichungen

o oz oz
19 (Ao x — Ay 0)—+ (Ao, ¥ — Ay,)) — — Agy2=0,
ox oy

o x? 0%z Pz
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2 0%z 0z oz
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2 ayz ox ()y

x3 x? 0z
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0%z 0*z
(Ao 0——A1»0x+‘4 .o) ~ (Ao xy— Ay x— A0y +4,,) ———
2 ox? xdy

2 oz

- (Ao.ol‘ — Ay, ¥+ Ao,z) + (Ao x— A:.o) + (Ag0¥y — Ao,1) Agyz=0
2 oy? oy

der Reihe nach, die folgenden vollstindigen Integrale haben:

1° z=Bl_o(x——A—>+Bo_l<y——ﬂ1), .

0,0 0,0

2 z=B,,o(x—%)+B (y—%)+B2,o(x2—24—2#°)+

0,0 0:0 AO;O

A A
+B,, (xy - ;“1) +B,,, (J’z - 2—0’2) s

0,0 050

3 z=B, (x"%g)'l'Bo,; (J’—%)+Bz,o (x2—2~Az—’°)+

0.0 0,0 0,0
+ B, (xy - éﬁ) + B,,, (J’z -2 Ao ) + B, (x3 6—= 4 ’0> +
00 - 0,0 0.0

+B,, (ny—2%)+_Bm <Xy2_2 .f{iﬁ)_l_Bo’s (yB__ 6@).

00 0.0 AO.O
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