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SUR LA VALEUR PRINCIPALE DE L'INTEGRALE IMPROPRE
VI-IEME NOTE

Kuzman Ad¥iev, Dragan Dimitrovski

Dans cet article nous continuons I’étude de la convergence des va-
leurs principales au sens de Cauchy des certaines classes des intégrales im-
propres. Nominalement, en constatant dans la litterature une abscence des cri-
téres de la convergence de l’intégrale impropre dans le cas ol la fonction
sousintégrale posséde dans un intervale de P’intégration fini des pdles de
Pordre arbitraire, les limites de Pintégration étant des points réguliers, en
perfectuant les méthodes de nos notes antérieures, particuliérement la Ill-iéme
et la cinquiéme ({1], [2]), s’appuyant sur le procédé donné dans Behnke-Som-
mer ([3]), nous proposons le théoréme suivant, qui eclaircit cette question
danslescirconstances assez larges au moyen, du calcul des résidus de la théo
rie des fonctions analytiques.

Théoréme: Soit donnée une fonction f(z) du variable compléxe z emplissante
les conditions suivantes:

1°. f(2) étant analytique dans le plan de eompléxes élargi, éxepté dans
un nombre fini des singularités isolées a la distance finie;

2°, Sur l'intervale [a, b] de I'axe des réels, f(2) posséde un nombre fini
des ples : le péle x, de I'ordre my, le pdlg x, de Pordre n,,. .. ... s Xg de
Lordre ny;

3°. f(z) étant réguliére obligatoirement dans les points x = a et x =b,
Alors, pour que la valeur principale au sens de Cauchy

b
v.p.ff(x) dx

existe, il faut et il suffit que les sommes des coéficients laurentiens du develop-
pement de la fonction f (2) dans la série de Laurent autour des poles x;,i = 1,2, ..
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... k; sur les places paires prés des membres (z — x; % soient égales @
zéro; c’est a dire qu’il vaut:

1 ¢ ZA—zv’j=0’V=L 2,..,p
J

ou 2p = Max {2p,, 2p,,..., 2Ps}

2p1,2p,,. .., 2px marquant les nombres pairs maximums, moins ou égaux
d ny,n, . .,Ng; respectivement. :

Alors on peut calculer cette valeur principale au moyen de la formule
suivante

b—z

+

2300 z—a

b
vp [ 1) dv= BBt )+ Res f ()

2

+ 3 Res  f() 22

Cc\ [a bl @ la distance finie z—a

o A_¢pi=12,..., m; j=1,2,..., k sont les coé ficients laurentiens
du développement de la fonction f(z) autour des pbles x;, prés des membres
(z—x;); Ay, étant spécialement le résidus de f(z) relatifs aux péles x;;
tandis que les B_4,; sont les résidus de la fonction

fuyéb—z

z

dans les mémes points, que I’on peut calculer par la formule

b—x A_,, 1 1
B=1,1=A=1,j in - 21[ _ ]+

Xy a 1 Xy a Xy b
&)

A_g 1

+ “’[ 1 ]+.”..+
2 (x—a)?®  (x;_b)
° A_nj, j 1 l
+ (— 1)1, —

= n—1 [ (x;—a)t=t  (x;—b)+! ]

Demonstration. Pour demontrer ce théoréme, nous composons la fonction
f@ In (b—2) / (z—a),ouln (b —2) / (z— a) présente cette détermina-
tion du logarithme qui ala coupure sur le segment [a, b] (0 < arg z < 2rw),
dans le but de l'intégrer suivant le contour donné sur I'image. Si nous intro-
duisons les circles:

Cr:lzl =R, Cy:lz—a|=r; Cp:lz—b|=r;Cxy: |z—x4]| =

=r; i=1,2,...,k
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supposant R étant‘si grand que C, contient toutes les singularités de f(z)
sur C, et T si petit que Cy, Cp, Cz¢ n'en contiennent nulle, un calcul des ré-
sidus fond§ sur la formule de Cauchy nous donne:

@ ff(z) In ”“zdz—[ff(z) nl=% 4y
 Zz-—a zZ—d
CRr C,

Xir b k—1 Xxj—r b )
+ ff(x) In —xdx-f—z I f(x)n =X dx +
x—a x—a
atr j=1 X
b—r b
+ I f(x) in ] [ If(z) b dz+
Xp+r =

* f‘




xp+r b k—1 xjtr b
+ | f(X)(In = -)dx+z f f(x)(z,,x_a+

b—s =1 xjp1"

+21ri) dx +T'f(x)(ln:—z + 2mi ) dx]-—-

x—r

dz—2-n:zz Res f(z)lnb

K
—fo(z) In
c\ [a B z—a

j=1 Cz;j dist. finie

A I'égard aux suppositions sur le logarithme (sur la coupure supérieure de

b—x+2m') an

X —a

I’'axe des x la fonction f (z) ayant la valeur f(x) (In

simplifie (4) et 'on obtient:

[ x]_, £(x) dx + xf?/(x) dx + j f() dx =

a-+tr Xj+r X+r

[y

—Z —Zz

(5) =2mni X Res f(z) In b

— J- f(z)lnb dz +
z—a —
Cr
u b
+ j+j‘ + Y J’ f@m2=% 47 .
z—a
Ca Cp j=1 Cz;
Come il est évident:
b—z } b—1z
(6,) f@Dn dz=—2wi Res f(z)In
z—a Z=o0 z—a
aussi
Mr|inr V 14 4n? —0,r >0
Intr

6 ] f £y n2=2
z——

alors

zZ—a

[f(z) i 2=2 dz—>0;v/‘f(z)ln b=z v, r 50,
z—a



41

et il nous reste de calculer la derniére somme dans (5), relative aux intégra-
les suivant Cop

Supposant les dévelloppements de Laurent dans les bagues
0< |z— x;\ < 3 des fonctions suivantes:

f(Z) — A—nj:i L. A—2’ 4 + A—]." +
(Z — x,)"f (Z-— Xj)a Z— Xy
+Ao,,+A1,j(z——-x,)+.. .
et
lnb_z =n l—x,+ i (=1F ! - — L - | (z — x7)i
z—a Xj'—'a i=1 i (x, — a)l (Xj _— b)l

on obtient, en multipliant, les séries

b

—_Z _
z—a

N f@h

o —1
Z A;, g (z—x,)i + Z B;, i (Z'——)Cj)i
i=0

i= —nj

et en intégrant suivant la longueu de Czy, on a

k —_
bX ff(z) n :__:dz=2'n:i {Z B_ps+ A1 m)+

k n
+23 5 ol

1 m= rl.(2m—1)

Pour que la valeur limite de cette somme existe, quand r tend vers zéro, il
est évidement nécessaire qu’il vaut (1):

A_gy1+ A go+ A ga+ ...+ A4 =0
A+ Agyo+ A gyt ...+ A4y =0

1) - - - - - - === -
A_gsr1+ A gsrn + A_gsrg ...+ A_gsrp = 0.

A Pégard aux formules (6,), (6,), (65), (7) et (1); a partir de (5) on peut con-
clure que la formule (2) est valable, ce qu’il fallait demontrer.
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Conséquence. Les pdles X,,X,, . .., Xy étant simples, les conditions (1) étant
b

trivialement sremplies, la valeur v.p. f [ (x)dx existe, et 'en a la formule no-
a

uvelle

b
v.p.ff(x) dx = Y Ay, (In —’L“_i‘L+ni)+

x,—a

+ ) Res f(z)Inb—z + Res f(z) lu b—z
C\ [ab) z—a == z—

dont une variante, au moyen d’une supstitution bilinéaire est donnée dans notre
IlI-iéme note ([1], p. 42).
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3A TIIABHATA BPEJHOCT HA HECBOJCTBEHHNOT HMHTEI'PAJ
VI HOTA

Kysman Apues, Hpaian Jusuilipoécku
Pesznme

Ce npepjiara efEa A0 cera HenyOIMKYBaHA TEOPEMA 33 €r3HCTCHLMjA HA TiIABHATA
BPEIHOCT HA HECBOjCTBEHHOT MHTErpajl BO KOHEYHH I'D2HHIM, BO COydYaj KOra BO MHTEPBa-
JIOT Ha HHTErpanujaTa moganrerpammuara ¢yHkimja EMa KOHeYeH 6poj OJIOBY, 0BOj HAT OX
 OpoM3BOJICH peA. Bp3 OCHOBa Ha TeopeMara ce AaBa ¥ $hopMyraTa (2) 32 KORKPETHO NPECMeE
TyBame Ha BaKBH BDPCTH RHTETPAIH CO HMOMOII HA CMETameTOo CO OcTaTomuTe. MoXHa
¢ KOHCTpyKIgja Ha rojieM 6poj mpHMEpH Ha KNAacH KOHBEPTEHTHH MHTETPAIH.



