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ACUMIITOTCKA MPOUEHA 3BWPA OEJUTEJbA
: HEKUX BPOJEBA

| PAHKO EOJAHUT
1. Heka je '

a(n)=2d
N din

36up nennteiba O6poja n, Npu yemy ce 1 u n pauyHajy kdo me-
auTebu. PyHKuMja o (r) je MyJATHILIMKATUBHA, Tj. ako je (a, b) = 1
Taja je
- 6 (ab) =c (a)s(b).

s nedunnuuje pynkunje o(n) 1 oBe meHe 0COOHHE cieny aa
je 3a n=TIp® -

: 1-p—o%—-1
0] RIORL) | Eon

pln

rae p|n 3Hauu Xa je NpOM3BON y3eT NPEKO CBUX MPOCTHX He-
auTtema 6poja n. : v

- PyHkuuja o (n) je kao u ocrane PyHKuMje Koje ce jaBibajy
y Teopuju GpojeBa Beoma HenpasuiHa..Kaxo je Ijn u njn TO
je oueBMIHO na je ‘

(2) o(n)> n

AN

" Ocum Tora je [1, crp. 264]*

o(n)=0(nlglgn). -

Ws oBux HejemHaumHa CeAM Jia KOJMYHHK o (n)/n MOXe y3eTH
Ma KOjy BpemHOCT pasmaka (1,00). AKO MOCMATpaMO M3BECTaH
HW3 UeluX GpojeBa {a,}, moxe ce necuTH Ja o(a,)/a, Texu
onpeheHOj rpaHuLUM Kag n—>oo. ..

. * Bpolesu y yraacrum 3arpa11alma OAHOCE Ce Ha JMTepaTypy Ha
Kpajy ynaBKa, : ’ :




6 ) : Panko Bojannk

Mpo6aemu OBe BPCTe Cy OYEBUIHO jeiHOCTaBHH aKO 3HaMO

CTpyKTYypy 6poja @, Kao WTO je TO Clydyaj KOE HM30Ba {pa},
{PyPa*** Pn}, WTL, THE P, O3HAUaBa n-Tv NpOCT Opoj. Tako, Ha
Tipumep, Y NpBOM Ciyyajy je o(p.)=p.+1 ma mpema TOME

5 .
(3) ._(ﬂ'.)_ —-> 1, - 00,
o ; Pn Co
MHoOro cioxesuju npoGiemu Cy OHU KOJX KOjUX LEJIUTEIbH
nocmartpaHor Husa 6pojeBa HUCY eKCIIMUMTHO KaTH. Taksu cy,
Ha Nnpumep, HUBOBH - : R

F,=22" +1, M,=2°-1, p npocT 6poj,
satum {py Py -+ - pa+1}, MTL.

Husosu {a,} xoju umajy ocobuny na o(a@,)/a@,>1 Hapo-
YWUTO Cy MHTepecaHTHW 360T TOra WITO Cy y TOM Cliyyajy HH-
XOBH YJlaHOBH Y M3BECHOM CMKCJY BpJO OJUCKM NPOCTMM 6po-
jesnma. . [Tpumep Fermat-oBux Gpojea F,=2:"+1 TO Haj6oike
- nokasyje. Fermat je HaWMe npeTnocraB/bao Ja Cy CBH GpojeBu

Tor o6nMKa mpocT, anu kana je Euler nawao na je Fy cnoxen
6poj, yeumeno ce na je Fermat-oBa mpeTrnocTaBka NorpeiiHa v
OHa je 3amemeHa MpeTnOCTaBKOM Ja MpOCTHX OpojeBa y HU3Y
{F,} uma GecxonHayHo MmHoro. KachHuja ucnuTuBama IoOKasana
Cy Ha je MOXIa joir BepoBaTHHje Aa NMPOCTHX OpojeBa y TOMe
HM3Yy HMa KOHAYHO MHOTO, THM TIpe IUTO IO HaHac Huje HabeH
nnjenan Fermat-oB- npoct 6poj Behin on F, [1, cTp. 15].- Mebhy-
Tum u3:jenHor.crasa P. Erdos-a [2] unjn poxas Huje 0GjaBibeH
cnenu pa o (F,)/F,~%}, n>oo. AKO Taj pe3yAaTaT ymnoOpeaumo
ca (3), sunehemo ga ce Fermat-oBu OpojeBu y Tome Inorieay
He pasiMKyjy OX NpoCcTHX Opojesa. B

Cauydo cToje cTBapu ¥ ca Mersenne-oBum 6pojeBuma, Tj.
6pojesuma o6iuka Mp=2P -1, rae je p mpoct 6poj. o 1952
roguHe 6uio0 je mosHato 12 mpocTux GpojeBa OBOr OGIUKaA M
TO OHMX Ba p=2, 3, 5, 1, 13, 11, 19; 31, 61, 89, 107, 127. Te
roauHe cy nomohy jelHe elleKTpOHCKe MallMHe 3a payyHaibe
MCTMTaHu Mersenne-oBy 6pojeBu 3a cBe ekcroHedTte p < 2309.
Tom .npunukom HabeHa Cy cBera TpM HOBa poCTa 6poja y-HU3Y
{M,} n.to 3a p=>521, 607 n 1279. Mebytum v oBne. o (Mp)/Mp—1,
p—oo, kao WTO hemo TO NOKasaTH y Tauku 3. .. s '

2. CBu HM3OBH {a,} KOju umajy ocobuHy na c(a,,)_/a,}»l,
R-0o NpUNajajy yCTBAapH jeJXHOM CKyINy HNpPUPOJHHX GpojeBa
Iecunucanom Ha crenehu Haumu: '

W)
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MNpoukna 36upa geantemna 1

Bpoj n apuiiada crpiy N axo reiosu Gpociin Oesuiiiesu
3adosonasajy ycaos o - ’

(G algn<p, a>0. .

To HemocPenano npousnasu us crienete jelHOCTaBHe leme: -
Jlema 1. Axo je n€ N, mada

E@ —>], n— 0o,
n

Hokas. Uz (1) u (2) crenu na je

pin pln

B oTplopt -
1>g(;;)f 1o >II(1"P ).
3a n€N je npema (4) p>algn, na je

A n 1 \® o)
1> 6,(n)>(]—algn) >'1_ algn’ .

rie je w 6poj MpoCTuX AeauTesba ‘Gpoja n€N. Kaxo je -
n=p¥pi...pro > (algn)®,

rae je px k-t mpocT meantesd Opoja n, TO je.

ign p
©Sgigniiga

na je KOHa4YyHO

n 1 ,
1> —— -——— 5], n»00,
>sm = VU aigigaiga T

[pema Tome, na 6K CMO [OKa3anu Aa ce 36up HeiuTesba’
6poja a, aCUMOTOTCKH MOHAILA KAO0 @y, Tj. AA 6 (@,)/an>1, o0,
AOBOJbHO je Aa JOKaxeMmo JAa JeluTelbd Tora Opoja 3al0BO-
JbaBajy yciaos (4), 1j. na je alga,<p. [Apyrum peunma, npo-
61eM Ce CBOAM Ha NpoueHy penuTeba 6pojeBa {a,}. ¥ cnenehoj
Tauky naheMO HEKOJMKO jeJHOCTaBHUX TpOLEHa Te. BPCTe.

3. (i) Hexa je :

B = pipaciepatls

rae je p, n-Th mpoct 6poj. Osaj i3 Gpojésa nosHat je jou
u3 EyKIMZOBOr [0Kaza 4a NOCTOjM 6ECKOHAYHO MHOTO MPOCTHX
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GpojeBa: HaMme, U3 wMibeHUle Na a, Huje NEBHBO HUjENHHM Of
NpBHX 7 OPOCTHX OpojeBa Cleln Na a, mopa GHTH NEBHBO He-
KHM MpOCTHM Opojem Koju je Behw om p, wiW, IpyruMm peuuma,
Ia CBM NMpPOCTH fenuTelbd 6poja a, 3al0BObaBajy HejeqHaUYMHy
P> pa. OnaTiie HENOCPENHO CJIeJM [a je 3a10BOJbEH YCiI0B (4),

jep ako craBuMO

(9= D ikp,

P x
Tagza U3 . ,
léan=lg(P1pz"’Pn+1)<21g(P1p2"'Pn)=,2&(Pn)

u YeGuiebeBe HejesHauuHe 3 (x) < 2x caepu

~

1
7 18 <P p.

KoHauHo, npumeHOM npeTXOAHe neMe TO6GHjaMO 1a o (a,)/a,~ 1,
n->oo. '

(ii) IMpouena npocTux menuteba Gpojesa M, u F, Heno-
CPelHO Cley M3 camor OoGjyKa THX AeluTelba. -

Axo je ¢ mpoct penute’b Gpoja M,=2P-1, Tama je ¢
o6nuka :

)  g=2kp+1

[1, ctp. 19], na je npema Tome ¢ >p. U3 oBe HejemHauuHe
cnenu ‘

gM,=1g(2-1)<plg2 <y,

na npema NPeTXOLHO] nemu o (M,)/Mp—1, p+oco. ,
[enune panu, nakemo osue nokas o6pacua (5): Heka je
d Hajmamu Heo 6Gpoj Takas ma je E

~

- 24=1 (mod q).

Tana je na ocnosy Fermat-oBor craBa d|q - 1.. Us npert-
nocraske ¢|M,, Tj. us : : .

20=1 (mod q)

_ ChelM Oa p mopa OMTH MYJNTHII TOr HajMmamer eKCIlOHeHTa d,
Tj. na je p=1Id; roe je ! ueo 6poj. Mehytum, p je mpoct 6poj,
na je npema Tome p=d, Tj. p|g-1, a Tume je oOpasay (3)
JIOKa3aH. - §

i

)
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Canuto ce npouewyjy NpOCTH AeuTelby 6poj'a F,=2""+1,
Haume, gko je ¢ npocrt memutem Gpoja F,, Tana je ¢ o6iuka

(6) g=2rt1k 4]
[3], na je yBex ;> 2"+, a ogarie caemu

lg Fa=lg (' +1) <20 g2+ 1 <2 g
Hejennaunna (4) je mpema TOMe 3ajoBOMBEHa na Ha OCHOBY
neme 1 mo6ujamo ma -

6 (Fu)/Fa~>1, n>oo.

~

Cam o6pa3au (6) noxa‘syje Ce KaO U y npe'rxouﬂom'c'ny?

‘4ajy Ha-OCHOBY Fermat-oBor cTasa. AKO je g mpoct menutenm

6poja F,, Tanma je
2*"=-1-(mod g¢),

Tj.
4] 22" =1 (mod g).

Hoxasakemo na je 27+! Hajmame peluere KOHrpyeHuuje

.

2m=1 (mod .g).

OsHauumo Hajmame peuietbe Te KoHrpyeHuuje ca d. Taza us (7)
cneny pma je 2"tt=ld, rge je I ueo 6poj. [Ipema Tome, d moxe
6uTu jenad on Gpojesa 2, 22, ---, 27+, MebyTum, KOHrpyeHupuja

2**=1 (mod ¢)

He MOXe 6UTH TauHa ako je k=1,2,---,n jep mecHa CTpaHa
o6pacua ,
. sz“‘lapoFl"‘Fk-—l

Huje AelbMBa Ca ¢ 360r Tora WTo cy cBu Fermat-oBu Gpojesu
MebyCOGHO pesiaTMBHO NpPOCTH, @ ¢ je N0 MpeTHOCTABLM nenn-
Tesb on F,. [lpema Tome je d=27+, pa je 2+t |g-1 Ti. ¢ je
o6auka 2"+ k+1, rae je k ueo 6poj. _

4. Ykoauko Hu3 6pojeBa KOjU NOCMaTpaMO MMa JeMTelba
KOjH OCTajy OrpaHHYeHH, NOCTYNaK U3 NpPETXONHE TayKe BHATHO
ce kommiukyje. OBxe hemo WSHEeTH 1Ba TaKsa cayyaja.

(i) Axo je p npoct 6poj >3 u Np=2P+1, Tana

/

3
Jexan npoct penutesr 6poja N, je oueBumHO 3. [Toxasa-

®) " G(Np)IN, > 5 proco. _

~ hemo Hajope na N, 3a p>3 Huje nelbUBO HujegHum Beknm

cTeneHom Gpoja 3.




i0 Pauxo Bojanu -

‘Hajmamu excnoHeHT m 3a Koju je KOHrpyeHuuja

.

2n=1.(mod 3)

taysa je 6. IlpeTmocraBumo ma je 3a Heko p >3 6poj N, ne-
buB ca 3% Tj. ma je ‘ )
2r= -1 (mod 3?).
Opatne cnenu ,

‘ \ 2?r=1 (mod 3?). <

2p mopa GuTu makne myatana ox 6, Ti. 2p=61[, oaHOCHO
p=31 To je mebyTum Hemorykhe jep je p mpoct 6poj Beku ox
3. Ipema .TOoMe, NpeToCTaBKa Xa je 3a HeKO p >3 6poj N,
nebuB ca 3% Huje TayHa. _ .

To 3Hauu j1a je 3a p >3

‘ Np=3-N,, (3, N/)=1.
[Ipema TOME je

6(Np)=a(3) a(Ny)=
® '

=45 (Np).
OcTano je joui jga MpOLEHHMO TNpocTe jemuTele 6poja

N/, W WwTo je UCTO, NMpocTe AenuTelbe Opoja N, Koju Cy
ek om 3. FpeTXOoHO TpUMeTUMO J1a je yBeK

(10) (27 -1, 22+1)=1.

OBo je oueBumno jep ako je m|2"-1 u m|2"+1, Tana je
m|(27+1)-(2*-1), 1. m|2, a ogatne cieau na je m=1 a6or
TOra WTO Cy rMocmaTpaHu GpojeBH HemapHH.

Ilpoctu nenutemu 6poja Npy=2P+1 xoju cy Behu ox 3
HCTOr Cy o6nnKa Kao u jenuteibu Gpoja My, Ti.

any r=2Ip+1,

alH je J0Ka3 TOra HewTO CJIOXEHH]H.
Haume, HeKa je r|N, r>3. Tana us

) 2r=-1 (mod r)
cnemu
12) , 2°?=1 (mod r).

Osnauimo ca d Ha]'M‘aH:l/l 6poj Takas na je
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2d=1 (mod r).

Uz ‘(12) crnefu na je 2p=1d, Ti. ﬂ.a je d=2, p nm 2p.
Kako je r >3, 1o je d>2. Ocum Tora, KOHrpyeyuuja

2r=1"(mod r)

" He MOXe 6uTH TayHa jep je npema (10) (22 -1, 28 +1)= 1 Hpema

Tome je d=2p, a onatye ciegu (11).

s (11) Henocpenno cleny Ja MpoCTH JEeauTebu GpOJa'
N, xoju cy Bekm o 3, Tj. npocTn KenuTedu Gpoja Np', 3ax0+
BOJbaBajy. ycAoB (4) ma npema. Tome S

s (NY)/Ny' 1, p oo,

wTo 3ajerHo ca (9) naje (8):
(ii) Hexa cy najsam p.u ¢ npocm 6pojeBu (¢ >3) u

Npq=2pq,+1.

Osne kemo 1okasaTy 1a

3

(13) S (Npg)/Npg >0 (Np)[Np, 0.

Hajrexu neo joxa3a oBOr obpacua cacToju ce y TOMe fa Ce
H3IBOje JenuTelbu 6poja N,g KOjU OCTajy OrpaHHYeHH Kax n-oo,

Jenan ox neautema Gpoja Ny je Np=2P+1, na je

, Npg=Np-Rpq, .
rze je '
qu = 2p(g~1) _ 2002 ... 4 227 - 2P + 1.

Hoxasakemo Hajnpe na cy GpojeBu N, U Rpq penaTHBHO |
NpOCTH aKo je ¢ AOBOJbHO BENWKO, a 3aTum hemo MNpOULEeHHTH
npocTe jeiyuTebe 6poja Ry, ﬂpBo TBphetbe Helmocpeato cnenn
U3 OBe Jeme

JJEMA 2, Axo cy pu g ﬁpocma 6p01e3u (q 3) Zada ]e ’

qT2P+1

(Npy Rpg)=y -
g gl 2rel

Jlokas. Heka je
(Np, Rpg) =m.




i2 v Panxo Bojanuk L

Tana je

(M)

2r+1=0 (mod m),
20N 206D ...+ 227 - 28+ 1 =0 (mod m):

OBy nocneawy Rourpyeﬂuujy MOXeMO Hamucatu Ha cienehu
HayuH

(15 {ZP(q—l) - ]} - {2p(q—2)+ ]} +ee ,
s H{2P -1}~ {20 +1) 4 =0 (mod m).

Kaklo Zx\ggbymm M3 MnpBe 04 KoHrpyeHuuja (14) caeny na je Ba
v cae

2P - 1=0 n 20924+ 1=0 (mod m),

10 Ce (15) cBOM Ha :
g=0 (mod m).

OnaBne, ¢ 063MpoM Ha TO Aa je g npoct Gpoj ciemu na m
moxe OuTH camo ¢ uau 1. Jla am ]e

m=q pnimn m=1 |
3aBUCH OYeBMAHO OJ TOra ja JIM je KOHrpyeHuuja
(16) 2°+1=0 (mod ¢) .

TayHa WM Huje, a TUME je JleMa JOKasaHa. -
Ms ose neme caenu na je 38a ¢ >2P+1=N,

) ‘ (Np, Rpg)=1,

jep Tapa xoxrpyeHuuja (16) OYEBUIHO He MOXe 6u'ru TayHa,"

na ]e
6 (Npg)=0(Np) o (qu)- :

Qcrano je jow aa LOKaXeMO ,U,a npoc’rn AeJHTelbH 6p0]a
Rpq 3anoaoxba3ajy ycnop (4). Kako je

. I8 Rpg I Npp=1g (2B + 1) <pglg 2+1 < 2pg

i. ‘
1.

(18) 7D lg R\ ¢

TO je OYEBHIHO HOBOJbHO Ja IOKaXeMO 1a Cy CBM TPOCTH
nemTemn O6poja R,y Behu of q.

ath
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}IEMA 3. Axo je r Bpoci desuiien 6poja. qu;d. q> N,, fiada
e r>gq. ‘ .

Hoxas. Heka je > Npur|Ry. Tanaje ur|N,, am je 36or
(17) (r, Ny)=1. U3 r{ Ny, 1. u3

204=_1 (mod r)

cienu
(19) ' 2*PMM =1 (mod r).
Heka je d HajmamH eKCIOHEHT TaKaB 1a je
(20) 2¢=1 (mod r).

Tana us (19) creny na je 2pg=1d, Tj. na je

d=2, p.q, 2p, 2¢, pg v 2 pq.

Onmax ce moxe BuZeTH 1a d He MOXe GUTH HHjesaH o4, 6pojesa

" 2,p,¢,.2p, pg.

Hanme, 8a p=2 us 3(2%¢ -1 u{(10) cnean na 3 nuje menntem
6poja 2% +1. 3a p>3 us (r, N,)=1 cnenu aa je r> 3. IIpema
TOMe d He MOXe 6uTH 2. Ocum Tora, d He MOXe OUTH HujemaH
on Gpojesa p, ¢, pg jep 6u us '

2r=1, 2¢=1, 2mM=1 (mod r)

CAeNHI0 _
2ri=1 (mod r),

a 0Ba KOHrpyeHuuja Huje TauHa 360r TOra wTO je r|Ny u
(279-1, 29 +1)=1. Hajsan, d He moxe 6utu 2p jep kan 6u
KOHrpyeHija , o

: 2*2=1 (mod r)

6una TayHa, oHpma 6u us (r, Ny)=1 u ose KOHrpyeHuuje caeauio
2r=1 (mod r),

a TO je Kao WTO CMO Mano Ipe BuIenu Hemoryhe.
[Ipema ToMe je o :
d=2q unn d=2pq,
na je npema (20) o
2gir-1unm 2pg|r-1,
T].
r=2lg+1 wa r=2lpg+1.

-[lakne, y cBakom cayyajy je r>g, wro je Tpe6ano mokasaTtw,
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- KonauyHo, u3 oBe seme u (18) crenu na npocru nenme.tbu‘
Gp()]a R,,q sau.oao.tbasa]y yciaos (4), Tj. na je -

'2‘,—, 18 Ryq .< r.
[Tpumesom neme 1 no6ujamo na

& (Rog)Rpg 1,4 >0,

a Tume je oO6pasay (13) oueBuIHO I0Ka3aH.
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1. évaluation de la sofniie de diviseurs 15

Ranko Bojanié

* LEVALUATION ASYMPTOTIQUE DE LA SOMME
DE DIVISEURS DES CERTAINS NOMBRES .

( Re’su‘me?

Si 'on considere une suité infinie des nombres entiers {a,} on
voit qiil est possible dans certains cas-d'évaluer le comportement asymp-
totique de o(a,)/a,. Cette évaluation est évidemment simple lorsqu’on
connait explicitement les diviseurs premiers du nombre g, par exemple,
Si @y =py OU @p=p, Py -- Py, OU {Pn} est la suite des nombres premiers.
Par contre, ces évaluations deviennent plus difficiles lorsqu'on: ne- con-
nait pas explicitement ces diviseurs. Dans ce dérnier cas P. Erdds [2]
a démontré pours les nombres de Fermat F,=2"+1 que . :

s (Fp)fFp>1, 1> 00.
On démontre ici tout d’abord que tous les nombres {a,,} telle .que
) - o (an)lay > 1, 1> 0o '

apartiennent 2 un ensemble N des entiers, défini de la manitre suivante:
nEN lorsque les diviseurs premiers de n satisfont & I'inégalité

0y algn<p, a>0.
Pour €N on a alors

a 5’7”—)-»1,”—»00.4

" Dapres (11) et (1I) il est évident que (J) a lieu toutes les fois ‘que
alga, <p, a>0, p étant un diviseur premier de a,. O
De cetfe remarque simple découle immédiatement le résultat de M.
Erdds et en méme temps les résultats analogues pour les nombres

Q=P Py Put1 et ay=2"1-1,
On démontre de méme que

f‘_a(2pq+])_+ o (27 +1)
27441 2P41

» 4> 00,

olr pl et ¢ sont les nombres premiers.




