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EQHA 3ABEJIELLIKA 3A GAUSS-OBATA U CPEJJHATA
KPUBUHA KAJ EJIMNTUYKU UCKPUBEHU IMIOCKOCTHU

JOXE VIJIYAP

Bo nactaBata no gudepeHusania reomerpujia e KOPUCHO
Ha NMOBaXHU BOBeJyBaHU NOMMM 1A Ce 1anaT IOHeKale U reo-
METPUCKM TOJKyBathba. 3a Taa MLiell JaBame BO OBOj TpPyA IO
eIHO TreOMeTPUCKO TOJIKyBawe Ha cpenHaTa M Gaufi - oBaTa
KpUBUHA 3a Cllyyaj Ha eJIMIITUYKU TOYKH.

1. Enna nosuara penauujal) mTo HM JgaBa BpCKa Mmery
TOpCujaTa W JOJDKHHATA Ha JAaKOT M Ha TeTWBaTa Kaj NpOCTOp-
HUTE KPUBW, HU Jaje UIeja Ja MCUTamMe KaKBW aHaJlOTHU pe-
JalMuH Ba)kaT 3a KPUBMHMTe Ka] IJIOCKOCTUTE — aHallOTHW BO
TOa WITO MEeCTO KpMBMHATAa Ha KPUBU I'M UCIUTyBame KpPUBUHU-
Te Ha MJIOCKOCTH, a MeCTO JOJDKMHMTE Ha JIAKOT M Ha TeTHBaTa
ja ncnuryBame noepmuHaTaZ) Ha JeJOT OJ INIOCKOCTa INTO OJ
Hea ja OTCeKyBa HeKOja paMHMHA M MOBpILIMHATa Ha NpeceyHaTa
(urypa Ha IUIOCKOCTa M Taa paMHMHA.

JacHo e meka Ipy OBa, uUclienyBame noaraar rnpeasun ca-
MO eJMONTHYKM TOYKM HaA /IIJIOCKOCTa 3a jga Oune HEJ3UHUOT
fIpeceKk CO pamHWHATa 3aTBOpeHa Kpl/lBa

2. /la ce onuTame npBO Ha ejeH npumep!

HajnpocTu 3a ucnuTysawme ce KpuBMHUTe BO TemeTo M
Ha 1Mapa6oJounoT

(1) e 21;22, R, >0, R,>0,

Kaj KOj TaHreluaiHaTa pamHuHa Bo M e xy- paMHuHaTa a Hop-
manata Bo M e z-ockara.

Pamnunata z--d ro npecekyBa napaGoJoMgOT BO eJMIca
IITO ¥ e NOBpIIKHATA

1) Buau na np.: Rudolf Rothe, Differentialgeometrie |, ctp,
12, dopmynara (170); Berlin 1944.

) TepMuHOT NNOCKOCT e ynorpeGed BO OHaa CMUCJAa KaKo Ha

np. HemckuoT die Fldche, a noBpwuHna kako Hemckuor der Fli-
cheninhalt,
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@) P=2ﬂdVR1R2;

a camuoT mnapa6oJioun ro npecekyBa Ha JBa Jeja, On KOU
OHOj Ha KO] WITO JieXu TemeTo M Heka UMa MOBpiuMHa P.

[pemuHyBajku of X, y-KOOPAKHATH HA 7, P-KOOPJIMHATH, Je-
(uHMpaHU CO paBeHKUTe

x =R, r cos ¢

y=yR,rsing,

no6uBame 8a nospiuuHata P

. 5 i e
3) P= OJ- “d(pJVz‘iV] 3 Rchos'~’<p+%: sin?¢ VR, R,rdr=

—— g a3l
:Zﬂdm 2 {1+?<E +’—;;) +}

Cnpema nocTtaBeHaTa Hu 3ajaya Tpe6a Ja ru Hajueme
TaKBuTe (yHKuUMM ¢ (P,p)-unu ¢ (P,p,d) na uspasure on BUIOT

lim ¢
a-0

HYH IM Jajar KpusuHuTe on (1) Bo M.
Ho, kako ox (2) u (3) crnenysa

P-p= 5@ VRR, (le;ei)'{”d(”')}’

P2=4nd2R1R2-{l+d(~-)},

TOa 3a KpUBUHUTE
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ru pobusame pejauuuTe

4 1 lim Lo
*) T gso @ VK

= -
® et ER R

OJlkaje WTO HaBelHaX ru NoGuBame U HauluTe GapaHH pesauum

©) & s
| a0 P* |
(7 | Hoo Lt 2
a-0d P

‘MM, TIOpaIu

: P
lim — =1,

: d-0 P :
LITO JIECHO Ce IOKaXyBa, U

|
(6") ; K =4n=*lim d—
} d p'
—0
(1) H= 2l Bl
d
do

3. Ho6usenute peayaratu (6), (1), (6") u (7) He Baxar
camo 3a ToykaTa M Ha crelMajHaTa MJI0CKOCT (1), KaKo WTO MOo-
Ka)kaBMe cera, TyKy 3a cCekOja eJMNTHYKA TOYKA HA MpPO-
M3BOJIHA IIOCKOCT.

Opn cute GeckpajHO MHOT'Y MOXHM MJIOCKOCTH LUTO MHHAT
HMU3 M ¥ WTO MUMaaT CO Taa TOYKA eJHaKBU KPUBHUHM Kako (1),
nnokocTa (1) e umeHo HajnpocTa. Taa e 3a cekoja OI HMUB Haj-
NpocTa OCKYyJaTOpHa MIOCKOCT OJ BTOpa CTelleH 3a Toykata M.

Jla usbGepeme, npu UCTaTa KoopauHaTHa Oxyz CcUCTema

Kako BO T. 2, KOM Ja e JIBe OI OBMe ILIOCKOCTH, IT u IT.
TpebGa na nokaxeme Jieka 3a MJIOCKOCTHTE ropecromeHa-
TUTe peJjlaluMu BaxkaT. 3a Taa lieJl IJIOCKOCTHUTE I'M IpeceKkyBame

CO pamHpHaTa z=d, KOja TM ceye BO KpuBUTe [ U [.

Buaten — Cxonje 4



50 : Joxe Viuap e

HaweTo TBpueHue Ke Gujue NOKaXaHO aKo MOKaXxeme JeKa
3a nospiuutute P u P.ou oude meiosu on IT u 11 wTo ce
orpajeHd Co / OJHOCHO I, u 3a MOBPLIMHHTE p H P Ha urypu-
Te WITO M u3pesyBaaT KpuBuUTe [ M [ OJ pamHUHATa z=d,
BaxaT penanuuTe )

(8) ol =g
: d~>0 P

©) , el
d—)o P

(10) i Esle
d-,»o P~"U

HJokas

PageHkuTe BO NOJapHH KOOPAMUATM Ha KpUBUTE [ M [
Heka ce

r=pta di v ila, d)
Toratn e

Py, p=y [P0 G P,

Q o)

Eunejku mmockocture 11 u I1 ce ockynaTophd Bo M, uma-
me 3a cute p 0j uHTepBasoT [0, 2x]

e e R
d—->0 I”('p,d)

M 3aToa, cnopema efiHa Teopema OJi aHanusaTa®), M penanujara (8).

PapenkuTe na niockoctute II i1 I1 BO KapTe3WYHUTE KOOP-
IIUHATH, BO OIHOC Ha usabpaHaTa cucTtema Oxyz, moxaT ja ce
3anuwat o dopma

V+axXr+bxty + -

- Z:‘”W”*‘2R2

(11) Z= R X+ 21(? yu_Ex‘3+’1}x‘2y+...
1 2

3) Bugn J. Yanuap, EgHa Teopema of TeopujaTta Ha rpaHuuuTe,
ctp. 41 on oBoj Buiren.
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Toraw umame

0z\*  (0z\* | = ¢ \/ {<a”z‘)“ (dz)z
P=H\/l+(5}> 1«-(5;) dxdy, P :H 155 Hay ) ey
4 )

D

Kaje ITO MHTErpauMoHuTe o6nacTu D u D ce ompeneneHu co
TIPOEKUMMTE Ha KpUBUTE [ W [ HAa xy-pamHUHATA.
Bunejku nospiuMHuTe Ha 00nacTuTe D U [ ce pepCNeKTUBHO

p= j‘jdx dy, 17 = dex dy,

D D

-a on (11) u (11) ce nokaxyBa jeka 3a o6nacta D (wm D)
BaXH ,

9z 0z
im- 2 R
d-»0 oz d->0 9z

0x oy

ce po0OuBaat oJ (8), KOPUCTEJKH ja TeopemaTa 3a CpelHW Bpel-
HOCTM Ha HHTerpajHo cmeTamwe, U penauuute (9) u (10).

' Co Toa e mokaxano gmexa (7), (T), (8) u (8) BaxaT 3a
IPOMU3BOJHU IBe eIUITHIKM UCKPUBEHU [LUIOCKOCTH, a crpe- -
_.Ma Toa W 3a CuTe.

JHloGuenuTte pe3ynraTd MoXXaT ja Ce 3anuuiaT ¥ Baka

| K — lim <3>2;lim (i>2
S d=0 \P

e
—lim ——
He Do .

‘Kaje WTo o e OOMMOT Ha KpyroT BO KO] LUTO I[IpeceyHaTa
pamHuHa z=d ja ceye TonkaTa LITO MJIOCKOCTa ja momMpa BO
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M ¥ UeHTapoOT 1 JeXu Ha Taa paMHMHa, a |/ BOJYyMEHOT Ha

d
UMIMHIEP CO OCHOBA P ¥ BUCHHA -

OBa ucienyBaite HM JaBa KaKo CHOpeleH peayiTaT 3a
noBpuiMHaTa P; Ha Dupin-oBaTa MHIMKATPHKCA 3a eJUNTUYKKA
TOYKH, 3eMajKku NpenBUI JeKka e

Pi:“\/RIRm

MHTepecHaTa peJaliuja

; P
;= lim ——
I d->0 2d

Auszug

._ EINE BEMERKUNG
UBER GAUSSSCHE KRUMMUNGSMASS UND MITTLERE
KRUMUNG EINER EIFLACHE

. Von
JOZE ULCAR

In dieser Arbeit sind fiir das Gaufische Kriimmungsmaf$ und
fiir die mittlere Kriimmung einer Eifldche je eine geometrische
Deutung gegeben.

Eine Ebene E, die im Abstand d parallel zu der Tangen-
tialebene in einem Punkte M einer Eifliche gelegen ist, schnei-
det von dieser Flache einen Teil ab, dessen Fldcheninhalt P
sei. Wenn man den Flacheninhalt der so entstandenen ebenen
Schnittfigur mit p bezeichnet, hat man fiir das Kriimmungsmaf
K und fiir die mittlere Kriimmung / der Fliche im Punkte M
die Beziehungen

d\? 2
K:‘l‘f(z ]lm (ﬁ) = 4’“2 lim <~—)
d->0

P- 1P-
H =2 lim (—'P—E> = 2 lim E_pp >
d—>0
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«oder auch
K= li (u):’ lim (u)

e e ==

a0 ‘Pl gs0 \P

P
H—=1lim _V_P
d-0

wo u den Umfang des Schmittkreises der Ebene E und der
Kugel bedeutet, die den Mittelpunkt auf E hat und die Fldche
im M beriihrt, und IV das Volumen des Zylinders mit der Basis
p und der Hohe g ist.

Das ist zuerst fiir den IFall des Scheitels M eines ellipti-
:schen Parabolids gezeigt und dann bewiesen, daR dasselbe auch
fiir den Beriihrungspunkt M jeder Fldche gilt, die mit ihm im M
«ine Beriihrung von mindestens zweiter Ordnung hat.



